Julius-MaximilEns- P ’,',,
UNIVERSITAT Institut fiir ,,’,l@g"
WURZBURG Wi m MATHEMATIK 3575

V=]

5"4.35

Mathe-Camp 2023 04. September 2023
Prof. Dr. Anton Freund

Mathematische Logik
Teil 2: Ubungsaufgaben!

Ubung 1. Berechnen Sie die Werte G, (i) der Goodstein-Folge fiir n = 12 und i < 7.

Ubung 2. Beweisen Sie, dass
1= (b—1) ...+ (b-1) (%)

fiir alle b,n € N mit b > 2 gilt. Wir rufen hier ° = 1 in Erinnerung.

Tipp: Geméaf der Beweismethode der Induktion geniigt es, die folgende Aussage zu zeigen:
Die Gleichung () gilt fiir n wann immer sie fiir alle m < n gilt.
Im vorliegenden Fall lésst sich dies in die folgenden beiden Aussagen aufteilen:
(i) Die Gleichung (%) gilt fiir n = 0.
(ii) Wann immer die Gleichung (x) fiir n = m gilt, muss sie auch fiir n = m + 1 gelten.

Um einzusehen, dass (x) dann fiir alle n € N gelten muss, kann man wie folgt argumentieren:
Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen wir an, dass es ein n € N gibt, welches (x) verletzt. Wir
betrachten dann das kleinste solche n. Wegen (i) kann nicht n = 0 gelten. Im verbliebenen Fall
konnen wir n = m+1 schreiben. Da wir n so klein wie moglich gewéhlt haben, muss die Gleichung ()
fiir alle m < n gelten. Wegen (ii) gilt sie dann auch fiir n, was unserer Annahme widerspricht.

Ubung 3. Zeigen Sie fiir beliebiges b € N mit b > 2, dass jedes n € N\{0} eine b-Normalform
n=pNF D -co+...+b% - ¢

mit natiirlichen Zahlen eq > ... > ¢, und cg,...,c; > 0 hat. Beweisen Sie dann Hilfssatz 2 aus der
Einfithrungsvorlesung (Teil 1). Folgern Sie, dass jedes n € N\{0} nur eine b-Normalform hat.

Tipp: Beweisen Sie die erste Aussage per Induktion iiber n (siche den Tipp in der vorigen Ubung).
Wihlen Sie dafiir ep groftmoglich mit 6°© < n. Wihlen Sie dann ¢ gréftmoglich mit 5 - ¢y < n.
Schreiben Sie nun n = b - ¢y + m. Gilt m > 0, so erhalten wir wegen m < n eine Normalform

m =pnF D' -1+ ...+ 0% ¢

Um hieraus eine Normalform fiir n zu gewinnen, miissen Sie eg > e; nachweisen. Beim Beweis von
Hilfssatz 2 ist die vorige Ubung hilfreich.

'Eine zugehérige Einfithrungsvorlesung (Teil 1) und ein Forschungsvortrag (Teil 3) sind online verfiigbar iiber
https://www.mathematik.uni-wuerzburg.de/mathematicallogic/lehre/material/.
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Ubung 4. Wir betrachten w® und < wie in Definition 3 der Einfithrungsvorlesung (oder auch eine
beliebige andere Menge mit einer bindren Relation). Leiten Sie jede der folgenden Charakterisie-
rungen von Wohlfundiertheit aus jeder der anderen her:

(i) Es gibt keine unendliche Folge ap, a1, ... in w®, sodass a;+1 < «; fir alle i € N gilt.

(ii) Jede nicht-leere Teilmenge @@ C w* enthilt ein <-kleinstes Element «, sodass also v ¢ @ fiir
alle v < a gilt.

(iii) Das folgende Induktionsprinzip ist giiltig: Betrachte eine Teilmenge P C w“, sodass immer
dann « € P folgt, wenn v € P fiir alle v < « gegeben ist. Dann muss bereits P = w* gelten.

Bemerkung: Es geniigt, wenn Sie (i)<(ii) und (ii)<(iii) zeigen.
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