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2 ANTON FREUND

1. VEKTORRAUME, LINEARE ABBILDUNGEN UND FEHLERKORRIGIERENDE
CODES: GRUNDLEGENDE BEGRIFFE UND EINE ANWENDUNG

Die lineare Algebra findet in fast allen Bereichen der Mathematik Anwendung.
Ein klassisches und wichtiges Anwendungsbeispiel ist die kartesische Geometrie,
welche zu Beginn von vielen Lehrbiichern diskutiert wird. Wir betrachten hier ein
anderes Beispiel aus einer Sammlung von Matousek[[] Gleichzeitig fiihren wir viele
zentrale Grundbegriffe der linearen Algebra ein.

1.1. Etwas Kodierungstheorie. Angenommen, wir wollen eine Folge von Bits
(Nullen und Einsen) verschicken. Diese zerlegen wir zunéichst in Einheiten von —
sagen wir — jeweils vier Bits. Wir rechnen damit, dass die Bits unabhéngig von-
einander mit einer Wahrscheinlichkeit von 95 % korrekt iibertragen werden. Die
Wahrscheinlichkeit fiir eine vollstéindig korrekte Einheit ist danrﬂ

0,95* ~ 81 %.

Ko6nnen wir es dem Empfinger erméglichen, Fehler zu korrigieren? Eine Idee wére,
jeden Bit zu verdreifachen. Statt der Einheit 1010 wiirden wir dann beispielsweise
die Bitfolge 111000111000 verschicken. Tritt hierbei ein einzelner Fehler auf —
sodass beim Empfanger etwa die Folge 111001 111 000 ankommt —, so kann dieser
die urspriingliche Einheit dennoch ablesen. Allerdings verschicken wir nun zwolf
Bits. Die Wahrscheinlichkeit, dass dabei hochstens ein Fehler auftritt ist mit

0,952 +12-0,95' - 0,05 ~ 88 %

nicht allzu viel héher als oben. Wir werden in diesem Kapitel sehen, dass fiir die
Korrektur eines einzelnen Fehlers nicht zwolf sondern nur sieben Bits pro Einheit
notig sind. Die Wahrscheinlichkeit fiir ein korrektes Ergebnis steigt dadurch auf

0,957 4+ 7-0,95% - 0,05 ~ 96 %,

was einen deutlichen und fiir die Praxis relevanten Fortschritt ausmacht (wobei die
geringere Zahl an Bits zusétzlich noch die Ubertragung effizienter macht). Zunsichst
bemiihen wir uns um eine mathematische Modellierung der Situation.

Definition 1.1.1. Es sei B = {0,1} die Menge der Bits oder Booleschen Werte.
Fiir n € N definieren wir durch

d(Sl ...Sn,tl tn) = |{Z 85 7é ti}‘
eine Abstandsfunktion d auf B" [P

1Jif{ Matousek: Thirty-three Miniatures. Mathematical and Algorithmic Applications of Linear
Algebra. American Mathematical Society, Providence (RI), 2010. [Da das vorliegende Skript dyna-
misch wichst, zitiere ich iiber Fuinoten. Beachten Sie aber bitte (etwa fiir IThre Abschlussarbeit),
dass in der Mathematik iiblicherweise ein Literaturverzeichnis verwendet wird.]

2Hier folgt die erste Liicke (siche die Bemerkung ,zur Benutzung® auf der ersten Seite).

3Wir schreiben N = {0,1,2...} fiir die Menge der natiirlichen Zahlen mit der Null. Fiir Mengen
Mj, ..., My bezeichnet M; X ... x My die Menge aller Tupel (z1,...,xn) mit Eintrigen z; € M;
fiir alle ¢ = 1,...,n. Dabei heiflen zwei Tupel gleich, wenn fiir alle i jeweils die i-ten Eintrige
iibereinstimmen. Man spricht statt von Tupeln auch von Folgen der Linge n oder fir n = 2
und n = 3 von Paaren bzw. Tripeln. Im Kontext von Bits schreiben wir ausnahmsweise s1 ... sp
statt (s1,...,8n). Gilt M1 = ... = M, = M, so schreibt man M™ anstelle von M1 X ... X My.
Mochte man die Zahl der Grundbegriffe reduzieren, kann man M™ mit der Menge der Funktionen
z:{1,...,n} — M identifizieren, wobei dann z dem Tupel (z(1),...,z(n)) entspricht (analog mit
unterschiedlichen M;). Ist M eine endliche Menge, so bezeichnet |M| € N ihre Kardinalitét, also
die Zahl ihrer Elemente. Fiir eine gegebene Menge M schreiben wir {x € M : P(z)} oder auch
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Es gilt etwa d(1010,1100) = [{2,3}| = 2, wobei die Menge {2, 3} zum Ausdruck
bringt, dass sich die beiden Folgen von Bits gerade an der zweiten und an der
dritten Stelle unterscheiden.

Definition 1.1.2. Unter einer Kodierung verstehen wir eine Funktion ¢ : B™ — B™
mit m,n € Nﬁ Wir sagen, eine solche Kodierung korrigiert einen Fehler, wenn
es eine Funktion ¢ : B" — B" mit folgender Eigenschaft gibt: Fiir alle s € B™
und t € B ist

dle(s),t) <1 = ¢&t) =s.
Man nennt ¢ dann eine zugehorige Dekodierung.

Beispiel 1.1.3. Die zu Beginn dieses Unterkapitels erwadhnte Idee entspricht einer
Kodierung c : B* — B'2. Sie korrigiert einen Fehler mit Dekodierung

¢(uqugUs V1 V2V3 W1 WeW3 T1T2T3) = UVWT,

wobei u die Mehrheit der u; darstellt (also etwa u = 1 fiir ujusus = 101; analog
fiir v,w,x). Bei dem oben angefiihrten Beispiel einer Fehlerkorrektur haben wir
s = 1010 mit ¢(s) = 111000111000 und ¢ = 111000111 010, also d(c(s),t) = 1 und
in der Tat ¢(t) = s.

Wir nutzen die Gelegenheit, um die folgenden Begriffe einzufiihren:

Definition 1.1.4. Eine Funktionﬂ f+ M — N zwischen zwei Mengen heifit

e injektiv, wenn fiir alle 2,y € M aus f(z) = f(y) schon x = y folgt,
e surjektiv, wenn es zu jedem z € N ein x € M gibt mit f(z) = z,
e bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Die Bedingung fiir die Injektivitdt ist dazu &quivalent, dass aus x #* y stets
fz) # f(y) folgtﬁ dass f also keine Argumente zusammenwirft’.

Kodierungen sollten stets injektiv sein, da man sonst selbst ohne Fehler verschie-
dene Nachrichten verwechseln wiirde. Der folgende Beweis macht dies formal.

Lemma 1.1.5. Eine Kodierung c : B™ — B"™, welche einen Fehler korrigiert, ist
stets injektiv.

Beweis. Wegen d(c(s),c(s)) = 0 < 1 erfiillt eine Dekodierung ¢ stets ¢(c(s)) = s.
Aus ¢(s) = ¢(t) folgt also s = ¢(c(s)) = ¢(c(t)) = t. O

Im vorigen Beweis haben wir implizit bereits einen Teil der folgenden Charakte-
risierung gezeigt, die wir ansonsten zur Ubung iiberlassen.

Lemma 1.1.6. Eine Funktion f: M — N mit M # () ist

{z € M|P(z)} fur die Menge der Elemente von M, welche die Eigenschaft P erfiillen. Hierbei
lassen wir M implizit, wenn der Kontext Klarheit schafft. In der obigen Definition versteht sich
etwa i € {1,...,n}. [Hier und im Folgenden erkliren wir grundlegende Notation in den Fufinoten.
Dies erlaubt es uns, die Notation ohne Unterbrechung des Haupttextes einzufithren, wenn sie
relevant wird. Die Notation ist dennoch ein wichtiger Lerninhalt.]

1Der Begriff ,Kodierung' ist hier nicht unbedingt Standard und kann in anderen Kontexten anderes
bedeuten.

5Der Begriff ,Abbildung’ wird synonym verwendet.

Fiir Aussagen A, B ist die Implikation A = B &quivalent zu ihrer sogenannten Kontraposition
—-B = —A, wobei — die Negation oder Verneinung bezeichnet (jedenfalls in der klassischen®
Logik). Um A = B per Kontraposition zu beweisen, kann man also =B annehmen und daraus - A
herleiten. Hingegen folgt aus A = B nicht auch B = A (zu Beginn ein nicht seltener Fehler).
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(a) injektiv genau dann, wenn sie eine sogenannte Linksinverse g : N — M
mit go f =idy besz’tztm

(b) surjektiv genau dann, wenn sie eine sogenannte Rechtsinverse h: N — M
mit foh =1idy besitzt,

(c) bijektiv genau dann, wenn sie eine sogenannte Umkehrfunktion g : N — M
besitzt, welche zu ihr links- und rechtsinvers ist. Diese ist dann eindeutig.

Angesichts der Eindeutigkeit in Teil (c) des vorigen Lemmas fithren wir f~! als
Notation fiir die Umkehrfunktion einer Bijektion f ein.

Lemma 1.1.7. Die Komposition von Funktionen ist assoziativ, d.h. man hat
ho(gof)=(hog)of
fiir beliebige Funktionen f : K — L und g : L — M sowie h : M — Nﬁ

Beweis. Fiir beliebiges © € K erhalten wir

ho(go f)(z) =h(ge f(z)) = h(g(f(x)) =hog(f(x)) = (hog)o f(z)

aufgrund der Definition der Komposition. (]

Wir koénnen die folgende Eigenschaft ableiten. Man beachte hierbei die vertausch-
te Reihenfolge.

Lemma 1.1.8. Sind f: M — N und g : N — K bijektiv, so ist es auch go f und
es gilt (go f)"t=flog L

Beweis. Wegen Lemma brauchen wir nur zu priifen, dass go f und f~1og~!
zueinander invers sind. Mit dem vorigen Lemma erhalten wir

(fTtog™olgof)=fTtolg  og)of=foidyof =f"of=idy.
Analog erhiilt man (go f)o (f~tog™!) =idg. d

Als néchstes erarbeiten wir ein Kriterium, mit dem wir entscheiden kénnen, ob
eine Kodierung einen Fehler korrigiert.

Definition 1.1.9. Fiir eine Kodierung ¢ : B"™ — B" mit m > 0 definieren Wilﬂ
#c=min{d(c(r),c(s)) : r,s € B™ mit r # s} .

Im folgenden Ergebnis besagen die Implikationen < bzw. =, dass wir eine hin-
reichende und notwendige Bedingung fiir die Fehlerkorrektur gefunden haben.

Proposition 1.1.10. FEine Kodierung c : B™ — B"™ korrigiert einen Fehler genau
dann, wenn #c > 3 gilt.

"Die Komposition zweier Funktionen f : M — N und h : N — K ist definiert als die Funktion
hof: M — K mit (ho f)(z) = h(f(x)). Wir schreiben idps : M — M fiir die Identitétsfunktion
mit idys (z) = z fiir alle z € M.

8Z.wei Abbildungen heiflen gleich, wenn sie fiir jedes Argument gleiche Werte liefern (,Extensiona-
litéit* ). Werden Tupel wie in F\lﬁnotevorgeschlagen als Funktionen betrachtet, so erhédlt man die
oben erwihnte Eigenschaft als Instanz der Extensionalitdt: Man hat (z1,...,zn) = (y1,-..,Yn)
genau dann, wenn x; = y; fir alle 7 gilt.

9Gilt 0 # M C N, so sei min M die kleinste Zahl in M. Hierbei ist () die leere Menge, welche keine
Elemente hat; durch M C N wird angezeigt, dass jedes Element von M auch in N vorkommt.
Fiir eine Funktion f : M — N bezeichnet {f(z) : « € M} oder {f(z)|xz € M} die Menge
aller Werte von f mit Argumenten aus M. (Dies ist zu unterscheiden von Ausdriicken der Form
{z € M : P(z)} wie in Fuinote )
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Beweis. Die Implikation = zeigen wir per Kontraposition (siche Fufinote @ Wir
nehmen dazu an, dass #c < 3 gilt, und miissen herleiten, dass ¢ dann nicht feh-
lerkorrigierend ist. Es gibt also 7 # t mit d(c(r), ¢(t)) < 2, sodass wir ein s finden
mit
d(c(r),s <1 und d(s,c(t)) <1.

Wiire nun ¢ eine Dekodierung, so erhielte man ¢(s) = r sowie &(s) = t, was aber r #£ ¢
widerspricht.

Fiir die andere Implikation nehmen wir an, dass #c > 3 gilt. Wir konstruieren
dann eine Funktion ¢ : B™ — B™, indem wir Werte &(¢) wihlen mit

d(e(e(t)),t) = min{d(c(s),t) : s € B™}.
Es bleibt zu zeigen, dass dies eine Dekodierung liefert. Angenommen also, es gilt die
Ungleichung d(c(s),t) < 1. Um ¢&(¢) = s zu erhalten, zeigen wir, dass d(c(r),t) > 1
fiir alle r # s gilt. Hatten wir ein Gegenbeispiel 7, so erhielten wir
#e < d(c(r),c(s)) < d(c(r),t) +d(t,c(s)) <14+1< 3,

im Widerspruch zur Annahme. ([l

Die zweite Ungleichung in der vorletzten Zeile des Beweises (welche man zur
Ubung verifizieren mége) fillt unter den Begriff der Dreiecksungleichung. Tats#chlich
ist d eine sogenannte Metrik auf B™.

Bemerkung 1.1.11. Der vorige Beweis liefert auch ein Rezept, wie man die De-
kodierung ¢ bestimmen kann. Dieses ist allerdings umsténdlich, da es die Kenntnis
aller Werte d(c(s),t) mit s € B™ und ¢t € B" voraussetzt (und hiervon gibt es 2m+™
viele). Wir werden in der Folge eine Kodierung finden, die nicht nur einen Fehler
korrigiert, sondern auch eine leicht zu berechnende Dekodierung besitzt.

Zum Abschluss dieses Unterkapitels bestimmen wir eine Schranke fiir die Lange
von fehlerkorrigierenden Kodierungen.

Proposition 1.1.12. Wenn ¢ : B™ — B" einen Fehler korrigiert, so gilt
n <2t
Beweis. Fiir s € B™ betrachten wir
Cs ={t € B" : d(c(s),t) < 1}.

Es gilt jeweils |Cs| = 1 + n und die Mengen Cs; C B™ sind paarweise disjunkt,
d.h. man hat C,. N Cy =  fiir r # SH Da es 2™ viele s € B™ gibt, erhélt man

2™ . (1 +n) < 2"
Das Resultat folgt durch Kiirzen (beachte m < n wegen Lemma |1.1.5)). O

Wenn wir wie zu Beginn dieses Unterkapitels m = 4 wihlen, so muss fiir eine
fehlerkorrigierende Kodierung also n > 7 gelten (denn es ist etwa 6 > 4 = 26=4
sowie andererseits 7 < 8 = 27~%). Wie angekiindigt werden wir sehen, dass n = 7
tatséchlich erreicht werden kann.

LO0pir Mengen M und N bezeichnet M NN den Schnitt, welcher aus denjenigen Elementen besteht,
die sowohl in M als auch in N vorkommen; hingegen bezeichnet M U N die Vereinigung, welche
aus denjenigen Elementen besteht, die in M oder N vorkommen (oder in beiden Mengen — das ist
bei ;oder‘ nie ausgeschlossen). Es gilt also {0,1} N {1,2} = {1} und {0,1} U {1,2} = {0, 1, 2}.
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1.2. Gruppen, Koérper und Vektorrdume. In diesem Unterkapitel fithren wir
einige zentrale Begriffe der linearen Algebra ein, wobei wir die Strukturen B™ aus
dem vorigen Abschnitt als laufendes Beispiel im Blick behalten.

Wir erinnern uns, dass wir eine fehlerkorrigierende Kodierung ¢ : B* — B” finden
wollen. Man mag hoffen, dass die folgende Struktur auf B dabei hilfreich ist.

Definition 1.2.1. Auf der Menge B der Booleschen Werte fithren wir durch die
folgenden Setzungen eine Addition und eine Multiplikation ein:
0+0=0, 0+1=1, 1+0=1, 1+1=0,
0-0=0, 0-1=0, 1-0=0, 1-1=1.
Wir diskutieren nun einige allgemeine Begriffe, durch welche ein wichtiger Aspekt
der Struktur von (B, +,-) erfasst wird.
Definition 1.2.2. Eine Gruppe besteht aus einer Menge G und einer Verkniipfung]
-1 G% = @G, fiir die gilt:
(G1) Man hat f-(g-h)=(f-g)-h fir alle f,g,h € G.
(G2) Es gibt ein e € G (,neutrales Element‘) mit folgenden Eigenschaften:
(i) Man hat e - g = g fiir alle g € G.
(ii) Zu jedem g € G gibt es ein g € G (,inverses Element‘) mit - g = e.
Gilt zudem g - h = h - g fiir alle g,h € G, so heifit die Gruppe kommutativ oder
auch abelsch[?]

Die Teile (a) und (c) des folgenden Lemmas zeigen, dass eine natiirliche Verstérkung
von (G2) tatséchlich redundant wire (selbst in nicht-abelschen Gruppen).

Lemma 1.2.3. Sei (G, ) eine Gruppe.

(a) Ist e neutral, so gilt auch g-e = g fir alle g € G.

(b) Es gibt genau ein neutrales Element.

(¢) Gilt g-g = e fiir das neutrale Element e, so gilt auch g-g = e.
(d) Zu jedem g € G gibt es genau ein inverses Element.

Beweis. Es erweist sich als zielfithrend, die Aussagen in einer anderen Reihenfolge
Zu zeigen.

(¢) Da wir (b) noch nicht bewiesen haben, kénnen wir zunéchst nur voraussetzen,
dass e ein neutrales Element ist. Wegen (G2) erhalten wir zu § wiederum ein (links-)
inverses Element g mit g- g = e. Unter Verwendung von (G1) rechnen wir

9-9=¢-(9-9=@-9(9-9)=9-((F-9)-9)=3g-(e-g)=g-g=e

(a) Zu gegebenem g € G erhalten wir wegen (G2) und dem bereits bewiesenen

Teil (c) ein Element g mit g- g = e = ¢ - g. Es ergibt sich
ge=9-(G-9)=(9-9)-9=e-g=g

(b) Angenommen, e und €’ sind beide neutral. Teil (a) liefert ¢’ = ¢’ -e. Mit (G2)
fiir ¢’ erhalten wir andererseits ¢’ - e = e, also insgesamt ¢’ = e.

(d) Seien g und g’ invers zu g. Es ergibt sich

§=eg=(3939=9(99)=ge=3

wobei wir das Ergebnis von (a) und (c) verwendet haben. O
HDas ist wieder ein anderes Wort fiir Funktion oder Abbildung. Allerdings sind Verkniipfungen

meist zweistellig und man schreibst sie oft infix, d.h. man schreibt g - h statt -(g, h).
12Dje Bezeichnung bezieht sich auf Niels Henrik Abel.
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In Anbetracht der obigen Eindeutigkeitsaussagen schreiben wir oft e fiir das neu-
trale Element einer Gruppe sowie g~ fiir das Inverse von g (und - wird manchmal
weggelassen). In abelschen Gruppen schreibt man oft + statt - sowie 0 und —g¢

anstelle von e und g~ *.

Beispiel 1.2.4. (a) Auf der Einermenge {e} wird durch die (einzig mégliche) Ver-
kniipfung e - e = ¢ eine abelsche Gruppe definiert (,triviale Gruppe*).

(b) Die Struktur (B, +) ist eine abelsche Gruppe (wie man priifen moge). Hin-
gegen ist (B, -) keine Gruppe (weil hier zwar 1 neutral ist aber 0 kein Inverses hat).

(c¢) Fiir jede Menge M bildet die Menge Sym(M) der bijektiven Funktionen
f: M — M mit der Komposition als Verkniipfung eine Gruppe. Speziell kann man
S3 := Sym({1,2,3}) als Gruppe der Drehungen und Spiegelungen eines gleichsei-
tigen Dreiecks veranschaulichen. Diese ist nicht abelsch, d.h. man kann Drehun-
gen und Spiegelungen im Allgemeinen nicht vertauschen: Man zeige hierfiir etwa
go f# fogmit

3 1, (Drehung)

; 9(2)=3, ¢g(3)=2.  (Spiegelung)

(d) Die ganzen Zahlen Z bilden mit der iiblichen Addition eine abelsche Gruppe
(und gleiches gilt fiir die rationalen und reellen Zahlen Q bzw. R aber nicht fiir die
natiirlichen Zahlen). Mit der iiblichen Multiplikation bildet zwar nicht die ganze
Menge Q eine Gruppe, wohl aber die Menge Q\{0} (welche unter - abgeschlossen
ist — aus p, ¢ # 0 folgt hier p- g # 0)

Die folgenden Begriffe spiegeln wieder, dass wir in Definition m (wie auch in
den Zahlbereichen Z,Q,R) zwei Verkniipfungen haben.

Definition 1.2.5. Ein Ring besteht aus einer Menge R und zwei Verkniipfungen
+,-: R? = R, fiir die gilt:

(R1) Die Struktur (R,+) ist eine abelsche Gruppe.

(R2) Die Verkniipfung - ist assoziativ.
(R3) Fiir alle p,q,r € R gelten die Distributivgesetze

p-(g+r)=p-q+p-r und (p+q)-r=p-r+q-r,
wobei wir geméfl ,Punkt vor Strich‘ klammern.

Man spricht von einem Ring mit Eins, wenn es ein (dann eindeutig bestimmtes)
FElement 1 € R gibt mit 1 -p=p =p-1 fiir alle p € RE Weiter nennt man den
Ring kommutativ, wenn p - ¢ = g - p fiir alle p, ¢ € R gilt.

Die folgende in konkreten Fillen bekannte Eigenschaft kann auch allgemein nach-
gewiesen werden.

Lemma 1.2.6. In jedem Ring R gilt0-p=0=1p- OE

L3Fiir Mengen M, N ist M\N := {z € M |z ¢ N}, also etwa {0,1,2}\{2,3} = {0,1}.

1411 manchen Quellen wird diese Eigenschaft fiir alle Ringe vorausgesetzt.

L5Wenn nicht anders angegeben, schreiben wir die beiden Verkniipfungen in einem Ring stets
als + und -, wobei wir von Addition und Multiplikation sprechen. Die neutralen und inversen
Elemente beziiglich dieser beiden Verkniipfungen werden — soweit vorhanden — mit 0 bzw. 1 und
—a bzw. a~! bezeichnet. Weiter schreibt man a — b fiir a + (—b) sowie a/b fiir a - b~1.
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Beweis. Wegen der Neutralitdt der Null und dem Distributivgesetz erhélt man
0-p=(0+0)-p=0-p+0-p.

Hier kénnen wir wie folgt kiirzen: Weil (R, +) eine Gruppe ist, haben wir ein inverses

Element ¢ = — 0 - p. Mit diesem rechnen wir
0=0-p+¢q=0-p+0-p+¢g=0-p+0=0-p.
Analog erhélt man 0 =p- 0. ]

Wir werden uns besonders fiir Ringe mit der folgenden Eigenschaft interessieren.

Definition 1.2.7. Ein Kérper ist ein kommutativer Ring K # {0} mit Eins, in
dem es fiir jedes a € K\{0} ein (dann auch hier eindeutig bestimmtes) multiplikativ
Inverses a~! gibt, welches also a=! - a = 1 erfiillt.

Wir merken an, dass K = {0} gem#f unserer Definition als Ring mit Eins aber
nicht als Korper zdhlt. In einem Koérper gilt immer 0 # 1 (weil die Null wegen
Lemma nicht das neutrale Element der Multiplikation sein kann).

Lemma 1.2.8. In jedem Korper folgt aus a,b # 0 schon a -b # OE

Beweis. Wir argumentieren per Kontraposition und nehmen a - b = 0 aber a # 0
an. Letzteres liefert das Inverse ¢~ und damit

b=ata-b=a1-0=0,
wobei wir Lemma [[.2.6] verwendet haben. O

Wir sehen nun, dass (K\{0},-) fiir jeden Korper K eine abelsche Gruppe ist
(wobei das vorige Lemma die Abgeschlossenheit unter der Multiplikation sichert).

Beispiel 1.2.9. (a) Die Struktur (B, +, -) ist ein Kérpelm (wie man ausgehend von
Beispiel priifen moge).
(b) Die Zahlbereiche Q und R sind Kérper, aber Z ist nur ein Integritéitsring.
(¢) Wir betrachten die Menge der Funktionen f : R — R zusammen mit den
durch (f+9g)(z) := f(z)+g(x) und (f-g)(x) := f(x) g(z) definierten Abbildungen.
Diese ist ein kommutativer Ring mit Eins aber kein Korper (ndmlich nicht einmal
ein Integrititsring).

Die folgende Konstruktion sollte im Kontext des euklidischen Raumes R? be-
kannt sein. Weiter ist sie im Fall K = B fiir die Kodierungen aus dem vorigen
Unterkapitel relevant.

Definition 1.2.10. Fiir einen Kérper K und n € N definieren wir Operationenﬁ
+: K" x K" — K" und - : K x K™ — K" (,Skalarmultiplikation‘) durdﬂ

(xla"'vxn)"’_(ylv"'ayn) = (1'1 +yla"'7xn+yn)a
Ao (21, xn) = (A2, A xy).

16Hat ein kommutativer Ring mit Eins diese Eigenschaft, so nennt man ihn Integritéitsring.
1Dieser wird meist mit Fs bezeichnet.

18Djes ist noch einmal synonym zu ,Verkniipfung'.

9ps mag hier zunéchst irritieren, dass + eine Operation auf K und eine auf K™ bezeichnet
(analog fiir die Skalarmultiplikationn). Man muss diese sorgfiltig unterscheiden — wofiir man zur
Ubung gerne unterschiedliche Symbole wie + und @ verwenden kann. Nach einiger Zeit wird man
aber feststellen, dass der Kontext eine Verwechslung verhindert, wihrend man das zusétzliche
Symbol @ gerne fiir andere Zwecke zur Verfiigung hat.
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Wir merken an, dass n = 0 erlaubt ist. In diesem Fall hat man K™ = {0}, wobei
das Element 0 dem leeren Tupel entspricht.

Die Skalarmultiplikation hat eine vertraute geometische Interpretation als Stre-
ckung (etwa im R?). Dennoch kann man natiirlich auch eine Multiplikation mit
Definitionsbereich K™ x K™ betrachten, was K" zu einem kommutativen Ring mit
Eins macht (vgl. Teil (c) von Beispiel [1.2.9). Es wird sich aber herausstellen, dass
der folgende Begriff fiir die lineare Algebra von besonders zentraler Bedeutung ist.

Definition 1.2.11. Ein Vektorraum iiber einem Korper K (kurz K-Vektorraum)
besteht aus einer abelschen Gruppe V und einer Operation - : K x V — V| die mit
den Verkniipfungen in K und V' (vgl. Fulnote in folgendem Sinn vertréiglich
ist: Fiir alle A\, up € K und v,w € V gilt
A+p)-v=Av+pu-v, Ac(v+w)=X-v+ X w,
A-(p-v)=(A-p)- v, 1-v=w.
Analog zu den Lemmata und erhélt man:
Lemma 1.2.12. Fir jeden K-Vektorraum V und alle A € K sowie v € V gilt
Av=0 < A=0 oderv=0.
Weiter hat man (—1) -v = —v.
Das folgende Ergebnis ist duferst wichtig, hat aber einen elementaren Beweis,
den wir zur Ubung iiberlassen.

Proposition 1.2.13. Ist K ein Korper und n € N, so ist K" ein K-Vektorraum.

Die Vektorrdume K™ sind nicht nur wichtige Beispiele, sondern schépfen den
allgemeinen Begriff des Vektorraums schon in erstaunlichem Mafle aus. Dies werden
wir spéter mithilfe des Begriffs der Basis zeigen. Dabei wird auch klar werden, dass
sich das folgende Beispiel grundsétzlich von den K™ unterscheidet.

Beispiel 1.2.14. Die Menge der Funktionen f : R — R bildet mit der Addition
aus Beispiel c) und der durch (A - f)(z) := XA - f(z) fir A € R gegebenen
Skalarmultiplikation einen R-Vektorraum.

1.3. Lineare Abbildungen und Matrizen. In diesem Abschnitt fithren wir eine
Klasse von Abbildungen ein, welche die Struktur von Vektorriumen respektieren,
némlich die linearen Abbildungen. Wir werden sehen, dass sich diese im Fall der
Vektorrdume K™ durch endliche Schemata von Korperelementen reprisentieren las-
sen — sogenannte Matrizen. Dies wird uns auch gute Kandidaten fiir die in Unter-
kapitel diskutierten Kodierungen geben.

Definition 1.3.1. Seien V, W Vektorrdume iiber einem gemeinsamen Korper K.
Eine Abbildung ¢ : V' — W heifit linear (oder auch ein Homomorphismus von
K-Vektorrdumen), wenn fiir alle A € K und alle v,w € V gilt:

p(A-v) =A-p(v) und  p(v+w) = p) + p(w).
Wir schreiben Hom(V, W) fiir die Menge aller linearen Abbildungen von V nach W.

Man mége sich als Ubung davon iiberzeugen, dass die beiden gegebenen Glei-
chungen zusammen #dquivalent sind zu der einzelnen Gleichung

A v+p-w)=A-p)+p-p(w) fur \,pe K und v,w e V.

Hilfreich ist dabei die erste der folgenden Gleichungen oder mehr noch ihr Beweis.
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Lemma 1.3.2. Fiir jede lineare Abbildung o : V. — W und alle v € V gilt
P(0) =0 wund @(-v) = —p(v).
Beweis. Die beiden Gleichungen ergeben sich mittels Lemma [1.2.12] aus
(0) = ¢(0-0) = 0-¢(0) =0
und ans ¢(—v) = p((=1) - v) = (<1) - p(v) = —p(v). O

Um eine Beziehung zu den Kodierungen aus Teilkapitel herzustellen, zeigen
wir zunéchst die folgende Eigenschaft.

Lemma 1.3.3. Die Abstandsfunktion auf B"™ (siehe Definition erfillt
d(r,s) =d(r+t,s+1t) fir aller,s,t € B".
Beweis. Die Abstandsfunktion z&hlt, an wie vielen Positionen zwei Folgen von Bits

sich unterscheiden. Da die Addition komponentenweise definiert ist (siehe Definiti-
on [1.2.10)), lasst sich die Behauptung reduzieren auf

T = S; & i+t =8+t fﬁralleri,si,tie]]ﬂ%.
Die Richtung von links nach rechts gilt fiir jede Verkniipfung oder Funktion. Die

Gegenrichtung ergibt sich, weil wir in Gruppen kiirzen kénnen (so wie im Beweis
von Lemma |1.2.6)). O

Wir sehen nun, dass sich das entscheidende Kriterium aus Proposition im
linearen Fall wie folgt vereinfacht.

Proposition 1.3.4. Fir jede lineare Kodierung c : B™ — B™ (also jede lineare
Abbildung zwischen B-Vektorrdumen) gilt

#c=min {d(0,c(t)) : t € B™\{0}}.

Beweis. Wir wihlen zunéchst ¢ # 0 so, dass d(0, ¢(t)) minimal wird. Wegen des
Minimums in Definition und unter Verwendung von Lemma erhalten
wir dann

#c < d(c(0),c(t)) = d(0,¢(t)) = min {d(0,c(t)) : t € B™\{0}}.

Fiir die entgegengesetzte Ungleichung wihlen wir r # s mit d(c(r),c(s)) = #ec.

Wegen s —r # 0 und mit dem vorigen Lemma gilt dann

min {d(0,c(t)) : t € B™\{0}} < d(0,¢(s —r)) =d(0+c(r),c(s —r) +c(r)) =
=d(c(r),c(s —r+7r)) =d(ce(r),c(s)) = #c.

Zusammen folgt die gewiinschte Gleichung. (]

Bevor wir die Anwendung auf Kodierungen im folgenden Unterkapitel abschlie-
Ben, beschiiftigen wir uns noch damit, wie lineare Abbildungen konkret dargestellt
werden konnen. Wie wir spéter sehen, liefert die folgende Konstruktion eine soge-
nannte Basis.

Definition 1.3.5. Im Vektorraum K™ iiber einem Korper K sind die Einheits-
vektoren ey, ..., e, definiert durch

1 wenn ¢ = j,

e; = (v1,...,7,) mit xj:{() sonst
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Um beliebige Vektoren als Linearkombinationen von Einheitsvektoren zu schrei-
ben, fithren wir die folgende Notation ein.

Definition 1.3.6. Wir betrachten eine Menge M, auf der eine Addition erklirt

ist. Fiir 4,k € Z und ay,...,a; € M schreiben wir
k
Zai = aj+aj+1+...+ak,
i=j

wobei die Summe den Wert Null haben soll, falls j > k gilt.

Das folgende Lemma gibt uns die Gelegenheit, eine duflerst wichtige Beweisme-
thode einzusetzen, néamlich die (,vollstéindige*) Induktionm

Lemma 1.3.7. Fir beliebige A1, ..., A\, € K gilt im Vektorraum K" die Gleichung
(A1,-o s An) = ZN'%
i=1

Beweis. Per Induktion iiber j zeigen wir: Gilt A; = 0 fiir alle ¢ > 7, so ist

J
A dn) =D A6
i=1

Fiir j = n folgt dann die Behauptung.

Induktionsanfang: Hier ist j = 0 und damit nach Annahme X\; = 0 fiir alle 1,
also (A1,...,A,) = 0. Wegen j < 1 gilt geméB der Konvention in Definition [1.3.6]
auch 7 A;-e; =0.

Induktionsannahme: Wir nehmen an, dass die obige Gleichung fiir ein beliebig
gewdhltes j gilt.

Induktionsschritt: Unser Ziel ist, die obige Gleichung mit j+1 an der Stelle von j
herzuleiten. Geméfl der Voraussetzung in der Behauptung kénnen wir dabei A\; = 0
fiir ¢ > j 4+ 1 annehmen. Wir erhalten

(Alw'wAn):(>‘1a"'a)\jaoa""0)+>\j+1'ej-‘rl:

J Jj+1
1A
S e T ea=) Aive,
i=1 i=1
wobei die Anwendung der Induktionsannahme mit ,JA* gekennzeichnet ist. O

20pas Beweisprinzip der Induktion kann man einsetzen, um eine Aussage der Form .fiir alle n € N
gilt P(n)¢ zu zeigen. Hierbei driickt P(n) aus, dass der Zahl n eine gegebene Eigenschaft P
zukommt. GeméB dem Induktionsprinzip geniigt es, wenn wir einerseits P(0) (Induktionsanfang)
sowie andererseits die Aussage fiir alle n € N mit P(n) gilt auch P(n+1) zeigen. Fiir letztere ldsst
man n € N beliebig sein und setzt P(n) voraus (Induktionsannahme oder -hypothese). Hieraus
muss man dann P(n-+1) herleiten (Induktionsschritt oder -schluss). Da sich jede natiirliche Zahl in
endlich vielen Schritten von der Null aus erreichen lisst, ist die Eigenschaft P damit in der Tat fiir
alle natiirlichen Zahlen gesichert. Zu Anfang des Studiums empfiehlt es sich, Induktionsbeweise
immer nach dem Schema aus dem Beweis von Lemma [1.3.7] aufzuschreiben. Spéter mag man
zu kompakteren Darstellungen wie im Beweis von Lemma [[:3.§] iibergehen. Weiter wird man
verschiedene (letztlich dquivalente) Varianten des Induktionsprinzips verwenden: So kann man
etwa den Induktionsanfang weglassen, wenn man die Induktionsannahme durch die Aussage fiir
alle m < n gilt P(m)* ersetzt und daraus dann im Induktionsschritt P(n) herleitet. (Hierbei liefert
die Induktionsannahme fiir n = 0 keinerlei Information, sodass man P(0) letztlich doch wieder
ohne Annahme herleiten muss — wie sonst im Induktionsanfang.)
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Die definierende Eigenschaft linearer Abbildungen verallgemeinert sich wie folgt
auf mehr als zwei Summanden.

Lemma 1.3.8. Ist p : V — W eine lineare Abbildung zwischen K -Vektorrdumen,
so gilt fiir alle \; € K und v; € V' die Gleichung

k k
® (Z Ag 'Ui> = Z)\i - o(vg).

Beweis. Wir argumentieren per Induktion iiber k. Im Induktionsanfang betrachten
wir k = 0 (wobei k = 1 auch eine natiirliche Wahl wére). Hier ist also 1 > k, sodass
die gewiinschte Gleichnung wegen der Konvention aus Deﬁnition auf ©(0) =0
hinausléuft. Fiir den Induktionsschritt rechnen wir

k41 k
() (Z A+ Ui) = ((Z i '%‘) + A1 'Ulc+1>
i=1 i=1

k
= (Z Ai: ”i> + M1 (k1)

i=1
i< a
= <Z i @(M) + M1 (1) = Y A (v,
i=1 i=1
wobei die zweite Gleichung wegen der Linearitét von ¢ gilt. ]

Wir kénnen folgern, dass eine lineare Abbildung bereits durch ihre Werte auf
den Einheitsvektoren festgelegt ist:

Korollar 1.3.9. Seien p,v : K™ — V lineare Abbildungen in einen Vektorraum V.
dber einem Korper K. Gilt p(e;) = (e;) fir allei=1,...,n, so hat man ¢ = .

Beweis. Wir betrachten einen beliebigen Vektor v € K™ und schreiben ihn geméf
Lemma in der Form v =" ; \; - ¢;. Mit dem vorigen Lemma folgt

P(0) =D Ni-ple) =D Ni-v(e) = (v),
i=1 i=1
wie gewiinscht. (I

Fiir eine lineare Abbildung ¢ : K™ — K™ liefert Lemmall.3.7 auch fiir die Bilder

der Einheitsvektoren ey, ..., e, eine Darstellung der Form
m
pleg) =Y A e
i=1

Aus dem obigen Korollar folgt, dass die Abbildung ¢ vollstéindig durch die Koeffi-
zienten \;; fiir i = 1,...,mund j = 1,...,7n beschrieben wird. Wegen Lemma[T.3.7]
sind diese Koeflizienten eindeutig. Man hélt sie in der folgenden Form fest.
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Definition 1.3.10. Eine m x n-Matrix iiber einem Kérper K ist ein Schemd®]] der
Form

A1 Az - A,
(Aij)i<i<m,1<j<n =
)\ml Tm2 .- )\mn

mit A\;; € K. Man schreibt K™ fiir die Menge aller m x n-Matrizen tiber K.

Um konkreter zu beschreiben, wie eine lineare Abbildung durch die erwdhnten
Koeffizienten bestimmt wird, bendtigen wir den folgenden Hilfssatz, den wir als
Ubung in Induktion iiberlassen

Lemma 1.3.11. Fir das Summenzeichen gelten in Vektorrdumen die verallgemei-
nerten Distributivgesetze

i)vvi:)wivi und i)\iw): iAi - .
i=1 i=1 i=1 i=1

Weiter gilt das verallgemeinerte Kommutativgesetz

i=1 j=1 j=1i=1

Ist ¢ wie im Abschnitt vor Definition [1.3.10|mit den Koeffizienten \;; assoziiert,
so erhidlt man nun mit Lemma die Beziehung

(@, vmn) = | D mies | =Y aj-wle) =D w5 Nij-e
=1 =1 =1

i=1
m n n n
_ E _ § § m
= )\ij‘(ﬂj T )\1]"1']',..., )\mj'xj c K™,
=1 j=1 j=1 j=1

Wir haben Elemente von K™ bisher als Tupel (,Zeilenvektoren‘) geschrieben. Im
Kontext der Matrixmultiplikation schreibt man sie aber meist als Spaltenvektoren.
Mochte man zwischen beiden Schreibweisen wechseln (etwa um Platz zu sparen),
so kennzeichnet man dies durch ein Superskrip@ wie in

1

(xl,...,xn)T =

xn

Die zuletzt betrachtete Beziehung fiir o motiviert dann die Definition der Multipli-
kation zwischen Matrix und Vektor.

21Um die Zahl der Grundbegriffe zu reduzieren, kann man solch ein Schema formal als Tupel
betrachten — etwa als Tupel aus den n Spaltenvektoren, wobei die Eintrége dieses Tupels dann
selbst wieder Tupel mit je m Eintriigen aus K wiren, sodass man also K™*X"™ = (K™)™ hiitte.
22GemaB Punkt vor Strich schreiben wir dabei etwa S A fur 30T (N vy).

23Es handelt sich hier um einen Spezialfall der Transposition von Matrizen, die wir spéter ken-
nenlernen werden.
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Definition 1.3.12. Wir setzen
A1 oo A1 Ty PSP STREY

n
)\ml e >\mn In Zj:l )\mj * Iy

Um die allgemeine Definition zu verstehen, ist es hilfreich, den Fall m = n = 3
zu betrachten:

Beispiel 1.3.13. Es gilt

a; a2 as X a1 -T1+ag-xrg+as-xs3
by by bg|-|x2] =|br-x1+by-a2+b3-23
c1 C2 C3 T3 C1-%1+C2-Ta+C3-23

Wir haben angedeutet, wie sich ausgehend von einer linearen Abbildung eine
zugehorige Matrix definieren ldsst. Nun gehen wir in die andere Richtung:

Definition 1.3.14. Mit jeder m x n-Matrix M iiber einem Korper K assoziieren
wir eine Abbildung Abb(M) : K™ — K™, die gegeben ist durch

Abb(M)(z) := M - .
Wir priifen die folgende Eigenschaft.

Proposition 1.3.15. Fir jede Matriv M € K™*" ist Abb(M) : K™ — K™ eine
lineare Abbildung.

Beweis. Wir schreiben M = ();;) sowie x = (z;) und y = (y;). Dann ist der i-te
Eintrag von Abb(M)(u-x) = M - (p - x) gegeben durch

J

Dies entspricht dem p-fachen des i-ten Eintrags von Abb(M)(z) = M - x. Weiter
hat Abb(M)(z 4+ y) = M - (x + y) den i-ten Eintrag

DN (ai ) =D Ngai+ Ay =D A+ N -y,

j=1 j=1 j=1 i=1
was auch der i-te Eintrag von Abb(M)(x) +Abb(M)(y) = M -z + M -y ist. Bei der
letzten Rechnung haben wir einen Spezialfall des verallgemeinerten Kommutativ-
gesetzes verwendet, in dem eine der Summen nur zwei Summanden hat. (Il

n
)\ij~u~xj:u-2)\ij-a:j.
1 j=1

Das folgende Ergebnis driickt auf mathematisch prézise Weise aus, dass Ma-
trizen und lineare Abbildungen zwei Seiten derselben Medaille sind. Wir rufen in
Erinnerung, dass Hom(V, W) die Menge der linearen Abbildungen zwischen zwei
K-Vektorrdumen V und W bezeichnet.

Theorem 1.3.16. Fiir jeden Korper K ist die Funktion
Abb: K™" — Hom(K", K™)
eine Bijektionﬁ

24Man beachte, wie m und n hier ,vertauscht’ werden, was auf die Schreibkonventionen fiir Ma-
trizen zuriickzufiithren ist.
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Beweis. Wie im Absatz vor Definition gesehen, kénnen wir eine Funktion
Mat : Hom(K™, K™) — K™*"

definieren durch

2.
m 17
Mat(p) = (A\)1<icmi<j<n  fir (e)) =Y A5 -e;=|
=1 )\LP .
mj

Mit Blick auf Lemma zeigen wir, dass die Funktionen Abb und Mat zueinander
invers sind. Um zu zeigen, dass Mat o Abb die Identitét ist, betrachten wir eine
beliebige Matrix M = (\;;) € K™*" und rechnen
)\1]‘
Abb(M)(e;) = M -e; = |
Amj
Aufgrund der Definition von Mat liefert das in der Tat

Um zu zeigen, dass auch AbboMat die Identitdt ist, betrachten wir eine belie-
bige lineare Abbildung ¢ : K™ — K™. Wir miissen zeigen, dass diese mit der
Abbildung Abb(Mat(y)) iibereinstimmt. Da letztere linear ist, brauchen wir nach
Korollar [[.3:9 nur die Werte auf den Einheitsvektoren zu betrachten. Hier gilt

AL
J
Abb(Mat(p))(e;) = Mat(p) - €5 = (Af) -e; = | 1 | =(e)),
AP
mj
wie gewiinscht. O

Zum Abschluss dieses Unterkapitels wollen wir die Verkniipfung linearer Abbil-
dungen noch zu einer geeigneten Matrixmultiplikation in Beziehung setzen. Das
folgende Ergebnis sei zur Ubung iiberlassen.

Lemma 1.3.17. Fir lineare Abbildungen ¢ : U — V und ¢ : V. — W zwischen
Vektorrdumen tiber einem gemeinsamen Korper ist auch ¥ o @ : U — W linear.

Da lineare Abbildungen und Matrizen geméfl Theorem[1.3.16in Bijektion stehen,
ist die folgende Definition also zuléssig.

Definition 1.3.18. Fiir Matrizen M € K'*™ und N € K™*" {iber einem Korper K
definieren wir M - N € K" durch die Setzung

Abb(M - N) = Abb(M) o Abb(N).

Aus dem folgenden Ergebnis geht unter anderem hervor, dass die vorige Definiti-
on eine Verallgemeinerung der Multiplikation von Matrix und Vektor darstellt, wie
sie in Definition eingefiihrt wurde (wenn wir die Vektoren aus K™ mit den
n x 1-Matrizen identifizieren — woraus auch noch einmal ersichtlich wird, weswegen
wir die Elemente des K™ nun als Spaltenvektoren schreiben). Deswegen ist es auch
harmlos, die Verkniipfung mit demselben Symbol zu bezeichnen.



16 ANTON FREUND

Proposition 1.3.19. Fir M = (p;j)1<i<ii<j<m wnd N = (Vij)1<i<m,1<j<n 5t

m
M - N = (M\ig)i<i<ii<k<n ™Mt X = Zuij Vjke
j=1
Beweis. Wir schreiben temporidr M « N := (\;x) mit \;z wie in der Proposition.

Fiir jedes k= 1,...n gilt

Uik
Abb(M - N)(ex) = Abb(M) 0 Abb(N)(ex) = M - (N -e) = M - |
Umk
Doy g Vjk A1k
= =| ! | =(Mx%N)-e,=Abb(M x N)(ey).
> iy b Vi Alk

Mit Korollar folgt Abb(M - N) = Abb(M « N) und also M- N =M« N. O

Ein Spezialfall in suggestiver Notation ist sicher erneut hilfreich:
Beispiel 1.3.20. Es gilt

ar az\ (1 Y1 21\ _ (@1Z1+ a2 a1 +a2y2 a1z + a2z
b1 b2 T2 Y2 22 bizy +bexa  biyr +bay2  b1z1 +bozo )

Es ist natiirlich genauso moglich (und wohl sogar weitaus iiblicher), das Ergeb-
nis von Proposition [1.3.19] zur Definition zu machen und daraus die Gleichung in
unserer Definition [[.3.18 abzuleiten — wobei man zur Motivation wohl dennoch mit
der Verkniipfung von Abbildungen beginnen und unseren Beweis von Propositi-
on [[:3.19] quasi als informelle Voriiberlegung vorausschicken wiirde. In jedem Fall
hat die abstraktere Charakterisierung aus Definition den Vorteil, dass wir
das folgende Ergebnis ohne mithsame Rechnungen mit Koeffizienten erhalten.

Korollar 1.3.21. Die Multiplikation von Matrizen ist assoziativ@

Beweis. Fiir beliebige Matrizen L, M, N mit geeigneter Zeilen- und Spaltenzahl
gibt Lemma [T.1.7] uns

Abb (L - (M - N)) = Abb(L) o Abb(M - N) = Abb(L) o ( Abb(M) o Abb(N))
= (ADbb(L) o Abb(M)) o Abb(N) = Abb ((L - M) - N).
Wegen der Injektivitédt von Abb folgt L- (M - N)=(L-M)-N. O
Man kann sehen, dass die Menge K™*™ von Matrizen zum Vektorraum K™™ in
Bijektion steht (,Zeilen nebeneinander schreiben‘). Damit erbt auch die Menge der

linearen Abbildungen eine Vektorraumstruktur, welche wir allerdings erst spéter
thematisieren werden.

25GemiB der Bemerkung nach Definition |1.3.18| erhidlt man als Spezialfall auch die Gleichung
M- (N-z)= (M- N) -z fiir einen Vektor z.
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1.4. Der Hamming-Code. Am Ende von Unterkapitel[I.Ihatten wir uns das Ziel
gesetzt, eine fehlerkorrigierende Kodierung ¢ : B* — B7 zu finden. In Anbetracht
der Propositionen [1.1.10] und [1.3.4] scheint es einen Versuch wert, diese linear zu
wiéhlen. Da lineare Abbildungen zu Matrizen korrespondieren, hiatten wir dann

c(z) = H -z fiir eine Matrix H € B™*%.
Aus den beiden eben zitierten Propositionen haben wir das entscheidende Kriterium
d(0,H -x) >3 fiir alle z # 0.
Es ist hierfiir nicht unmittelbar zwingend aber doch naheliegend, auf
d(0,H - z) > d(0,x)

zu zielen, weil wir dann nur noch Vektoren x # 0 mit d(0,z) < 3 bedenken miissen.
Wir versuchen es aus diesem Grund mit einer Matrix der Form

10 0 O
0 1 0 O
0 0 1 O

H=]10 0 0 1
ay a2 as ag
by by b3 by
C1 Co C3 Cq

weil wir dann niamlich

1o
Z2
T 2
3
T
H - 2 = Ty
I3 2
Ty 2
?

erhalten. Ein weiterer wichtiger Grund fiir diesen Ansatz ist, dass wir so z leicht
aus H - x zuriickgewinnen kénnen. Nun rechnen wir

0 0
0 0
0 0
H-e;=e;+|0 und H-(e;+e;) =€ +ej+ 0
a; a; + a;
b; b; + b,
C; Ci-f—Cj

Die erste Gleichung macht es notig, dass in jeder Spalte von H zumindest zwei
weitere Einser vorkommen. Aus der zweiten Gleichung ergibt sich, dass fiir beliebi-
ge 1 # j zumindest eine der Summen a; + a; und b; + b; sowie ¢; + ¢; den Wert 1
annehmen muss. Im Korper mit zwei Elementen lauft das darauf hinaus, dass zu-
mindest eine der Ungleichungen a; # a; und b; # b; sowie ¢; # ¢; zu erfiillen ist
— sprich, dass die Spalten (a;, b;,c;)T paarweise verschieden sein miissen. Bis auf
Vertauschung dieser (Teil-)Spalten ergibt sich als einzige Moglichkeit:
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Definition 1.4.1. Die Hamming-Matrix ist gegeben durch

1 0 0 O
01 00
0 010
H=10 0 0 1
1110
1 1 01
1 011

Die Abbildung Abb(H) : B* — B” nennen wir Hamming-Kodierung.
Aus unseren vorigen Uberlegungen ergibt sich das folgende Ergebnis.
Proposition 1.4.2. Die Hamming-Kodierung korrigiert einen Fehler.

Wir wollen zum Abschluss noch iiberlegen, wie aus einer ggf. leicht fehlerhaft
iibertragenen Nachricht y mit d(H -z, y) < 1 die intendierte Nachricht x rekonstru-
iert werden kann. Hierzu fithren wir den folgenden Begriff ein.

Definition 1.4.3. Eine lineare Korrektuﬂ fiir eine Kodierung ¢ : B™ — B™ ist
eine lineare Abbildung &: B" — B* mit k € N, die folgende Eigenschaften hat:
(i) Es gilt ¢oc(x) =0 fiir alle x € B™.
(ii) Die Bilder ¢(e;) der Einheitsvektoren ey, ..., e, sind alle ungleich Null und
auflerdem paarweise verschieden.

Die Linearitdt der Korrektur ist insbesondere fiir das Folgende wichtig.

Proposition 1.4.4. Fiir ¢ : B™ — B™ mit linearer Korrektur é : B* — BF gilt:
Hat man d(c(z),y) <1, so ist ¢(y) € {0} U{é(e;) :i=1,...,n} und

{y wenn ¢(y) =0
c

c(x) =
(=) y+e wenn é(y) =

Beweis. Ist d(c(x),y) <1, so haben wir y = ¢(z) 4+ b - ¢; fiir geeignete b € B und j
(wegen 1+ 1 =0 in B). Mit der Linearitét von ¢ folgt

éy) = cocla) +b-ile;) = b-élc).

Hierbei gilt die zweite Gleichheit wegen Punkt (i) aus der vorigen Definition. Hat
man nun é(y) = 0, so liefert Punkt (ii) aus der Definition b = 0 und also ¢(z) = y.
Gilt hingegen ¢&(y) = ¢é(e;) # 0 fiir beliebiges 4, so ergibt sich b = 1 und damit
auch é(y) = é(e;). Hieraus folgt ¢ = j und also c(z) = c(z) +e;+e; =y +e. O

Wie wir oben gesehen haben, besteht  im Fall der Hamming-Kodierung aus den
ersten vier Eintréigen von c(x), kann also leicht aus letzterem berechnet werden.
Wegen der vorigen Proposition kann man aus einer linearen Korrektur hier also
leicht eine Dekodierung im Sinn von Definition [T.1.2] bestimmen.

Die Motivation fiir die folgende Definition wird im Beweis von Proposition |1.4.6
klar werden.

26Djeser Begriff von Korrektur ist in der Literatur nicht unbedingt standard aber aufgrund
der folgenden Ergebnisse gerechtfertigt. Es besteht eine enge Verbindung zur sogenannten Pa-
ritédtspriifung (,Parity checks).
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Definition 1.4.5. Die Korrekturmatrix fiir die Hamming-Kodierung ist gegeben
durch

111 01
H=1|11 0 10
1 01 10

O = O

0
0
1

Wir merken an, dass drei die optimale Zeilenzahl ist, da der Zielraum B? dann sie-
ben von Null verschiedene Vektoren enthélt, was angesichts von Definition m(u)
gerade ausreicht.

Proposition 1.4.6. Die Abbildung Abb(H) : BT — B3 ist eine lineare Korrektur
fiir die Hamming-Kodierung.

Beweis. Die Matrizen H und H sind von der Form

1 00 0
0100
1 00 001 0
H= M [0 1 0 und H=| 0 0 0 1
0 0 1
M

mit gemeinsamer Matrix ME| Fir M = (\;;) schreiben wir M -2 = (A;; + Aij).
Man sieht dann

HoH=M-2=0,
wobei die letzte Gleichung auf 1+1 = 0 in B zuriickzufiihren ist. Hierbei bezeichnet 0
die Matrix, in der alle Eintrige gleich Null sind (hier mit drei Zeilen und vier
Spalten). Auf Ebene der linearen Abbildungen gilt also

Abb(H) o Abb(H)(z) = Abb(H - H)(z) =H-H -2 = 0.

Das bedeutet, dass die Abbildung Abb(f[ ) in Bezug auf die Hamming-Kodierung
Bedingung (i) aus Definition erfiillt. Bedingung (ii) ist erfiillt, weil Abb(H)(e;)
die i-te Spalte von H ist, wobei die Spalten ungleich Null und auferdem paarweise
verschieden sind. O

Es ist nun an der Zeit, die Kodierung und Dekodierung konkret auszuprobieren:

Beispiel 1.4.7. Die folgenden Schritte kann man am Besten im Austausch mit
einer anderen Person nachvollziehen:

(1) Suchen Sie sich eine Folge von vier Bits aus und notieren Sie diese als
Spaltenvektor

2"Die quadratischen Matrizen mit Einsern auf der Diagonale und Nullern abseits davon heiflen
Einheitsmatrizen. Sie werden spéater noch einmal Thema sein. Man kann sich aber bereits jetzt
iiberzeugen, dass sie als neutrales Element der Multiplikation fungieren und also der Identitéts-
abbildung entsprechen. Auch die Addition von Matrizen werden wir spéter allgemein betrachten.
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(2)

3)

(®)
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Berechnen Sie mittels der Hamming-Kodierung die siebenstellige Folge
c(z) = Abb(H)(z)=H -z =

Wihlen Sie eine siebenstellige Folge y von Bits, die sich an héchstens einer
Stelle von ¢(x) unterscheidet. Notieren Sie diese als Spaltenvektor

y:

Lassen Sie sich von einer anderen Person die Folge nennen, welche diese
Person in Schritt (3) gewiihlt hat. Notieren Sie diese als

/

y:

Verwenden Sie die oben besprochene Korrektur & := Abb(H) und berechnen
Sie

Sei 2/ die (ihnen noch unbekannte) Folge, welche sich die andere Person
in Schritt (1) ausgesucht hat. Geméfi Proposition ist ¢(2') = ¢ im
Fall von é(y') = 0 sowie c¢(z') = y' + ¢; falls é(y’) mit der i-ten Spalte
von H iibereinstimmt (siehe dazu auch den letzten Satz im Beweis von
Proposition . Bestimmen Sie so

c(x') =

Im Abschnitt vor Definition haben wir gesehen, dass 2’ aus den ersten
vier Eintrégen von ¢(z') = H - 2’ besteht. Notieren Sie

Fragen Sie jeweils die andere Person, ob Sie die von dieser gewihlte Nach-
richt korrekt wiedergewonnen haben.

Zum Abschluss dieses Kapitels weisen wir auf eine Verallgemeinerung hin:

Bemerkung 1.4.8. Die Hamming-Kodierung funktioniert nicht nur mit ,Code-
wortern‘ der Lénge 7 = 23 —1 sondern analog auch mit Codewortern der Lange 2% —1
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fiir beliebiges k > 2, wobei die Menge der kodierten Nachrichten fiir jedes k so grofl
wie moglich ist

28Giche hierzu Matousek: Thirty-three Miniatures (vgl. Fuinote .
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2. KLASSIFIKATION VON VEKTORRAUMEN

In diesem Kapitel werden wir sehen, dass die Vektorrdume iiber einem gegebenen
Korper im Wesentlicheﬂ durch ihre sogenannte Dimension bestimmt sind. Das
bedeutet insbesondere, dass die K™ aus dem vorigen Kapitel im Wesentlichen die
einzigen Vektorrdume von endlicher Dimension sind. Hieraus wird auch ersichtlich,
dass alle linearen Abbildungen zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen durch
Matrizen darstellbar sind.

2.1. Erzeugendensysteme, lineare Unabhiingigkeit und Basen. In diesem
Unterkapitel untersuchen wir, wie sich Vektoren als Linearkombinationen Z?:l Aiv;
von festgelegten v; schreiben lassen. Unser Ziel ist gewissermaflen eine Verallgemei-
nerung von Lemma auf beliebige Vektorrdume. In einem gewissen Sinn wird
dies auch eine verallgemeinerte Matrixdarstellung liefern.

Definition 2.1.1. Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Der Spanrﬂ einer
Menge M C V ist gegeben durch

n
Span(M) := {ZAivi :neNund \i,...,\, € Kund vy,...,v, € M}
i=1
Gilt Span(M) =V, so nennt man M ein Erzeugendensystem.

Man beachte, dass 0 € Span(M) selbst fiir M = § gilt (mit n = 0).
Beispiel 2.1.2. Im R3 ist

1 0 T
Span(ey, ea) = Span 0,1 = y| :zyeR
0 0 0

die sogenannte ;vy-EbeneE Insbesondere ist die Menge {e1, es} kein Erzeugenden-
system aber die Menge {ej, e2, e3} schon. Allgemein bilden Vektoren im R? genau
dann ein Erzeugendensystem, wenn sie nicht in einer gemeinsamen Ebene durch
den Ursprung liegen.

Die folgende Eigenschaft wird spéater wichtig werden.
Lemma 2.1.3. Die Abbildung M — Span(M) ist ein Hiillenoperator, d.h. es gilt
M C Span(N) < Span(M) C Span(N).

Beweis. Die Richtung von rechts nach links ist dquivalent zu M C Span(M ), wovon
man sich iiberzeugen moge. Fiir die andere Richtung betrachten wir ein beliebiges
Element

v= Z)\Z— -v; € Span(M)
i=1

29Das hat hier die préizise Bedeutung ,bis auf Isomorphie‘, wobei wir den Begriff des Isomorphismus
erst spater kliren werden.

30Man spricht auch von der linearen Hiille oder dem Erzeugnis.

31Fiir endliches M = {u1,...,um} schreibt man oft Span(u, ..., um) statt Span(M), lisst also
die Mengenklammern weg.
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mit v; € M. Gilt M C Span(N), so kénnen wir jeweils

m(i)
Vi = Z Hij - Wij
j=1

mit w;; € N schreiben. Die rechte Seite ergibt sich wegen

n m(i)

v = Z Z )\i,uij S Wi € Span(N),

i=1 j=1
wobei man die Doppelsumme als eine einzelne Summe mit m(1) + ...+ m(n) Sum-
manden auffasst. O

Wegen M C Span(M) ist V selbst ein Erzeugendensystem. Wir sind an moglichst
kleinen Erzeugendensystemen interessiert, was sich durch den folgenden Begriff
prézisieren ldsst.

Definition 2.1.4. Eine Teilmenge M eines K-Vektorraums V heift linear abhéngig,
wenn es Aq,..., A\, € K und paarweise verschiedene v1,...,v, € M mit

i )\ivi =0
=1

gibt, wobei \; # 0 fiir mindestens ein i € {1,...,n} gilt (insbesondere also n > 0).
Ansonsten heifit M linear unabhéngig.

Man beachte, dass () linear unabhéngig und {0} linear abhingig ist. Wiirde man
nicht auf paarweise verschiedenen Vektoren bestehen, so wire jede Menge M # ()
linear abhiingig, denn fiir beliebiges v € M ist 1-v + (—1) - v =0 trotz 1 # 0.

Beispiel 2.1.5. Im R? sind {ej,es} und {ey, e2,e3} linear unabhingig, denn

x
rz-eg+y-ea+z-es=\|y| =0
z
gilt nur fiir x =y = z = 0. Hingegen ist
1 2
2-(0)+(-1)-|0] =0,
0 0

sodass e; und 2 - e; linear abhingig sind. Allgemein sind zwei (bzw. drei) Vekto-
ren im R3 genau dann linear abhiingig, wenn sie in einer gemeinsamen Geraden
(bzw. Ebene) durch den Ursprung liegen.

Aus den Definitionen ist unmittelbar ersichtlich, dass M genau dann ein Erzeu-
gendensystem ist, wenn sich jeder Vektor auf mindestens eine Weise als Linearkom-
bination von Vektoren aus M schreiben ldsst. Im Fall einer linear unabhéngigen
Menge kann man ihn auf hochstens eine Weise so schreiben:

Lemma 2.1.6. Eine Menge M C V ist genau dann linear unabhdngig, wenn fir
paarweise verschiedene vy, ...,v, € M stets gilt: Hat man

n n
E Aiv; = E HiVs,
i1 i=1

so st N\ = p; fir allei=1,... n.
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Beweis. Die gegebene Gleichung ist dquivalent zu

n

Z(/\i — i) - v; = 0.

i=1
Ist M linear unabhéngig, so folgt A\; — p; = 0 und somit \; = p; fiir alle 4. Ist
hingegen M linear abhéingig, so findet man v; mit

n n
Z)\i'UiZOZZO'Ui,
i=1 i=1
wobei \; # 0 fiir ein ¢ gilt. Wahlt man p; = ... = p,, = 0, so widerspricht dies der

Folgerung des Lemmas. O

Wir merken an, dass man das Lemma auch anwenden kann, wenn auf beiden
Seiten einer Gleichung verschiedene Vektoren aus M stehen. Gilt etwa

)\1'1}1+)\2~’U2:/\/2~’U2+)\3"03

flir paarweise verschiedene v, vs,v3 aus einer linear unabhéngigen Menge M, so
erginzt man zu

/\1'U1+/\2'U2+0"03:0'U1+)\/2'U2+/\3-U3,
um mit dem Lemma auf Ay = 0 = A3 und A2 = A} zu schlieflen.

Definition 2.1.7. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge M C V heifit Basis,
wenn M sowohl ein Erzeugendensystem als auch linear unabhéngig ist.

Aus dem letzten Lemma und der Bemerkung davor erhilt man:

Korollar 2.1.8. Ist B CV eine Basis, so ldsst sich jedes v € V als

n
v = E )\2?)1
i=1

mit paarweise verschiedenen v; € B und eindeutig bestimmten \; schreiben.

Analog zur Bemerkung nach dem Lemma ist dabei impliziert, dass fiir A; # 0
auch die v; bis auf ihre Reihenfolge eindeutig bestimmt sind.

Beispiel 2.1.9. Im R? ist {ej,es,e3} eine Basis, die sogenannte Standardbasis.
Auch die Menge

1\ /1\ /o
1f,{o],[1]}CR?
o/ \1/ \u

ist ein Beispiel fiir eine Basis, wie man priifen moge.
Zur Konstruktion einer Basis ist die folgende Charakterisierung hilfreich.

Proposition 2.1.10. Fir einen K-Vektorraum V und M CV sind dquivalent:
(i) M ist eine Basis,
(ii) M ist ein minimales Erzeugendensystemﬂ
(ii3) M ist maximal linear unabhdngigﬁ

32Minimalitéit bedeutet hier, dass keine echte Teilmenge M’ C M noch Erzeugendensystem ist.
33Kine echte Obermenge M’ 2 M ist also stets linear abhéngig.
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Beweis. Wir nehmen zunéchst (i) an und miissen die Minimalitét bzw. Maximalitét
in (ii) und (iii) beweisen. Wére M’ C M im Widerspruch zu (ii) ein Erzeugenden-
system, so kénnte man v € M\ M’ schreiben als

n
v = E )\17)1
i=1

mit paarweise verschiedenen vy, ...,v, € M’. Insbesondere sind die v; von v ver-
schieden. Wegen Lemma[2.1.6] kann also M nicht linear unabhéingig und somit keine
Basis sein. Dieser Widerspruch zu (i) etabliert (ii). Da M gemé$ (i) selbst ein Er-
zeugendensystem ist, folgt genauso, dass M” 2 M nicht linear unabhiingig sein
kann. Dies liefert (iii).
Wir nehmen nun (ii) an und zeigen fiir (i), dass M linear unabhéngig ist. Wire
dies nicht so, dann hitte man
n
Z Ai'l}i =0
i=1

fiir paarweise verschiedene v; € M, wobei man nach Umordnen der Summanden
von A, # 0 ausgehen kann. Es ergibt sich

n—1 s

Uy, = —)\—7’ -v; € Span(M\{v,})

i=1 "
und also M C Span(M\{v,}). Mit Lemma folgt Span(M) = Span(M\{v,}),
im Widerspruch zu (ii).

SchlieBlich nehmen wir (iii) an und zeigen fiir (i), dass M ein Erzeugendensystem

ist. Hitte man v ¢ Span(M) und also v ¢ M, so wire M U {v} nach (iii) linear
abhéngig. Dies liefert

n
Ant1 'U+Z)\i'vi =0
i=1
mit paarweise verschiedenen vy, ...,v, € M und \; # 0 fiir ein ¢ € {1,...,n + 1}.
Dabei kann nicht A1 = 0 gelten, weil sonst schon M linear abhéngig wére. Wir
erhalten also

anders als angenommen. [

Hat man in einem Vektorraum ein endliches Erzeugendensystem zur Verfiigung,
so sieht man unmittelbar, dass es ein minimales Erzeugendensystem und also eine
Basis gibt. Im néchsten Unterkapitel werden wir ein technisches Hilfsmittel be-
weisen, mit dem wir im unendlichen Fall ganz #hnlich schlielen kénnen. Zuvor
untersuchen wir, wie sich lineare Abbildungen mit Hilfe von Basen charakterisieren
lassen. Die folgende Konstruktion ist wohldefiniert wegen Korollar

Definition 2.1.11. Betrachte K-Vektorraume V und W sowie eine Basis B C V.
Fiir eine Funktion f : B — W definieren wir dann Abb(f) : V — W durch

Abb(f)(v) =Y Aif(v;) fiir v =) Aiv; mit \; € K und v; € B.
=1

i=1
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Hat man V = K™ und W = K™ und ist B die Standardbasis, so stimmt Abb(f)
mit der Abbildung Abb(M) aus Definition [1.3.14] iiberein, wenn M die Matrix mit
i-ter Spalte f(e;) ist. Dies folgt mit Korollar aus

Abb(f)(e;) = fle;) = M - e; = Abb(M)(e;).

In diesem Sinn handelt es sich um eine Verallgemeinerung der vorigen Schreibweise
(weswegen wir auch dieselbe Notation verwenden). Hat man im allgemeinen Fall
noch eine Basis C C W gegeben, so kann man die Werte f(v) mit v € B wieder als
endliche Linearkombinationen von Vektoren aus C' schreiben. Man kénnte Abb(f)
also durch eine ggf. unendliche Matrix darstellen, wobei in jeder Spalte nur endlich
viele Eintrige von Null verschieden wiren. Diesen Standpunkt werden wir nicht wei-
terverfolgen. Niitzen wird uns hingegen die folgende Verallgemeinerung von Theo-
rem die genauso bewiesen wird wie im endlichen Fall.

Proposition 2.1.12. Fiir eine fest gewdhite Basis B C V ist f — Abb(f) eine
Bijektion zwischen den Funktionen B — W und den linearen Abbildungen V.— W.

Das folgende Ergebnis stellt eine Verbindung mit den Begriffen aus dem vorlie-
genden Unterkapitel her.

Proposition 2.1.13. Betrachte f : B — W wie oben. Die Abbildung Abb(f) ist
(a) injektiv genau dann, wenn f injektiv und img(f) linear unabhdingig istﬂ
(b) surjektiv genau dann, wenn img(f) ein Erzeugendensystem von W ist,
(c¢) bijektiv genau dann, wenn f injektiv und img(f) eine Basis von W ist.

Beweis. Wir iiberlassen (b) zur Ubung und bemerken, dass (c) sich unmittelbar
aus (a) und (b) ergibt. Im Folgenden beweisen wir Teil (a).

Um die Injektivitit von Abb(f) nachzuweisen, zeigen wir, dass Abb(f)(v) = 0
nur fiir v = 0 gelten kannlﬂ Wir schreiben dazu v = E?:l A\;v; mit paarweise
verschiedenen Vektoren v; € B. Angenommen, wir haben

Abb(f)(v) = Z Aif(vi) = 0.
i=1
Ist f injektiv, so sind auch die Vektoren f(v;) € img(f) paarweise verschieden.
Wenn also img( f) linear unabhéingig ist, muss A\; = ... = A, = 0 gelten, was in der
Tat v = 0 ergibt. Fiir die Injektivitit nehmen wir Abb(f)(v) = Abb(f)(w) an. Mit
der Linearitét folgt Abb(f)(v—w) = 0. Wie eben gesehen ergibt das v —w = 0 und
also v = w, wie gewiinscht.

Ist umgekehrt Abb(f) injektiv, so ist es auch f, da Abb(f)(v) = f(v) fir alle

v € B gilt. Fiir die lineare Unabhéngigkeit betrachten wir eine Gleichung
n
Z Aif(vi) =0
i=1

mit paarweise verschiedenen Vektoren f(v;) € img(f). Man hat dann also

Abb(f)(v) =0 firv= Zn:)\ivi.
i=1

34Mit img(g) = {g(x) : # € M} wird das Bild einer Funktion g : M — N bezeignet.
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Ist Abb(f) injektiv, so folgt daraus v = 0. Da die v; paarweise verschieden sind und
aus der Basis B stammen, muss A\; = ... = A, = 0 gelten. (]

Man kann das vorige Ergebnis in die Sprache der Matrizen iibersetzen, was fiir
Anwendungen besonders wichtig ist:

Bemerkung 2.1.14. Mit den Uberlegungen, die wir nach Definition [2.1.11| ange-
stellt haben, folgt: Fiir eine Matrix M € K™*™ ist die durch Abb(M)(z) = M - x
gegebene Abbildung Abb(M) : K™ — K™ genau dann

(a) injektiv, wenn die Spalten von M paarweise verschieden sowie linear un-
abhéngig sind,

(b) surjektiv, wenn die Spalten von M ein Erzeugendensystem von K™ bilden,

(c) bijektiv, wenn die Spalten von M paarweise verschieden sind und eine Basis
von K™ bilden.

Zum Abschluss dieses Kapitels widmen wir uns kurz den Umkehrabbildungen
von linearen Abbildungen.

Lemma 2.1.15. Ist eine lineare Abbildung ® : V. — W bijektiv, so ist auch ihre
Umbkehrabbildung ®~1 : W — V linear.

Beweis. Fiir gegebenes w € W schreiben wir w = ®(v). Wir rechnen dann
O w) = 21 (A®(v)) = 2P (M) = v = A& L (w).
Die Vertriglichkeit mit der Addition iiberlassen wir als Ubung. O
In Anbetracht des Lemmas fithren wir die folgende Terminologie einﬁ

Definition 2.1.16. Eine lineare Abbildung ® : V' — W heifit Isomorphismus, wenn
sie bijektiv ist. Gibt es einen solchen Isomorphismus, so schreiben wir V & W.

2.2. Zornsches Lemma und Kardinalitit. In diesem Unterkapitel beweisen wir
ein technisches Resultat, mit dem wir Basen in beliebigen Vektorrdumen erhalten
werden. Wir untersuchen auch, wie unendliche Mengen anhand ihrer Kardinalitét
— also gewissermaflen der Anzahl ihrer Elemente — verglichen werden kénnenm

Definition 2.2.1. Sei Z eine Menge, deren Elemente selbst wieder Mengen sind.
Wir nennen £ C Z eine Kette, wenn man fiir M, N € L stets M C N oder N C M
hat. Man sagt, Z ist induktiv, wenn fiir eine Kette £L C Z stets | JL € Z gilt@

35Wie der Rest des Beweises zeigt, ist dies allgemein ausreichend, um die Injektivitit einer linearen
Abbildung nachzuweisen (vgl. Korollar .

36Wenn in einem Kontext der Begriff des Morphismus erklirt ist, so ist ein Isomorphismus definiert
als ein Morphismus mit einer Umkehrabbildung, die wieder ein Morphismus ist. Das Lemma zeigt,
dass diese Bedingung in unserem Fall mit der Bijektivitit zusammenfillt. Das ist aber nicht immer
der Fall: Fiir manche Fragen der Analysis méchte man nur stetige Funktionen als Morphismen
zulassen. Betrachte nun etwa die Funktion f : [0,1) U [2,3] — [0,2] mit f(z) = z fiir z € [0,1)
und f(z) = « — 1 fiir € [2, 3]. Diese ist stetig und bijektiv, aber ihre Umkehrfunktion ist nicht
stetig. In so einer Situation wiirde man f nicht als Isomorphismus bezeichnen. In einem gewissen
Sinn teilen isomorphe Objekte alle wesentlichen Eigenschaften. Gleichzeitig werden wir sehen
(z.B. beim Thema Basiswechsel), dass Isomorphismen einen nicht-trivialen Effekt haben kénnen.
3TEin anderes Wort fiir Kardinalitét ist Miéchtigkeit.

3815t ) eine Menge von Mengen, so bezeichnet |JY = UMey M die Menge der Elemente, die in
mindestens einer Menge M € ) enthalten sind. Insbesondere gilt | JY = M U N fiir Y = {M, N}.
Analog besteht Y = mMey M aus den Elementen, die in allen Mengen M € ) liegen. Das
Adjektiv ,induktiv‘ ist mit einiger Vorsicht zu verwenden, um Verwechslungen z.B. mit der —
letztlich verwandten aber doch klar zu unterscheidenden — Induktion iiber N zu vermeiden.
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Man beachte, dass fiir jedes induktive Z wegen § C Z auch § = |J0 € Z und
also insbesondere Z # () gilt. Das folgende Resultat liefert eine wichtige Veran-
schaulichung und Motivation.

Lemma 2.2.2. Die Menge aller linear unabhdngigen Teilmengen eines Vektor-
raums st induktiv.

Beweis. Betrachte eine Kette £ aus linear unabhéngigen Teilmengen. Wir argu-
mentieren per Widerspruch und nehmen dazu an, dass |J £ linear abhingig ist.
Man hat dann also .

Z Aﬂ)i =0

i=1

fiir paarweise verschiedene vy, ..., v, € |J £, wobei mindestens ein \; ungleich Null
ist. Wir zeigen durch Induktion iiber ¢, dass die Vektoren wvy,...,v; in einer ge-
meinsamen Menge M; € L liegen. Fiir ¢ = n erhilt man einen Widerspruch zur
Annahme, dass £ aus linear unabhéngigen Mengen besteht. Im Induktionsschritt
hat man vy, ...,v; € M; € L sowie auflerdem v;11 € N fiir eine Menge N € L (we-
gen der Definition von | J £). Da L eine Kette ist, erhiilt man M; C N oder N C M.
Man kann also M;11 := N beziehungsweise M, := M; setzen. O

Folgendes Prinzip wird in verschiedenen mathematischen Gebieten angewendet.

Theorem 2.2.3 (Zornsches Lemmﬂ. Ist eine Menge Z induktiv, so hat sie ein
mazimales Element, d.h. es gibt ein M € Z mit N ¢ Z fiir alle N D M.

Beweis. Wir beweisen das Ergebnis zunéchst unter der zusétzlichen Annahme, dass
aus M C N € Z stets M € Z folgt. Fiir M € Z sei

M:{erZ:MU{x}eZ}.

Man hat stets M C M. Fiir jede Menge M € Z mit M # M wihlen wir ein
Element f(M) € M\M@ Wir setzen nun

M wenn M = M,
9(M) = MU{f(M)} sonst.

Unser Ziel ist, ein M € Z mit g(M) = M zu finden. Ein solches M ist ndmlich
maximal: Hétte man M C N € Z, so kénnte man ein x € N\M betrachten. Mit
der Zusatzannahme vom Beginn dieses Beweises wiirde dann M U {z} € Z und
also M # M folgen.

Unter einem Gerﬁsﬂ verstehen wir eine Menge G C Z, sodass gilt:

(I) man hat 0 € G,
(IT) aus M € G folgt stets g(M) € G,
(III) fiir jede Kette £ C G gilt [JL € G.
Sei nun
Go := ﬂ{g : G ist ein Geriist}
die Menge aller M € Z, welche in allen Geriisten enthalten sind. Der Schnitt ist
dabei nicht leer, weil Z selbst ein Geriist ist (wegen g(M) € Z und der Induktivitét).

39Ergebnisse dieser Art haben neben Max Zorn auch Felix Hausdorff und Kazimierz Kuratowski
gezeigt. Unser Beweis geht auf Ernst Zermelo zuriick und ist iibernommen aus Paul Halmos, Naive
Set Theory. Van Nostrand, Princeton (NJ), 1960. Tatséchlich wird dort mit ein wenig zusétzlichem
Aufwand eine noch etwas allgemeinere Version des Zornschen Lemmas bewiesen.
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Man moge sich iiberzeugen, dass dann Gy auch ein Geriist ist. Wegen der Definition
des Durchschnitts ist es das kleinste Geriist, d.h. es gilt Gy C G fiir jedes Geriist G.

Behauptung. Das Geriist Gy ist eine Kette.

Beweis der Behauptung. Wir werden zeigen, dass
C={M € Gp:firalle Ne€Gyist M C N oder N C M}

ein Geriist ist. Wegen der Minimalitdt von Gy folgt daraus C = Gy, was die Behaup-
tung liefert. Da stets ) C N gilt, haben wir zunéichst () € C, sodass Eigenschaft (I)
fir C erfiillt ist.

Mit Blick auf Eigenschaft (IIT) betrachten wir eine Kette £ C C. Fiir beliebiges
N € Gy tritt einer von zwei Féllen ein: Im ersten Fall gilt M C N fiir alle M € L,
woraus [J£ C N folgt. Im zweiten Fall gibt es ein M € L mit N C M C (JL. In
jedem Fall ist die Bedingung fiir | J L € C erfiillt.

Fiir Eigenschaft (II) fixieren wir ein M € C und bilden

Cvy={N€Gy:9g(M)CNoder NCM}.

Wir werden zeigen, dass Cjy ein Geriist ist. Damit wird Cpy = Go und dann g(M) € C
folgen: Fiir beliebiges N € Gy erhélt man némlich (M) C N oder N C M C g(M).
Ahnlich wie oben sieht man, dass C; die Eigenschaften (I) und (ITI) erfiillt. Fiir (IT)
nehmen wir N € Cjps an und miissen g(N) € Cps nachweisen. Wir unterscheiden drei
Félle: Im ersten Fall ist g(M) C N. Wir erhalten g(M) C g(N) und also g(N) € Cyy.
Im zweiten Fall ist N = M. Wir erhalten g(M) C ¢g(IN) mit Gleichheit und also
wieder g(N) € Cps. Im letzten Fall ist N C M eine echte Teilmenge. Wegen M € C
konnen wir zwei Unterfiille betrachten: Im ersten ist g(N) € M und also aber-
mals g(N) € Cps. Im verbliebenen Fall ist M C g(NN) eine echte Teilmenge. Dann
hat aber N mindestens zwei Elemente weniger als g(/V), was der Definition von g
widerspricht. Dieser letzte Fall kann also nicht eintreten. o

Aus der eben gezeigten Behauptung folgt | JGo € Gy und dann ¢g(|JGo) € Go.
Wegen der Definition der Vereinigung gilt also g(|JGo) C U Go. Fiir M = |J Gy hat
man somit g(M) = M, wie gewiinscht.

Zum Abschluss leiten wir den allgemeinen Fall ab, in dem aus M C N € Z
nicht unbedingt M € Z folgt. Sei Z die Menge aller Ketten in Z. Um zu priifen,
dass Z wiederum induktiv ist, betrachten wir eine Kette £ C Z. Fiir beliebige
Moy, M; € JL£ findet man L; € £ mit M; € L;. Da L ein Kette ist, kénnen

40Dass man all diese Elemente als Werte einer Funktion f betrachten kann garantiert das soge-
nannte Auswahlaxiom, das wir spéter genauer diskutieren.

Djeser Begriff ist nicht unbedingt standard und in der Tat eher eine temporire Hilfskonstruk-
tion. Er liefert uns einen Ersatz fiir die unendlichen Zahlen (sogenannte Ordinalzahlen) aus der
Mengenlehre. Die Eigenschaften (I) und (II) entsprechen den Tatsachen, dass wir eine erste Or-
dinalzahl Null haben und fiir jede Zahl o den Nachfolger « + 1 bilden kénnen. Eigenschaft (IIT)
besagt, dass wir auch nach einer unendlichen Kette von Zahlen (man denke an 0 <1 <2< ...)
noch weiterziihlen kénnen. Die Idee unseres Beweises ist, dass wir — beginnend mit M = § —
so lange Elemente f(M) hinzufiigen, bis es keine geeigneten Elemente mehr gibt — sodass dann
eben M maximal ist. Mit dem Hinzufiigen sind wir dabei nicht unbedingt fertig, nachdem wir
entland von N iteriert haben — weswegen wir iiber die natiirlichen Zahlen hinaus eben noch die
transfiniten Ordinalzahlen benétigen. Mag diese Erkldrung den Beweis (hoffentlich) transparenter
machen, so ist doch auch zu betonen, dass wir unabhéngig von unserer Intuition iiber unendliche
Zahlen einen formal korrekten Beweis erhalten.
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wir Lo C Ly annehmenﬁ sodass My, M € Ly gilt. Da nun L; eine Kette ist, hat
man My C M; oder My C My. Daher ist | J £ eine Kette und also ein Element von 2,
wie gewiinscht. Weiter sieht man, dass aus £ C £ € Z stets L € Z folgt, sodass
die Zusatzannahme vom Anfang des Beweises fiir Z erfiillt ist. Wir bekommen nun
ein maximales Element L von Z. Dann ist aber |J L ein maximales Element von Z.
Hiitte man némlich ein N € Z mit |JL C M, so erhielte man L C LU{M} € Z. O

Im Rest dieses Kapitels diskutieren wir Kardinalitdten, also Groflenvergleiche
zwischen Mengen.

Definition 2.2.4. Fiir Mengen M und N schreiben wir |M| < |N| bzw. |M| = |N|,
wenn es eine injektive bzw. bijektive Funktion von M nach N gibt.

Fiir endliche M hatten wir |M| bereits zuvor durch einen intuitiven Begriff von
Anzahl erklirt. Dieser Begriff 1dsst sich priizisieren, indem man | M| als die eindeuti-
ge Zahl n € N charakterisiert, welche eine Bijektion zwischen M und {0,...,n—1}
zuléisst. Analog werden in der Mengenlehre auch unendlichen Mengen M sogenannte
Kardinalzahlen |M| zugeordnet. Hingegen ist in unserer Darstellung der alleinste-
hende Ausdruck |M| fiir unendliche M nicht erkldrt. Er ist fiir uns nur als Teil
von Ausdriicken wie |M| < |N| sinnvoll. Sind M und N endlich, so haben wir nun
allerdings zwei unterschiedliche Interpretationen von Ausdriicken wie |M| < |N|.
Diese sind aber dquivalent, weil eine Injektion {0,...,m} — {0,...,n} genau fiir
m < n existiert (sogenanntes Taubenschlagprinzip). Durch das folgende Ergeb-
nis iiberzeugen wir uns insbesondere, dass die Notation aus der vorigen Definition
sinnvoll ist. Hierbei ist |M| > |N| synonym zu |N| < |M].

Theorem 2.2.5 (Satz von Schréder—Bernsteirﬁ). Aus |M| < |N| und |M| > |N]|
folgt zusammen |M| = |N|.

Beweis. Betrachte Injektionen f : M — N und g : N — M. Wir werden Men-
gen A C M und B C N konstruieren mi@

fl[A]=B und g[N\B]= M\A.
Eine Bijektion h : M — N ergibt sich — wie man priifen mége — durch
o= {10
Um die Mengen A und B zu finden, betrachten wir ® : P(M) — P(M) mit
O(X) = M\g[N\f[X]].

Wir werden zeigen, dass es einen Fixpunkt A = ®(A) gibt. Setzen wir fiir diesen
dann B := f[A], so erhalten wir

A=d(4) = M\g[N\B].

42Der Fall Ly C Lo ist nimlich komplett analog. In manchen Texten heifit es in so einem Fall,
dass Lo C L1 ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (0.B.d.A.) gilt.

43Djeses Ergebnis war von Georg Cantor formuliert worden, bevor dann verschiedene Forschende
— insbesondere Richard Dedekind, Felix Bernstein und Ernst Schréder — teils unabhéngig vonein-
ander Beweise vorgeschlagen haben.
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Indem wir auf beiden Seiten das Komplement nehmen, sehen wir M\ A = g[N\B],
wie oben gewiinscht. Um einen Fixpunkt zu finden, folgern wir aus X C Y zunéchst
fIX] € fIY] und dann N\ f[X] 2 N\ f[Y], was uns schliefllich auf

XCY = &X)CdY)
fithrt ] Man betrachte
A={XCM:®X)C X},

wobei der Schnitt wegen ®(M) C M durch eine nicht-leere Menge indiziert ist.
Fiir beliebiges X € M mit ®(X) C X gilt A C X (wegen der Definition des
Schnitts) und somit ®(A) C ®(X) C X (wegen der Monotonie von ®). Man
erhilt daher ®(A) C A (wieder mit der Definition des Schnitts). Hiermit folgt
aber auch ®(®(A4)) C ®(A) (nochmal Monotonie) und damit A C ®(A) (nochmal
Definition des Schnitts), also insgesamt A = ®(A). O

Insbesondere erhalten wir die in der folgenden Definition angefiihrte Aquivalenz.

Definition 2.2.6. Wir schreiben |M| < |N|, wenn |[M| < |N| gilt aber |M| = |N|
(oder nach Schroder-Bernstein dquivalent auch |M| > |N|) falsch ist.

Das folgende Ergebnis besagt, dass Kardinalitdten linear geordnet sind.
Proposition 2.2.7. Es gilt stets |M| < |N| oder |M| > |N]|.

Beweis. Sei Z die Menge aller Injektionen f : My — N mit My C M, wobei wir
eine solche Funktion f mit ihrem Graph

{(z, f(z)) :x € My}
identifizieren. Jede Teilmenge g C f ist dann wiederum der Graph einer Funktion
g: My — N mit M, C My und g(z) = f(x) fir alle z € M,. Man kann folgern,
dass Z induktiv ist|*®| Das Zornsche Lemma liefert also ein maximales Element f
von Z. Aus der Maximalitéit folgt, dass einer der folgenden beiden Fille eintritt:
Im ersten Fall ist My = M. Dann ist f ein Zeuge fiir |M| < |N|. Im zweiten Fall
ist f surjektiv. Dann gibt es also eine Rechtsinverse g : N — My C M. Diese ist
selbst injektiv mit Linksinverser f, bezeugt also |[N| < |M]. O

Aus der vorigen Proposition und dem Satz von Schréder-Bernstein ergibt sich,
dass fiir beliebige M und N entweder |[M| < |N| oder |M| = |N| oder |[M| > |N|
giltﬂ Die folgenden Groflenvergleiche sind besonders wichtig.

44Wir schreiben f[A] = {f(z) : ¢ € A} fiir das Bild von A C M unter f : M — N. Spéter werden
wir auch f~1[B] = {z € A : f(z) € B} fiir das Urbild von B C N schreiben. Dies ist nicht mit der
Notation fiir die Umkehrfunktion zu verwechseln, weswegen wir hier eckige statt runde Klammern
verwenden (wobei viele andere Texte fiir beide Félle runde Klammern wéhlen).

45Eine Funktion ® : P(M) — P(M) mit dieser Eigenschaft nennt man auch monotonen Operator
auf M. Der Satz von Knaster-Tarski (benannt nach Bronistaw Knaster und Alfred Tarski) besagt,
dass jeder solche Operator einen (kleinsten und gréften) Fixpunkt hat. In der Tat funktioniert
der Rest unseres Beweises fiir allgemeines . Die Anwendung auf den Satz von Schrdder-Bernstein
geht ebenfalls zuriick auf B. Knaster, Un théoréme sur les fonctions d’ensembles, Annales de la
Société Polonaise de Mathématique 6 (1928) 133-134.

461 jer moge man sich insbesondere iiberzeugen, dass die Vereinigung iiber eine Kette wieder einen
Funktionsgraphen ergibt. Die entscheidende Eigenschaft einer Funktion ist dabei, dass fiir Tupel
(z,y) und (z,y’) im Graph stets y = y’ gelten muss, dass ein und demselben Argument z also nur
ein Wert zugeordnet wird.

4TWir hatten zuvor angemerkt, dass man ,oder’ im Normalfall inklusiv zu verstehen hat, d.h. dass
auch mehrere der genannten Optionen gleichzeitig eintreten kénnen. Hier und in vielen anderen
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Definition 2.2.8. Eine Menge M ist endlich bzw. abzdhlbar unendlich bzw. iiber-
abzihlbar, wenn [ M| < |N| bzw. |M| = |N| bzw. |[M| > |N| gilt [

Das néchste Ergebnis versohnt zwei intuitive Begriffe von Endlichkeit.
Lemma 2.2.9. Ist M endlich, so gilt |M|={0,...,n— 1} fir einn € N.

Beweis. Wegen der Endlichkeit gibt es insbesondere eine Injektion f : M — N.
Definiere ¢ : img(f) - N rekursivﬁ durch

¢(m) =min{n € N : ¢(k) # n fiir alle k < m}.

Diese Funktion kann nicht surjektiv sein: Sonst wire es auch co f : M — N und
man hiitte [M| > |N|, wie im vorigen Beweis. Wir kénnen also das minimale n € N
mit n ¢ img(c) betrachtenm Per Konstruktion ist ¢ injektiv mit ¢(I) < n fiir
alle I € img(f). Dann ist also co f eine Bijektion zwischen M und {0,...,n—1}. O

Das Folgende liefert insbesondere die Existenz iiberabzihlbarer Mengen.
Proposition 2.2.10 (Cantor). Es gilt stets |M| < \P(M)Hﬂ

Beweis. Eine Injektion ¢ : M — P(M) ist durch «(z) = {z} gegeben. Fiir einen
Widerspruch nehmen wir an, dass es auch eine Injektion f : P(M) — M gibt. Man
bilde nun die Menge

D= {f(N)| N C M und f(N) ¢ N} C M.
Wir erhalten die widerspriichliche Aquivalenz
J(D)¢D & f(D)eD.

Die Richtung von links nach rechts ergibt sich hier direkt aus der Definition von D.
Fiir die andere Richtung nehmen wir f(D) € D an. Dann ist also f(D) = f(N) fiir
ein N C M mit f(N) ¢ N. Die Injektivitét liefert D = N und also f(D) ¢ D. O

Wir haben bereits gesehen, dass Kardinalitdten linear geordnet sind: Das ist ge-
rade der Inhalt von Theorem und Proposition Zum Abschluss erwihnen
wir, dass die Kardinalitdten eine Wohlordnung bilden:

Proposition 2.2.11. Es gibt keine unendliche Folge von Mengen M; mit
|M0| > |M1| > |M2‘ > ...

Texten wird der Zusatz ,entweder‘ verwendet, um eine Ausnahme von dieser Regel zu markieren,
sodass dann also genau eine der Optionen gelten soll.

48\ an verwendet ,abziahlbar® oft fiir ,endlich oder abzidhlbar unendlich®, teils aber auch synonym
zu ,abzahlbar unendlich®.

49Djes funktioniert analog zur (vollstdndigen) Induktion: Um g : N — Y mit N C N zu definieren,
braucht man nur anzugeben, wie g(n) jeweils aus den vorigen Werten g(m) mit m < n hervorgeht.
Oft hat man N = N und spezifiziert zunéchst g(0) sowie dann g(n + 1) in Abhéngigkeit von g(n).
Beispielsweise kann die Funktion g : N — N mit g(n) = k + n fiir festes k € N durch g(0) = k&
und g(n + 1) = g(n) + 1 gegeben werden. Formal kann man das Rekursionsprinzip rechtfertigen,
indem man die Existenz und Eindeutigkeit der Mengen {(m, g(m)) : m < n} per Induktion iiber n
beweist. Fiir Details (auch zur spéiter verwendeten Rekursion iiber beliebige Wohlordnungen)
verweisen wir auf Kapitel 18 in Halmos, Naive Set Theory (vgl. Fuinote .

50Dje Existent solch eines minimalen Elements ist tatsichlich adquivalent zum Induktionsprinzip:
Gibe es kein minimales Element, so wiirde aus {0,...,m — 1} C img(f) stets auch m € img(f)
folgen. Per Induktion erhielte man also m € img(f) fiir alle m € N.

51Mit P(M) bezeichnet man die Potenzmenge — also die Menge aller Teilmengen — einer Menge M.
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Beweisskizzeﬂ Mit einer etwas allgemeineren Version des Zornschen Lemmas (vgl.
Fufinote erhilt man eine Wohlordnung < auf M. Haben wir |My| > |M,,],
so erhalten wir Injektionen f, : M,, — My, deren Bilder jeweils Anfangssegmente
von < sind (dhnlich wie im Beweis von Lemma aber nun mit der transfiniten
Erweiterung des Rekursionsprinzips, vgl. Fuﬁno. Gilt sogar |My| > |M,]|, so
miissen diese von M verschieden und also von der Form

img(fn) = {z € Mo :x < yn}

fiir Elemente y, € M sein. Da < eine Wohlordnung ist, kann nicht yo > y1 > ...
gelten. Es muss also eine Zahl n € N mit y,, = y,+1 geben. Fiir diese hat man dann
img(f,) Cimg(fnt1), woraus wir |M,,| < |M,,4+1]| erhalten. O

2.3. Dimension. In diesem Unterkapitel zeigen wir, dass alle Basen desselben Vek-
torraums dieselbe Kardinalitdt haben, welche man dann als Dimension des Vektor-
raums bezeichnet. Die beiden vorigen Abschnitte zusammen liefern unmittelbar:

Korollar 2.3.1. Jeder Vektorraum hat eine Basis.

Beweis. Wegen Lemma [2:2.2] liefert das Zornsche Lemma eine maximal linear un-
abhéngige Menge, die dann nach Proposition [2.1.10] eine Basis ist. (]

Man benotigt manchmal auch das folgende allgemeinere Ergebnise. Das vorige
Korollar ist der Spezialfall mit M = () und N = V.

Proposition 2.3.2 (Austauschsatz von Steinit. Wir betrachten einen Vektor-
raum V sowie eine linear unabhdingige Menge M C V' und ein Erzeugendensys-
tem N C V. Es gibt dann ein N' C N, sodass M U N’ eine Basis von V bildet.

Beweis. Man betrachte die Menge
Z={L C N:MU L ist linear unabhéngig}.

Wie im Beweis von Lemma ist diese induktiv (wobei man fiir den Fall der
leeren Kette hier noch die lineare Unabhéngigkeit von M nutzen muss). Das Zorn-
sche Lemma liefert also ein maximales Element N’ von Z. Fiir einen Widerspruch
nehmen wir an, dass M U N’ keine Basis und hier also kein Erzeugendensystem ist.
Es gilt somit

Span(N) =V ¢ Span(M U N').

Geméif Lemma folgt N € Span(M U N'), d.h. wir finden einen Vektor v € N
mit v ¢ Span(M U N’). Wie im Beweis von Proposition schlieflen wir, dass
MUN'U{v} linear unabhéngig ist. Dann hat man also N’ C N'U{v} € Z, entgegen
der Maximalitét von N'. O

Das folgende scheinbar technische Lemma impliziert bereits, dass in endlich-
dimensionalen Vektorriumen alle Basen die gleiche Kardinalitit haben (betrachte
hierfiir zwei Basen M = A und N = B)ﬁ

52Um diese Skizze vollstdndig zu verstehen, muss ggf. weitere Literatur konsultiert werden. Der
Autor schlielt die Skizze daher vom Stoff fiir seine Priifungen zur Linearen Algebra I und II aus.
53Dieser Satz ist benannt nach Ernst Steinitz.

54Tatséchlich ist das Lemma dquivalent zu dieser Aussage. Wie wir spéter sehen werden, korre-
spondieren A und B n#mlich zu Basen des sogenannten Faktorraumes Span(M)/ Span(M\A).
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Lemma 2.3.3. Betrachte linear unabhingige Mengen M und N sowie Teilmengen
ACM und BC N mit

Span(M\A) = Span(N\B) und Span(M) = Span(N).
Ist A endlich, so gilt |A| = |B|.

Beweis. Wir argumentieren zuniichst unter der zusétzlichen Annahme, dass die
Mengen A und B disjunkt sind. Wihle dann ein maximales Ay C A, fiir das es
ein By C B mit folgenden Eigenschaften gibt:
(i) man hat [Ao| = |Bol,
(ii) die Menge (N\Bp) U Ap ist linear unabhéngig,
(iii) es gilt Span(M) = Span ((IN\Bg) U Ay).
Man beachte, dass dies von 49 = 0 = By erfiillt wird. Ein maximales Beispiel
existiert wegen der Endlichkeit von A (genau genommen per Induktion), ohne den
FEinsatz des Zornschen Lemmas. Wegen der linearen Unabhéngigkeit von M hat
man A N Span(M\A) = 0. Mit der Zusatzannahme folgt (N\By) N Ap = 0.
Wir nehmen zunichst Ag = A an. Mit Lemma sieht man

Span(M) = Span ((N\B) U 4).

Wegen (iii) und der linearen Unabhéngigkeit aus (ii) muss By = B gelten. Mit (i)
folgt also |A| = |Ag| = |Bo| = | B|, wie gewiinscht.

Fiir einen Widerspruch nehmen wir nun Ag C A an. Wihle ein v € A\ Ay. Wegen
der linearen Unabhéngigkeit von M gilt

v ¢ Span ((M\A) U Ag) = Span ((N\B) U 4y).

Mit (iii) hat man also eine Darstellung
v = Z Aiv;  mit v; € (N\Bo) U Ao,
i=1

wobei man v, € B\Bp und A, # 0 annehmen kann. Fiir die Mengen A; = AqU{v}
und By = By U {v,} erhélt man

1 n—1 )\Z
Uy = a 'U#‘é*g SV € Span((N\Bl)UAl)'

Es ergibt sich
Span ((N\Bo) U Ao) = Span ((N\Bl) U Al),

sodass Eigenschaft (iii) auch fiir Ay und B erfiillt ist. Gleiches gilt fiir (i) und (ii),
was dann aber der Maximalitéit von Ay widerspricht.

Wir leiten nun den Fall ab, in dem C' := AN B nicht leer ist. Hier betrachten wir
A’ := A\C und B’ := B\C, sodass also A'NB’ = ) gilt. Wegen M\ A" = (M\A)UC
und N\B’ = (N\B) U C haben wir Span(M\A’) = Span(M\B’). Mit dem bereits
gezeigten Fall ist also |A’| = |B’| und somit |A| = |A'|+|C| = |B'|+|C| = |B|. O

Wir leiten nun das Resultat fiir allgemeine Dimension ab.

Theorem 2.3.4. Sind A und B Basen desselben Vektorraums, so gilt |A| = |B|.
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Beweis["] Man betrachte die Menge

Z:={f: Ay - B| Ay C Aund f ist injektiv und Span(A;) = Span(f[A;])},
wobei jede Funktion f mit ihrem Graph identifiziert wird (wie im Beweis von Pro-
position [2.2.7). Um zu zeigen, dass Z induktiv ist, betrachten wir eine Kette £ C Z.
Wie im eben zitierten Beweis liefert g := | J £ eine Injektion

g: A=\ J{4r: feL}— B,

welche g(v) = f(v) fiir alle f € £ und v € Ay erfiillt. Insbesondere hat man also
jeweils g[Ay] = f[Af]. Wir rechnen

Ay € (JiSpan(4y) « f € £} = J{Span(f[4]) : f € £}

c span (({glAs]: f € £}) = Span(g[4,])

sowie auBerdem

9l4] € [ {Span(glAs]) « f € £} = [ J{Span(4y) : | € £} C Span(4y).
Mit Lemma folgt Span(Agy) = Span(g[A4]) und also g =JL € Z.

Das Zornsche Lemma liefert nun ein maximales Element f : Ay — B von Z.
Gilt Ay = A, so ist Span(A) = Span(f[A]) der ganze Vektorraum. Mit Proposi-
tion [2.1.10| folgt f[A] = B, sodass f also |A| = |B| bezeugt. Um den Beweis abzu-
schlieBen, nehmen wir Ay # A an und leiten einen Widerspruch her. Wéhle Teil-
mengen Ay = Ay C Ay € Ay C ... von A und Teilmengen f[A;] = By C B; C ...
von B so, dass jeweils

Span(A,,) C Span(B,,) C Span(A,+1)
gilt und die Mengen A, 1\ A,, und B,,+1\B, endlich sind. Man hat dann
Span(A,) = Span(B,,) fiir A, = U, ey An und B, = U, ey Bn-
Ist A,\Ap oder B, \By endlich, so liefert das vorige Lemma
|Aw\Ao| = [Bu\Bol.

Anderenfalls gilt diese Gleichung ebenso, weil dann nédmlich A,\ Ay und B,\By
abzéhlbar unendlich sind. Man erhélt daher eine Funktion g : A, — B mit g € Z
und f C g, was der Maximalitéit von f widerspricht. O

neN

Das vorige Theorem und Proposition [2.3.1| garantieren die Wohldefiniertheit des
folgenden zentralen Begriffs.

Definition 2.3.5. Die Dimension dim(V') eines Vektorraums V ist die Méchtigkeit
einer beliebigen Basis von VE

Laut dem folgenden Beispiel stimmt die {ibliche Intuition (man denke insbeson-
dere an den Euklidischen Raum R3) mit dem formalen Begriff iiberein.

55Wir orientieren uns an einem Beweis von Justin Tatch Moore, A Zorn’s Lemma Proof of the Di-
mension Theorem for Vector Spaces, The American Mathematical Monthly 121:3 (2014) 260-262.
56Sind die Basen von V endlich, so liefert uns dies eine Zahl dim(V) € N. Im unendlichen Fall
haben wir dim(V') gemi8 dem Absatz nach Definition nicht als Objekt definiert, kénnen
aber Ausdriicken wie dim(V') = dim(W) einen prézisen Sinn abgewinnen: Die gegebene Gleichung
besagt, dass es fiir Basen B C V und C' C W eine Bijektion f : B — C gibt.
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Beispiel 2.3.6. Man hat dim(K"™) = n. Die Einheitsvektoren aus Definition [1.3.5]
bilden némlich eine Basis (,Standardbasis‘), wie aus Lemma ersichtlich ist.

Das folgende Resultat ist die im Titel des Kapitels versprochene Klassifikation.

Theorem 2.3.7. Fir Vektorraiime V und W dber einem gemeinsamen Korper gilt
Vew < dim(V)=dim(W).

Beweis. Sei zunédchst ein Isomorphismus ® : V' — W gegeben. Mit Korollar [2.3.1
wahlen wir eine Basis B C V. Proposition liefert eine Funktion f: B - W
mit Abb(f) = ®. Laut Proposition ist f injektiv und hat eine Basis von W
zum Bild. Dies liefert dim(V) = |B| = |img(f)| = dim(W).

Gilt umgekehrt dim(V) = dim(W), so hat man eine Bijektion f : B — C
zwischen Basen B C V und C' C W. Man kann f auch als Funktion mit Werte-
bereich W und Bild C auffassen. Wieder mit Proposition [2.1.13]ist dann also die
Abbildung Abb(f) : V — W ein Isomorphismus. O

Wir betrachten auch das folgende verwandte Ergebnis.

Proposition 2.3.8. Es gilt dim(V) < dim(W) genau dann, wenn es eine injektive
lineare Abbildung von V nach W gibt.

Beweis. Man argumentiert wie im vorigen Beweis, wobei ein zusétzlicher Schritt
zu beachten ist: Hat man eine Injektion f : B — W fiir eine Basis B C V und
linear unabhingiges Bild img(f) C W, so findet man wegen des Austauschsatzes
von Steinitz eine Basis C' C W mit img(f) C C, sodass also |B| < |C| gilt. O

Wegen der beiden vorigen Resultate iibertragen sich unsere Ergebnisse iiber Kar-
dinalitéiten direkt auf Vektorrdume:

Bemerkung 2.3.9. Hat man eine injektive lineare Abbildung V' — W, so ist V'
isomorph zu einem sogenannten Untervektorraum von W, wie wir im néchsten
Teilkapitel sehen werden. Mit Proposition folgt dann, dass von zwei beliebi-
gen Vektorrdumen iiber demselben Koérper stets einer isomorph zu einem Unter-
vektorraum des anderen ist. Der Satz von Schréder-Bernstein impliziert, dass zwei
Vektorrdume isomorph sind, wenn jeder isomorph zu einem Untervektorraum des
anderen ist F]

Fiir endliche Dimension haben wir mit den Vektorrdumen K™ sehr konkrete
Reprisentanten. Diese lassen sich wie folgt verallgemeinern.

Definition 2.3.10. Fiir einen Kérper K und eine Menge M definieren wir @,, K
als die Menge der Funktionen f: M — K, fiir die der Tréger

supp(f) := {x € M| f(z) # 0}
endlich ist. Wir definieren - : K x @,, K - @,, K und + : P,, K xH,, K —
D K durch (A- f)(z) = A+ f(z) und (f +g)(z) = f(z) + g(2).

57Beide Eigenschaften sind in anderen Kontexten nicht erfiillt: So ist keiner der Kérper Q und Fo
(vgl. FuBnote isomorph zu einem Teilkérper des anderen. Dies sollte auch ohne eine Definition
von Korperhomomorphismen intuitiv sein, weil 1 + 1 = 0 in F2 aber nicht in Q gilt. Weiter ist
jede der geordneten Mengen (0, 00) und [0, c0) isomorph zu einer Teilmenge der anderen (etwa
durch f : [0,00) — [1,00) mit f(z) = 1 + z). Hingegen sind die beiden nicht isomorph (d.h. es
gibt keine strikt monotone Bijektion zwischen ihnen), da nur eine ein minimales Element hat.
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Man iiberzeuge sich (analog zu Beispiel [1.2.14), dass @,, K mit den angege-
benen Operationen ein K-Vektorraum ist. Fasst man n-Tupel als Funktionen mit
Definitionsbereich {0, ...,n—1} auf (vgl. Fuinote , so stimmt B, 4y K mit
dem vertrauten Vektorraum K™ iiberein, d.h. die neue Konstruktion verallgemei-
nert in der Tat die vorige. Das folgende Ergebnis zeigt insbesondere auch, dass es
zu jeder gegebenen Kardinalitét einen Vektorraum mit entsprechender Dimension
gibt.

Proposition 2.3.11. Fir jeden Korper K gilt:
(a) Es ist dim (@, K) = | M| fiir jede Menge M. Insbesondere gilt

OuK=ByK << [M[=|N]|
(b) Jeder K-Vektorraum ist isomorph zu einem von der Form @,, K.

Beweis. (a) Fiir z € M betrachten wir

1 =
0 : M — K mit §,(y) = { wenn y =1,
0 sonst.
Sind z(1),...,2(n) € M paarweise verschieden und hat man Ay,...,\, € K\{0},
so ist dann f:= Ay - dy(1) + ... + A - Oz(n) die Funktion mit

supp(f) = {z(1),...,z(n)} und  f(x(i)) = Ai.
Daraus ist ersichtlich, dass {6, |z € M} eine Basis von €, K ist. Es gilt also
dim (P, K) = {0z |2 € M} = [M].

Mit Theorem folgt auch die angegebene Aquivalenz.

(b) Fiir einen gegebenen K-Vektorraum V wihle man mit Korollar eine
Basis B. Dank Teil (a) hat man dim(V) = |B| = dim(@  K). Theorem efert
dann V =Py K. O

Die vorangegangenen Betrachtungen kénnten einen wohl zu der Ansicht ver-
leiten, die Theorie der Vektorrdume gehe nicht wesentlich iiber die Theorie der
Maéchtigkeiten hinaus. Dies wiéire freilich ein Trugschluss: Wir werden in den néchsten
Kapiteln sehen, dass insbesondere die Strukturen der Untervektorrdume und der
linearen Abbildungen zwischen Vektorrdumen wesentlich reicher sind als die der
Teilmengen bzw. der Funktionen zwischen Mengen.

Die néchsten Teilkapitel werden ebenfalls offenbaren, dass der Begriff der Di-
mension fiir verschiedene Anwedungen von zentraler Bedeutung ist — wobei wir
uns meist auf den endlichdimensionalen Fall konzentrieren werden. Zum Abschluss
dieses Teilkapitels skizzieren wir eine (innermathematische) Anwendung unserer
Klassifikation, bei der die relevanten Dimensionen unendlich sind:

Bemerkung 2.3.12. Die R-Vektorriume R = R! und R? sind wegen

dim(R) = 1 # 2 = dim(R?)
nicht isomorph. Dabei bleibt aber offen, ob (R,+) und (R?, +) als Gruppen iso-
morph sind (ob es also eine Bijektion i : R — R? mit h(z +y) = h(z) + h(y) gibt).
Dies ist insbesondere deshalb interessant, weil (R?,+) mit der additiven Struktur
der komplexen Zahlen C iibereinstimmt (wobei wir C erst spéter in diesem Kurs

behandeln werden). Hierfiir ist es hilfreich, R und R? als Vektorrdume iiber Q zu
betrachten. Wie wir im folgenden kurz skizzieren, haben sie dann ndmlich beide die
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Dimension \R|@Wegen Theoremsind R und R? (oder eben C) also tatséchlich
als Q-Vektorrdume und insbesondere als additive Gruppen isomorph

Um die Behauptung aus dem vorigen Absatz einzusehen, beachte man zunéichst,
dass R iiberabzihlbar ist. Dies folgt im Wesentlichen aus Proposition weil
die Dezimaldarstellung reeller Zahlen eine Injektion f : P(N) — R liefert (wobei
die i-te Nachkommastelle von f(M) etwa fiir i« € M gleich Eins und sonst gleich
Null gesetzt werden kann). Weiter zeigt man, dass die Funktion 7 : N2 — N mit

m—+n

m(m,n)=m+ Y i= (m+”>'(;”+n+1)
=0

bijektiv ist, sodass also |[N?| = |N| gilt. Insbesondere ist damit Q abzihlbar, da die
Darstellung von rationalen Zahlen als Briiche eine Injektion von Q nach N2 liefert.
Allgemeiner schliefit man fiir unendliches M auf |[M?| = | M|, wobei das Zornsche
Lemma zum Tragen kommenm Induktiv ergibt sich damit |M"| = | M| fiir jedes
unendliche M und beliebiges n € N\{0}. Schreibt man M<N = [J{M" : n € N}
fiir die Menge aller Tupel aus M, so erhilt man |M<N| = |M]| fiir unendliches M
(nédmlich via [[J{M™ : n € N}| < [N x M| = |M|). Sei nun B eine Basis von R
als Q-Vektorraum. Da dann jedes Element von R als Linearkombination Z;L:l Aib;
mit \; € Q und b; € B dargestellt werden kann, erhélt man eine Surjektion von
(Q x B)<N nach R, also eine Injektion in die andere Richtung. Dies ergibt

IR| < |(@x B)<"| =N x B| = |B| < [R|.
Hierbei wurde schon verwendet, dass B unendlich sein muss, was durch eine &hnliche

Rechnung aus |R| > |Q| folgt. In der Tat ist dann also |B| = |R| = |R?| die
Dimension der Q-Vektorrdume R und R2.

2.4. Untervektorrdume, Dimensionsformel und Rang linearer Abbildun-
gen. In diesem Teilkapitel beziehen wir den Begriff der Dimension auf Untervek-
torrdume und lineare Abbildungen.

Definition 2.4.1. Sei V ein K-Vektorraum. Eine nicht-leere Menge U C V heif3t
Untervektorraum, wenn fiir v,w € U und A € K stets v+w € U und A-v € U gilt.

Ist die Bedingung aus der Definition erfiillt, so lassen sich die Addition und
Skalarmultiplikation von V zu Operationen + : U? — U und - : K x U = U ein-
schrinken. Man iiberzeuge sich, dass U damit selbst zum Vektorraum wird (wobei
Lemmaadditiv Inverse in U liefert). Bevor wir ein Beispiel geben, iiberzeugen
wir uns von den folgenden Zusammenhéngen.

Lemma 2.4.2. Sei U CV ein Untervektorraum.
(a) Es gilt dim(U) < dim(V).
(b) Ist dim(U) = dim(V) endlich, so hat man U =V.

58Djie im nichsten Absatz gegebene Begriindung fiir diesen Sachverhalt schlieit der Autor vom
Stoff fiir seine Priifungen zur Linearen Algebra I und II aus.

59Es ist allerdings nicht mdoglich, einen Isomorphismus konkret anzugeben. Die Isomorphie kann
ndmlich nicht ohne eine Form des Auswahlaxioms nachgewiesen werden, wie gezeigt von Cri-
stopher J. Ash, A consequence of the axiom of choice, Journal of the Australian Mathematical
Society, Series A, 19 (1975) 306-308. In einem spiteren Teilkapitel werden wir das Auswahlaxiom
detaillierter betrachten.

60Detaillierte Losungshinweise findet man bei Aufgabe 6.1.17 in Anton Freund, An Introduction
to Mathematical Logic, 2023, https://arxiv.org/abs/2310.09921.
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Beweis. (a) Wihle mit Korollar [2.3.1]eine Basis B von U. Ergiinze diese gem#fi dem
Austauschsatz von Steinitz zu einer Basis B’ © B von V. Die Injektion ¢ : B — B’
mit «(v) = v bezeugt dim(U) = |B| < |B’| = dim(V).

(b) Man gehe zunichst wie in (a) vor. Ist dim(U) = |B| = | B’| = dim(V') endlich,
so folgt aus B C B’ schon B = B’ und also U = Span(B) = Span(B’) = V@ O

Teil (b) des Lemmas ist fiir unendliche Dimension falsch, wie etwa die Q-Vektor-
rdume R C R? aus Bemerkung [2.3.12| bezeugen (wobei sich auch einfachere Gegen-
beispiele finden lassen).

Beispiel 2.4.3. Im euklidischen Raum R? hat man zunichst die ,trivialen‘ Unter-
vektorrdume {0} und R3 mit Dimension Null bzw. Drei. Alle anderen Untervek-
torrdaume haben Dimension Eins oder Zwei, werden also von einem Vektor oder von
zwei linear unabhéngigen Vektoren aufgespannt. Es handelt sich hierbei also genau
um die Geraden und Ebenen durch den Ursprung.

Untervektorrdume lassen sich auch mittels des Spanns charakterisieren.

Lemma 2.4.4. Sei V' ein Vektorraum.

(i) Ist U C V ein Untervektorraum, so gilt Span(U) =U.
(i) Jede Menge Span(M) CV mit M C V ist ein Untervektorraum, ndimlich
der kleinste Untervektorraum U CV mit M C U.

Beweis. Wir iiberlassen (a) und den ersten Teil von (b) als Ubung. Die Minimalitéit
in (b) ergibt sich, weil man fiir einen Untervektorraum U D M auf

Span(M) C Span(U) = U
schlieflen kann. |
Diese Charakterisierung ist etwa fiir den néchsten Beweis niitzlich.

Lemma 2.4.5. Ist U eine Menge von Untervektorriumen eines Vektorraums V,
so ist auch (U ein Untervektorraum von V.

Beweis. Fiir jedes U € U gilt Span((\U) C Span(U) = U. Man erhélt dann also
Span(U) = MU, und das Resultat folgt mit dem vorigen Lemma. O

Die Vereinigung von Untervektorrdumen ist im Allgemeinen kein Untervektor-
raum. Man hat sogar das folgende Ergebnis.

Lemma 2.4.6. Fiir Untervektorraume Uy und Uy eines Vektorraums ist Uy U Uy
genau dann ein Untervektorraum, wenn Uy C Uy oder Uy C Uy gilt.

Beweis. Hat man etwa Uy C Uy, so ist Uy U U; = U; nach Annahme ein Unter-
vektorraum. Die andere Richtung beweisen wir per Kontraposition: Gilt Uy € Uy
und U; € Uy, so wihlen wir v € Up\U; und w € U;\Uy. Es kann nicht v +w € Uy

gelten, da man sonst mit —v € Uy auch w = —v + v 4+ w € Uy hétte. Ebenso wenig
kann v + w € U; gelten. Also ist Uy U Uy nicht unter Summen abgeschlossen und
somit kein Untervektorraum. O

6l5treng genommen wird hier Span(B) und U aber Span(B’) in V gebildet, was jedoch der
Gleichheit keinen Abbruch tut. Wir merken an, dass eine Menge M genau dann endlich ist, wenn
sie zu keiner echten Teilmenge in Bijektion steht. Ist ndmlich M unendlich, mag man M = NU M’
als disjunkte Vereinigung schreiben (vgl. den Absatz vor Definition [2.2.8]). Nun steht aber N
vermdge n +— 2n in Bijektion mit den geraden Zahlen {0,2,4,...} C N. Dies liefert also eine
dquivalente Definition von Endlichkeit, die insbesondere mit Richard Dedekind assoziiert wird.
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Wegen Lemma[2.4.4] erscheint das Folgende als bester Ersatz fiir die Vereinigung.

Definition 2.4.7. Sei U eine Menge von Untervektorrdumen eines Vektorraums V.
Wir setzen

@VU := Span (JU) .

Im Fall von zwei Untervektorréiumen schreiben wir auch U &V U’ fiir @Y {U, U'}.
Weiter schreiben wir U @ U’ statt U @Y U’, wenn dabei U N U’ = {0} gilt

Als Ubung sei iiberlassen:
Lemma 2.4.8. Es gilt UV U' ={u+v :ueU und v’ € U'}.

Im folgenden wichtigen Satz wird unsere Konstruktion auf Untervektorrdumen
zum Begriff der Dimension in Bezug gesetzt.

Proposition 2.4.9 (Dimensionsformel). Fir Untervektorriume U, W eines Vektor-
raums V' gil

dim(U) + dim(W) = dim(U @Y W) 4 dim(U N W).

Beweis. Wihle eine Basis B von U N W und ergénze diese dann zu Basen B U Cy
und BUCwy von U bzw. W, wobei die Mengen B, Cy, Cy paarweise disjunkt sind.
Wegen UUW C Span(BUCy UCw ) ist die Menge BU Cy U Cyy ein Erzeugenden-
system von U &Y W = Span(U UW).
Wir zeigen, dass B U Cy U Cy auch linear unabhéngig ist. Betrachte hierfiir
u = 22:1 Aiu;  fiir paarweise verschiedene u; € Cy,
u+v+w=0 mit v = Z:’;l i V; fiir paarweise verschiedene v; € B,
w=>" vuw; fiir paarweise verschiedene w; € Cyy.
Es ist nun w = —u —v € UNW = Span(B). Da die Darstellung von w beziiglich
der Basis B U Cy eindeutig ist (sieche Lemma und die auf dieses folgende
Bemerkung), muss w = 0 und somit v =1 = ... = v, = 0 gelten. Analog erhilt

man v = 0 und damit auch v = 0. Also sind alle Koeffizienten gleich Null.
Wie haben gesehen, dass B U Cyy U Cyy eine Basis von U @Y W ist. Es gilt also

dim(U) = |B| + |Cy]|, dim(UNW) = |B|,

dim(W) = |B| + |Cw|, dim(U &Y W) = |B| + |Cy| + |Cw|.
Hieraus ergibt sich die Behauptung (auch im unendlichdimensionalen Fall durch
Angabe einer geeigneten Bijektion). O

Beispiel 2.4.10. Seien U,WW C R? zwei Untervektorriume der Dimension zwei
(also Ebenen durch den Ursprung im Raum). Gilt U # W und also U C U or* W,
so muss wegen Lemma [2.4.2] jedenfalls

2 = dim(U) < dim(U &% W) < dim(R?) = 3

62Djese Notation ist sinnvoll, weil aus U = W und U’ = W’ mit U N U’ = {0} = W N W’ schon
UpU =W ® W’ folgt, wie man priifen moge. Bei trivialem Schnitt (und nur dann) héngt die
Konstruktion also nicht wesentlich vom umgebenden Raum V' ab. Tatséchlich werden wir spéter
eine allgemeinere Operation @ definieren, die sich auf beliebige Vektorrdume anwenden lisst (also
nicht nur auf Untervektorrdume).

63Im unendlichen Fall lese man |M|+|N| = |M U N|, wobei MU N := {(0,z) : z € M}U{(1,y) :
y € N} die disjunkte Summe bezeichnet.
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und also dann Span(U U W) = U @&’ W = R3 gelten. Weiter liefert die Dimen-
sionsformel nun dim(U N W) = 1. Mit anderen Worten: Aus unseren allgemeinen
Uberlegungen zur Dimension folgt, dass zwei verschiedene Ebenen durch den Ur-
sprung stets den Raum aufspannen und sich in einer Geraden schneiden (was wir
uns in diesem Fall freilich auch direkter hétten klarmachen kénnen).

Eine weitere Charakterisierung von Untervektorrdumen werden wir {iber den
folgenden Begriff erhalten.

Definition 2.4.11. Der Kern einer linearen Abbildung ¢ : V. — W zwischen
Vektorrdumen ist definiert als

ker(p) = ¢ [{0}] = {v € V = p(v) = 0}.
Die zuvor angesprochene Charakterisierung lautet wie folgt.

Lemma 2.4.12. Sei V' ein Vektorraum. Fir eine Menge M C 'V sind dquivalent:

(i) Die Menge M ist ein Untervektorraum von V.
(i) Man hat M = ker(yp) fiir eine lineare Abbildung p : V — W.
(i1i) Man hat M = img(+p) fiir eine lineare Abbildung ¢ : U — V.

Beweis. Um zu zeigen, dass (i) aus (ii) wie auch aus (iii) folgt, miissen wir priifen,
dass ker(yp) und img(v)) stets Untervektorrdume sind. Wegen ¢(0) = 0 ist jedenfalls
ker(p) und ebenso img(t)) nicht leer. Fiir v, w € ker(y) gilt

pv+w) =) +e(w) =0+0=0
und somit v + w € ker(p). Ist weiter A ein Skalar, so erhélt man auch
oA-v)=A-pv)=A-0=0

und also A - v € ker(p). Hat man andererseits v,w € img(t)) gegeben, so schreibt
man v = 9(v') und w = Y(w'), um dann v + w = Y (V' + w’) € img(y)) sowie auch
A-v=1(A-v') € img(y) fiir jeden Skalar A zu erhalten.

Um zu zeigen, dass jeder Untervektorraum M C V als img(%)) fiir ein ¢ : U — V
geschrieben werden kann, setzt man schlicht U := M und ¢ (v) := v. Wir suchen nun
noch ein ¢ : V. — W mit M = ker(p). Dazu setzen wir zunéichst W = V. Sodann
wahlen wir eine Basis B von M und ergénzen diese zu einer Basis C' von V. Mittels

Definition [2.1.11{setzen wir ¢ := Abb(f) fiir

f:C =V mit f(v):{

0 wennv € B,
v wennv € C\B.

Man iiberzeuge sich zunéchst von p(w) = 0 fir w € M. Wir betrachten nun einen
beliebigen Vektor w € V\M und schreiben diesen als

w=wy+w; mitwy€ M und 0 # w, :Z)\ivi mit v; € C\B.
i=1
Hier ergibt sich ¢(w) = w; # 0. Man hat also ker(p) = M, wie gewiinscht. O
Den Kern von ¢ : V- — W kann man als Urbild des Untervektorraums {0} C W
auffassen. Allgemeiner und mit einem &dhnlichen Beweis erhélt man:

Korollar 2.4.13. Sei ¢ : V — W eine lineare Abbildung.

(a) Ist U ein Untervektorraum von W, so ist das Urbild ¢~ [U] ein Untervek-
torraum von V.
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(b) Ist U’ ein Untervektorraum von V und B eine Basis von U’, so ist das Bild
der Untervektorraum

(U] = Span({p(v) : v € B}).

Beweis. (a) Wir haben im vorigen Lemma gezeigt, dass ker(p) = ¢ 1[{0}] ein
Untervektorraum ist. Fiir einen allgemeinen Untervektorraum U argumentiert man
dhnlich wie zuvor fiir U = {0}, wovon man sich als Ubung iiberzeugen moge.

(b) Man schrinke ¢ zu einer Abbildung ¢’ : U’ — W mit ¢’'(v) = ¢(v) ein.
Aus dem Lemma folgt dann, dass ¢[U’] = img(y’) ein Untervektorraum ist. Die
Beschreibung durch den Spann iiberlassen wir ebenfalls zur Ubung. (]

Punkt (iii) aus Lemma [2.4.12| rechtfertigt den folgenden Begriff.

Definition 2.4.14. Der Rang einer linearen Abbildung ¢ : V' — W ist die Dimen-
sion ihres Bildes, also

rank(p) = dim(img(y)).
Fiir eine Matrix M € K™*™ schreibt man auch rank(M) statt rank(Abb(M)) und
spricht vom Rang von M (beachte Abb(M) : K™ — K™).

Um den Rang einer Matrix zu bestimmen, ist die folgende Beobachtung hilfreich:

Bemerkung 2.4.15. Wir betrachten eine Matrix M € K™*" und die induzierte
Abbildung Abb(M) : K™ — K™. Das vorige Korollar liefert

rank(M) = dim (Span(E)) mit E={M-¢;:1<i<n},

wobei e; der i-te Einheitsvektor ist. Betrachte eine maximal linear unabhéngige
Teilmenge L von E. Nach dem Austauschsatz von Steinitz kénnen wir L zu einer
Basis B C E von Span(FE) erginzen. Wegen der Maximalitét muss aber dann
bereits L = B und also rank(M) = |L| gelten. Nun ist M -e; die i-te Spalte von M.
Der Rang einer Matrix ist also die Kardinalitét einer maximal linear unabhéngigen
Menge von Spaltenvektoren — oder von einem minimalen Erzeugendensystem@

Das folgende Ergebnis war bereits im Beweis von Proposition [2.1.13|implizit (wie
man sich klarmachen mége).

Korollar 2.4.16. Eine lineare Abbildung p : V — W ist genau dann injektiv, wenn
man ker(p) = {0} hat.

Unser néchstes Ergebnis kann zu einem gewissen Grad als Verallgemeinerung
des vorigen Korollars gesehen werden.

Proposition 2.4.17 (Rangsatz). Fir jede lineare Abbildung ¢ : V — W gilt
dim (V') = dim(ker(p)) + rank(p).

Beweisﬁ Wihle eine Basis B von ker(¢) und ergénze sie zu einer Basis C' von V.
Wir schriinken ¢ zu einer Abbildung g : Span(C\B) — W ein. Diese hat dasselbe

64\ an spricht auch vom Spaltenrang. Dieser ist tatsdchlich gleich dem Zeilenrang, also der Kar-
dinalitét einer maximal linear unabhéngigen Menge von Zeilenvektoren. Wir werden dies erst
deutlich spater im Zusammenhang mit dem sogenannten Dualraum beweisen.

65Aus Sicht des Autors nutzt der kanonische' Beweis die Darstellung img(p) = V/ker(p) des
Bildes als Faktorraum. Diese werden wir allerdings erst spéater diskutieren. Wir geben hier also
einen alternativen Beweis.
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Bild wie ¢, denn jedes v € V lisst sich als v = u + w mit u € Span(B) = ker(y)
und w € Span(C\B) schreiben, sodass man

p(v) = ¢(u) + p(w) = 0+ p(w) = po(w)
erhilt. Weiter gilt ker(¢o) = {0}, sodass ¢ injektiv ist: Hat man némlich ¢o(v) =0
mit v € Span(C\B), so gilt auch p(v) = 0 und also v € Span(B). Wegen der
Eindeutigkeit der Darstellung beziiglich der Basis C' kann dann aber nur v = 0
sein. Insgesamt bezeugt ¢ also

Span(C\B) = img(y).
Es folgt dim(V) = |C| = |B| 4 |C\B| = dim(ker(y)) + rank(¢y). O
Im endlichdimensionalen Fall liefert Lemma b) direkt das Folgende.

Korollar 2.4.18. Ist dim(W) endlich, so ist eine lineare Abbildung p : V. — W
genau dann surjektiv, wenn rank(p) = dim(W) gilt.

Mit der folgenden Proposition kénnen wir leichter testen, ob eine Abbildung ein
Tsomorphismus ist [’

Proposition 2.4.19. Wenn dim(V) = dim(W) endlich ist, so ist eine lineare
Abbildung ¢ : V — W genau dann injektiv, wenn sie surjektiv ist.

Beweis. Mit der Dimensionsformel erhélt man
ker(f) = {0} <« dim(ker(¢))=0 < rank(yp)=dim(W).
Das Ergebnis folgt mit dem vorigen Korollar und Korollar [2.4.16 (]

Es ist instruktiv, fiir das vorige Ergebnis noch einen direkteren Beweis zu erar-
beiten, bei dem man ¢ = Abb(M) schreibt und Bemerkung [2.1.14] verwendet. Um-
gekehr liefern diese Bemerkung und unser jetziges Korollar zusammen das Folgende.

Bemerkung 2.4.20. Fir M € K™*" ist Abb(M) : K™ — K™ genau dann ein
Isomorphismus, wenn eine der folgenden dquivalenten Eigenschaften erfiillt ist:

(i) Die Spalten von M sind paarweise verschieden und linear unabhéngig.
(ii) Die Spalten von M bilden ein Erzeugendensystem.
(iii) Die Spalten von M bilden eine Basis.

2.5. Exkurs: Das Auswahlaxiom. In diesem Teilkapitel diskutieren wir, inwie-
weit das Auswahlaxiom essentiell ist, um zu beweisen, dass jeder Vektorraum eine
Basis hat. Wir begeben uns dabei auf einen kleinen Ausflug in die mathemati-
sche Logik. Letztere ist ein vielfaltiges Gebiet mit Anwendungen von Algebra bis
Optimierung und Beziigen zur Informatik und Philosophieﬂ

Eine wichtige Grundfrage der Logik lautet: Welche Axiome oder Grundannah-
men sind zwingend erforderlich, um ein gegebenes mathematisches Ergebnis zu
beweisen? Um diese Frage mathematisch prizise zu machen, modelliert man Be-
weise selbst als mathematische Objekte (,Metamathematik‘): Ein Beweis ist eine
endliche Folge von Zeichen, die nach klar definierten Regeln gebaut ist. Es mag

66Das Ergebnis gilt tatséchlich nur im endlichdimensionalen Fall (vgl. FuBnote.

67Das Skript zu einer Einfithrungsvorlesung des Autors ist in Fufinote verlinkt. Der Autor
schlieit das ganze Teilkapitel @ des vorliegenden Skripts vom Stoff fiir seine Priifungen zur
Linearen Algebra I und II aus.
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hilfreich sein, hier an eine Programmiersprache zu denken, die flexibel eingesetzt
werden kann, dabei aber mit maschineller Genauigkeit ausgewertet wird@

Es ist weithin akzeptiert, dass die heutige Mathematik grofitenteils auf Basis
der Zermelo-Fraenkelschen Mengenlehre mit dem Auswahlaxiom (ZFC) entwickelt
werden kann@ Dies gilt auch fiir das Material in diesem Skript. Die zuvor in-
formell gestellte Frage, wann das Auswahlaxiom eine essentielle Rolle spielt, ist
nun auf folgende Weise mathematisch prézise zu fassen: Welche Ergebnisse konnen
auch in der Zermelo-Fraenkelschen Mengenlehre ohne Auswahlaxiom (ZF) bewei-
sen werden? Im Folgenden werden wir dies exemplarisch untersuchen, wobei unsere
Argumente insofern liickenhaft bleiben, als wir den logischen Formalismus und die
Definition von ZF nicht weiter kliren werden. Hingegen ist es sicher an der Zeit,
unser Untersuchungsobjekt explizit zu machen:

Definition 2.5.1. Das Auswahlaxiom ist das folgende Prinzip: Ist A eine Menge
von nicht-leeren Mengen, so gibt es eine Funktion f : A — [ J A mit der Eigenschaft,
dass f(X) € X fiir alle X € A gilt.

Manchen wird das Auswahlaxiom selbstverstdndlich erscheinen, da man in nicht-
leeren Mengen sicher Elemente findet. Andere mégen einwenden, dass man den Akt
des Wihlens nicht einfach zu unendlich vielen parallelen ,Entscheidungen‘ erweitern
konne. Jedenfalls liasst sich konstatieren, dass Beweise ihren konstruktiven Charak-
ter verlieren, wenn die Auswahlfunktion f : A — (J A nicht néher anzugeben ist.
Freilich sind auch viele andere Beweise — etwa solche durch Widerspruch — nicht
konstruktiv, indem sie die Existenz eines Objektes nachweisen, ohne zumindest im-
plizit seine Konstruktion moglich zu machen. In der Praxis scheint es heute (anders
als um 1900) weitgehend Konsens zu sein, dass das Auswahlaxiom bedenkenlos
verwendet werden kann.

In Bezug auf die mathematische Logik sei angemerkt, dass das Auswahlaxiom
nur ein Forschungsthema unter vielen ist. Insbesondere hat die Forschung ergeben,
dass bereits ZF fiir signifikante Teile der Mathematik viel zu stark ist, sodass die Su-
che nach den ,angemessenen‘ Axiomen fiir ein mathematisches Gebiet mit gleicher
Berechtigung an ganz anderer Stelle ansetzen kann.

Als Voraussetzung fiir den eher technischen Teil unserer Diskussion bendtigen
wir das folgende Resultat.

Lemma 2.5.2. Fiir jede Menge M gibt es einen Kéorper K mit |[M| < |K\{0}|.

Beweisskizze. Wir setzen an dieser Stelle die Konstruktion von Q aus Z als bekannt
voraus. Analog ldsst sich jeder Integritdtsring in einen Korper einbetten. Es reicht
also aus, wenn man Integritédtsringe mit beliebig grofler Kardinalitdt konstruiert.
In erster Niaherung betrachten wir hierfiir Polynome in einer Variablen X, also
Ausdriicke der Form a,_1 - X" ' 4 ... + ap - X° mit Koeffizienten a; beispielswei-
se aus Z. Diese konnen wie erwartet addiert und multipliziert Werdenm wodurch

68 Tatséchlich gibt es ,interactive theorem prover‘, mit deren Hilfe man Beweise am Computer
formalisieren und auf ihre Richtigkeit priifen lassen kann. Selbst aufwindige Beweise wie der des
Vier-Farben-Satzes wurden inzwischen so verifiziert (in diesem Fall 2005 durch eine Gruppe um
Georges Gonthier mit dem Programm Rocq).

69Djese ist benannt nach Ernst Zermelo und Abraham Fraenkel, wobei unter anderem auch Thoralf
Skolem einen wichtigen Beitrag geleistet hat.

70Es gilt etwa (3X2 4+ X) + (X 42) =3X24+2X +2 und (3X2+ X)- (X +2) = 3X3 +7X2 +2X.
Wir werden Polynome spéter noch genauer studieren.
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sie zu einem mit Z[X] bezeichneten Integrititsring werden. Genauso erhilt man
einen Integritéitsring, wenn man Polynome in mehreren Variablen betrachtet (so
wie 4X?2Y + 3Y?). Verwendet man die |M|-vielen Variablen X; fiir i € M, so er-
gibt sich das Ergebnisﬂ [

Wir kénnen nun das Hauptresultat dieses Teilkapitels ableiten.

Theorem 2.5.3 (Halper. Uber ZF sind dquivalent:

(i) Das Auswahlaxiom ist giiltig.
(i) Fir ein Erzeugendensystem E eines Vektorraums V gibt es stets eine Ba-
sis BC E vonV.

Beweis. Die Richtung von (i) nach (ii) ist der Austauschsatz von Steinitz (fiir den
wir das Zornsche Lemma und dariiber das Auswahlaxiom verwendet haben). Wir
nehmen nun (ii) an und leiten (i) her. Sei dazu A eine Menge von nicht-leeren
Mengen. Wir kénnen davon ausgehen, dass die Elemente von A paarweise disjunkt
sind (indem wir X € A jeweils durch {(X,y) : y € X} ersetzen). Wegen des
vorigen Lemmas (welches iiber ZF giiltig ist) finden wir einen Kérper K mit einer
Injektion ¢ : [JA — K\{0}. Gemé$ der Konstruktion in Definition setzen
wir V=@, K. Firy € |JA sei n, : A — K gegeben durch

(y) wenny € X,
ny(X) = {0
sonst.

Da die Elemente von A disjunkt sind, gibt es je genau ein X mit y € X, fiir das
man dann supp(n,) = {X} hat. Insbesondere ist also 7, € V. Nun ist

E::{nxszUA}

ein Erzeugendensystem. Ist ndmlich f : A — K mit supp(f) = {X1,...,Xn}
beliebig, so findet man per Induktion (und also ohne das Auswahlaxiom) eine Folge
von Elementen y(i) € X;. Damit erhilt man

S
I=2 )

i=1
Mit (ii) erhélt man nun eine Basis
B={n:yeZ}CE,

wobei also Z C [J A gilt. Damit B ein Erzeugendensystem ist, muss es fiir X € A
mindestens ein y € X mit y € Z geben. Wegen der linearen Unabhéngigkeit kann
es aber auch nur ein solches y geben. Hat man namlich y,z € X N Z, so ist

1 1 0
=N My = 75 ""=Y
Wy) 7 uz)
sodass 1y = 7, und mit der Injektivitit von . dann y = 2z gelten muss. Die
gewiinschte Auswahlfunktion f : A — [JA kann also explizit (und damit ohne

"Es mag helfen, sich an die zumindest intuitiv verwandte Konstruktion der Vektorrdume @,, K
aus Definition zu erinnern.

Das Ergebnis stammt von James Halpern, Bases in vector spaces and the axiom of choice,
Proceedings of the American Mathematical Society 17 (1966) 670-673. Der hier angegebene Beweis
findet sich ebenfalls in diesem Artikel, wird dort aber Hans L&auchli zugeschrieben.



46 ANTON FREUND

Verwendung des Auswahlaxioms) durch die Bedingung X N Z = {f(X)} charakte-
risiert werden. O

Aussage (ii) aus dem Theorem wird schwicher, wenn wenn wir nur die Existenz
einer Basis behaupten (ohne Referenz auf ein gegebenes Erzeugendensystem). Auch
diese schéichere Form von (ii) impliziert aber noch das Auswahlaxiom, wie Andreas
Blass gezeigt hat[™]

Im obigen Theorem ist die Aquivalenz mit dem Auswahlaxiom nur deshalb infor-
mativ, weil dieses nicht in ZF enthalten ist. Stiinde uns ndmlich das Auswahlaxiom
uneingeschriankt zur Verfiigung, so konnten wir schlicht argumentieren, dass (i)
und (ii) beide wahr und damit wie alle wahren Aussagen dquivalent sind. Im Fall
des Auswahlaxioms gilt tatséchlich:

Theorem 2.5.4. Das Auswahlaziom ist von ZF unabhdngig. Man kann es dort
also weder widerlegen (Gddel) noch beweisen (Cohen)m

Die Beweise miissen einer fortgeschrittenen Vorlesung iiber Mengenlehre vorbe-
halten bleiben. Sowohl Kurt Goédel als auch Paul Cohen (dem dafiir die Fields-
Medaille zugesprochen wurde) haben fiir sie umfangreiche neue Methoden entwi-
ckelt, welche die Mengenlehre wie kaum ein anderer Beitrag gepriagt haben. Zum
Abschluss dieses Kurses ziehen wir die folgende Schlussfolgerung.

Korollar 2.5.5. In ZF kann nicht bewiesen werden, dass es fir jedes Erzeugenden-
system E eines Vektorraums V eine Basis B C E von V gibt.

Beweis. Wire die Behauptung falsch, so konnte man wegen Theorem |2.5.3|auch das
Auswahlaxiom in ZF beweisen, was aber dem oben zitierten Ergebnis von Cohen
widerspricht. (Il

73 Andreas Blass, Existence of bases implies the axiom of choice, in: James Baumgartner, Do-
nald Martin und Saharon Shelah (Hg.), Axiomatic Set Theory, Contemporary Mathematics 31,
American Mathematical Society, Providence (RI), 1984.

"Die urspriinglichen Beweise sind zu finden in Kurt Gédel, The Consistency of the Axiom of
Choice and of the Generalized Continuum-Hypothesis with the Axioms of Set Theory, Annals of
Mathematics Studies 3, Princeton University Press, 1940, sowie in Paul Cohen, The Independence
of the Continuum Hypothesis I/II, Proceedings of the U.S. National Academy of Sciences 50/51
(1964,/64) 1143-48/105-110.
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3. INVERTIERBARKEIT

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns damit, wie man Losungen von linearen
Gleichungssystemen und inverse Matrizen explizit bestimmen kann. Weiter disku-
tieren wir die sogenannte Determinante, welche unter anderem als Test auf Inver-
tierbarkeit eingesetzt werden kann, aber auch dariiber hinaus eine reiche Theorie
und vielfaltige Anwendungen bietet.

3.1. Lineare Gleichungssysteme. Ein lineares Gleichungssystem wie
r+2y—z=-1,
r+2y+z= 3,
—2z4+ y+z= 0,

l&sst sich auch schreiben als Matrixgleichung

x -1 1 2 -1
M-ly|l=1|3 mit M=|1 2 1
z 0 -2 1 1

In Anbetracht von M - v = Abb(M)(v) beschéftigen wir uns noch allgemeiner mit
Gleichungen ¢(v) = w fiir lineare Abbildungen . Fiir deren Losungsmengen fithren
wir die folgende Notation ein.

Definition 3.1.1. Sei ¢ : V. — W eine lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen.
Fiir w € W schreiben wir

Lsg(p,w) = o [{w}] = {v € V : p(v) = w}.
Ist M € K™*™ eine Matrix und w € K™, so schreiben wir auch Lsg(M, w) anstelle
von Lsg(Abb(M),w) mit Abb(M) : K™ — K™.
Explizit hat man also Lsg(M,w) = {v € K™ : M - v = w}. Wir werden sehen,
dass Losungsmengen die folgende Struktur haben.

Definition 3.1.2. Fiir einen Vektorraum V heifit A C V ein affiner Teilraum,
wenn es ein v € V und einen Untervektorraum U C V gibt mit

A=v+U={v+w:weU}
Ist U C R? eine Gerade durch den Ursprung, so ist v + U die parallele Gerade

mit Aufpunkt v. Hieraus sollte das folgende Ergebnis plausibel sein.
Lemma 3.1.3. Fiir jeden Vektorraum V und beliebige x,x’ € V' sowie Untervektor-
raume U, U CV gilt

r+U=2"+U & 2 cz+U,

r+U=2+U <& U=U".
Aus x +U =2’ + U’ folgt damit U = U’.
Beweis. Gilt © +U = 2/ + U, so liefert 2’ = 2’ +0 € 2/ + U auch 2’ € z + U.
Gilt andererseits ' € z + U und also 2’ = x + u fiir ein v € U, so erhilt man fiir
beliebiges 2’ + @ € 2’ + U mit & € U auch 2’ + @4 =z +u + @ € z + U, sodass also
'+ U C x+U gilt. Weiter ist x = 2’ —u € 2’ + U und symmetrisch x+U C 2/ +U.

Fiir die zweite Aquivalenz geniigt es, wenn wir zeigen, dass aus z + U C x + U’
schon U C U’ folgt. Sei dazu u € U beliebig. Dann erhalten wir z + v € z + U’
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und koénnen also x + u = x + v’ mit v’ € U’ schreiben. Kiirzen in der Gruppe V/
liefert u = u’ € U’, wie gewiinscht.
Gilt schlieBllich z + U = 2’ + U’, so erhélt man zunéchst 2’ € z + U und damit

¥+U=x+U=12"+U,
woraus dann U = U’ folgt. O
Das obige Lemma stellt sicher, dass der folgende Begriff wohldefiniert ist.

Definition 3.1.4. Die Dimension eines affinen Teilraums x + U ist gegeben durch
dim(z + U) = dim(U),
wobei die rechte Seite die Dimension des Untervektorraums U bezeichnet.

Das folgende Lemma liefert den versprochenen Bezug zu linearen Gleichungen.
Es besagt insbesondere, dass die Losungen der ,inhomogenen‘ Gleichung ¢(v) = w
sich als Summen v 4 v’ einer festen Lésung v mit den Losungen v” der homogenen’
Gleichung ¢(v") = 0 ergeben.

Lemma 3.1.5. Fir jede lineare Abbildung ¢ : V — W gilt
pv)=w = Lsg(p,w)=v+ker(p) =v+ Lsg(p,0).
Insbesondere ist Lsg(p,w) entweder leer oder ein affiner Teilraum von V.
Beweis. Gilt p(v) = w, so hat man
v € Lsg(p,w) & () =) & p(v —v) =0 & v/ —v € ker(p).

Hat man v’ —v € ker(yp), so ergibt sich v' = v+ v —v € v+ker(p). Gilt umgekehrt
die Beziehung v = v+ w € v + ker(y), so folgt v/ — v = w € ker(y). O

Es ergibt sich direkt:
Korollar 3.1.6. Wir betrachten eine lineare Abbildung ¢ : V — W sowie w € W.
Hat man Lsg(p,w) # 0, so gilt

dim(Lsg(p, w)) = dim(ker(p)).
Eine Matrix M € K™*™ mit m < n entspricht einem linearen Gleichungssystem,

in dem es weniger Gleichungen als Unbekannte gibt. Das néchste Ergebnis besagt
insbesondere, dass ein solches System nicht eindeutig l6sbar sein kann.

Korollar 3.1.7. Betrachte eine Matriz M € K™*™ mit m < n sowie ein w € K™.
Gibt es einv € K™ mit M - v =w, so gilt
dim(Lsg(M,w)) > n — m.
Beweis. Mit dem vorigen Ergebnis und der Dimensionsformel erhélt man
dim(Lsg(M, w)) = dim(K") — rank(M) > n — m.

Hierbei gilt die Ungleichung wegen rank(M) < m, was sich mit Bemerkung [2.4.15
begriinden lésst. O

Ganz konkret lassen sich die Losungen eines linearen Gleichungssystems ermit-
teln, indem man

e je eine Zeile mit einem Skalar ungleich Null multipliziert,
e cine Zeile von einer anderen abzieht,
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e Zeilen vertauscht[™]

Man beachte, dass man durch Kombination der ersten beiden Operationen auch
das A-fache einer Zeile von einer anderen Zeile abziehen kann: Dazu multipliziert
man die erste Zeile mit A und zieht diese dann von der zweite Zeile ab, bevor man
die erste Zeile wieder mit 1/A multipliziert. In der Praxis wird man dies wohl in
einem Schritt ausfithren.

Im Gleichungssystem vom Beginn dieses Teilkapitels mag man etwa die dritte
Zeile mit —1/2 multiplizieren und dann die erste Zeile von der zweiten sowie von
der dritten abziehen. Dies fithrt auf das Gleichungssystem

T+ 2y — z=—1,
2z = 4,
—5/2-y+1/2-z2= 1,
welches (wie wir auch noch zeigen werden) dieselbe Losungsmenge hat. Nun multi-

plizieren wir die dritte Zeile mit —2/5 und die zweite Zeile mit 1/2. Dann vertau-
schen wir die zweite und dritte Zeile. Dies ergibt

T+ 2y — z= -1,
y—1/5-2=-2/5,
z= 2.

Es lédsst sich nun von unten nach oben ablesen, dass die einzige Lésung durch z = 2,
y =0 und x = 1 gegeben ist. Wir werden sehen, dass sich die angegebenen Umfor-
mungen durch Multiplikation mit geeigneten Matrizen realisieren lassen. Hierfiir ist
es niitzlich, zunédchst eine Ringstruktur auf K”*™ zu etablieren. Wir werden diese
spater im Kontext des Dualraums noch aus einer anderen Perspektive versténdlich
machen (vgl. auch den letzten Absatz von Kapitel .

Definition 3.1.8. Fiir M = (u;;) und N = (v;;) aus K™*" (also 1 <4 < m und
1 < j < n) erklidren wir die Addition und die Multiplikation mit einem Skalar A € K
durch M + N = (pi; + vi5) und A - M = (X - p35). Im Fall von m = n sei weiter
1 = (\;) € K™ die Einheitsmatrix mit A\;; = 1 und A;; = 0 fiir ¢ # j.

Als Ubung mége man sich von den folgenden Tatsachen iiberzeugen.

Proposition 3.1.9. (a) Mit der obigen Addition und Skalarmultiplikation ist K™*"
ein K-Vektorraum.

(b) Mit der Addition und Multiplikation von Matrizen (siehe Definition
und die folgenden Ergebnisse) ist K™*™ ein Ring mit der Einheitsmatriz als Eins.

Wie oben versprochen, kénnen wir nun die Matrizen angeben, die fiir die Um-
formung von Gleichungssystemen bendtigt werden.

Definition 3.1.10. Fiir 1 < k,I < n definieren wir Ey; = (e;;) € K™ durch
er; = 1 und e;; = 0 fir (¢,7) # (k,1). Fir A € K\{0} und k # [ setzen wir

"Das angegebene Vorgehen wird manchmal als Gaufisches Eliminationsverfahren oder auch als
Gauf-Jordan-Verfahren nach Carl Friedrich Gaufl und Wilhelm Jordan bezeichnet. Verfahren
dieser Art tauchen aber beispielsweise auch bereits um das Jahr 0 in chinesischen Quellen auf.
Wir werden in Lemma [3.1.12] zeigen, dass Zeilenvertauschungen prinzipiell verzichtbar sind, weil
sie durch die beiden anderen Operationen simuliert werden kénnen.
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Sk =1— Eu,

Py =1—Exx — Ey+ Ep + Eig.
Matrizen dieser drei Typen nennen wir Elementarmatrizen.

Fiir das Gleichungssystem vom Beginn dieses Teilkapitels (bezeichnet durch die
Matrix M) gilt

10 0 1 2 -1 12 -1
Ms _ypp-M={0 1 0 |-|1 2 1 |=[1 2 1
00 —1/2 -2 1 1 1 —1/2 —1/2

Wie im Abschnitt nach wurde also hier die dritte Zeile mit —1/2 multipliziert.
Weiter ergibt sich

1 00 1 2 -1
Sig-Sia-Ms 1/5-M=S15-[-1 1 o) -[1 2 1
0 0 1 1 -1/2 —1/2
1 2 -1 1 2 -1
=S3-{0 0 2 |=(o o 2
1 -1/2 —1/2 0 —-5/2 1/2

Hier wurde also — wie vorher bei der Losung des Gleichungssystems — die erste von
der zweiten und von der dritten Zeile abgezogen. Schliefflich erhalten wir

1 0 0 1 2 -1 1 2 -1
P273'Sl’3'51’2'M37_1/2'M: O O 1 . 0 O 2 == 0 —5/2 1/2 B
010 0 —-5/2 1/2 0 0 2

wobei also die zweite mit der dritten Zeile vertauscht wurde. Oben hatten wir die
beiden letzten Zeilen noch mit —2/5 bzw. 1/2 multipliziert, was sich durch Matrix-
multiplikation mit My _g/5 und M3 ;/, realisieren lédsst. Man mdge sich nun auch
vom allgemeinen Fall {iberzeugen:

Lemma 3.1.11. Fir N = (v;;) € K™*" gilt

. A 14 Zfl = k,
Myx - N = (pij)  with  pi; = ! ‘
Vij otherwise,

v — vk ifi=1
S]cl -N = (O'ij) with 045 = g kg f 7
Vij otherwise,
Vi ZfZ = k,
Pkl -N = (7Tij) with 5 = VEj ZfZ = l,
vij  otherwise.

Wie in Fufinote [75] versprochen, lassen sich Zeilenvertauschungen durch die an-
deren Operationen simulieren:

Lemma 3.1.12. FEs gilt
Pro=M; 1Sk - Mj,—1-Sik - My —1 - St

Beweis. Wir weisen nach, dass die Matrizen auf beiden Seiten bei Multiplikation
mit den Einheitsvektoren e; dasselbe Ergebnis liefern (und also gleiche Spalten
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haben). Dies ist nur fiir 7 € {k, [} interessant. Hier gilt Py;-ex = ¢; und Py -e; = ey.
Das vorige Lemma liefert auflerdem

Syi-ex =er —e; und Ski - er = ey,
M, _1-(ex —e) =er+e und M _1-e = —¢,
Sik - (e +e1) = ¢ und Sik - (—e)) = ex — ey,
M _1-e=—¢ und M; _q - (ep —e1) = ep + €1,
Sk - (—e;) = —¢ und Ski - (ex +€1) = ey,
M _1-(—e) =¢ und M _1- e, =ey.
Durch das Produkt der Matrizen werden also e; und e; vertauscht. ([l

In der Beispielrechnung vor Lemma haben wir die Umformungen nur
fiir die linke Seite der Gleichung M - v = w ausgeschrieben und also nur £ - M
fiir bestimmte Produkte E von Elementarmatrizen angegeben. Das ist insofern
sachgemaf, als die Wahl der Elementarmatrizen nur von der Form von M und
nicht von w abhéingt. Wendet man die Umformungen auf beide Seiten an, so erhélt
man die Gleichung

E-M-v=F- w.
Um zu zeigen, dass diese dieselbe Losungsmenge hat, betrachten wir den folgenden
Begriff. Man beachte, dass Theorem die Wohldefiniertheit sichert.

Definition 3.1.13. Man nennt M € K™*" invertierbar, wenn Abb(M) : K™ — K"
ein Isomorphismus ist. In diesem Fall definiert man die Matrix M ~! € K™*™ durch
die Setzung Abb(M~1) = Abb(M)~!. Wir schreiben GL,(K) fiir die Menge der
invertierbaren Matrizen in K™*™.

In Anbetracht von Beispiel [L.2.4(b) m6ge man sich von folgendem iiberzeugen.

Proposition 3.1.14. Die Menge GL,(K) mit der Matrizmultiplikation ist eine
Gruppe, wobes 1 neutral und M~ invers zu M ist.

Eine geschlossene Formel fiir die Inverse einer Matrix wird sich im néchsten
Teilkapitel mittels Determinanten ergeben. Alternativ kann die Inverse mit einem
Algorithmus zur Losung linearer Gleichungssysteme bestimmt werden, wie wir noch
im vorliegenden Teilkapitel sehen werden.

Lemma 3.1.15. Fiir M,N € GL,(K) gilt (M - N)"' =N-1. M~
Beweis. Mit Lemma [1.1.8| erh&lt man
Abb ((M - N)™') = Abb(M - N)~' = (Abb(M) o Abb(N)) "~
= Abb(N)~" o Abb(M)~' = Abb (N~') o Abb (M~") = Abb (N~'- M~1).
Wegen Theorem folgt die Behauptung. O

1

Fiir das Losen linearer Gleichungssysteme ist folgendes entscheidend.
Proposition 3.1.16. Jede Elementarmatrix ist invertierbar.
Beweis. Es geniigt, zu jeder Elementarmatrix £ € K"*" eine Matrix E/ € K"*"
mit £ - E' = 1 zu finden. Dann ist ndmlich Abb(E) o Abb(E’) = Abb(1) die
Identitét. Somit ist Abb(F) : K™ — K™ nach Lemma surjektiv und nach
Proposition [2.4.19| dann schon ein Isomorphismus.
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Aus Lemma 3.1.11|ergibt sich direkt My - My, 17y = 1 = Py - Py (beachte A # 0
laut Definition [3.1.10]), was man unter Verwendung von Proposition und

FE; wenn j =k,
Eij - B = { !
0 sonst

auch explizit nachrechnen kann. Fiir die Elementarmatrix Sg; hat man wegen k # [
(laut Definition [3.1.10) zunéchst E = 0 und also S, - (1 + Ey) = 1 — E3 = 1.
O

Wie versprochen, kénnen wir folgern, dass unsere Zeilenoperationen die Losungs-
menge eines linearen Gleichungssystems nicht &ndern.

Korollar 3.1.17. Man betrachte M € K™*"™ und w € K". Fiir jede Elementar-
matriz E € K™>™ gilt dann

Lsg(M,w) = Lsg(E - M, E - w).
Beweis. Man hat
M-v=w=E-Mv=FE-w=Mv=E'E-M-v=E"1E w=uw,
wobei die vorige Proposition die Existenz der Inversen sichert. (I

Es bleibt zu zeigen, dass jede Matrix durch Multiplikation mit Elementarmatri-
zen in Stufenform gebracht werden kann. Im folgenden ist s(i) intuitiv die Position
des ersten Eintrags ungleich Null in der i-ten Zeile, wobei wir s(i) = n + 1 setzen,
wenn es keinen solchen Eintrag gibt.

Definition 3.1.18. Eine Matrix M = (\;;) € K™*" ist in Stufenform, wenn fiir

s(i) = sp(i) =min ({j € {1,...,n} : \ij #0} U{n+1})
jeweils s(i) < s(i+ 1) oder s(i) = n+ 1 = s(i + 1) gilt. Sie ist in normierter
Stufenform, wenn fiir (i) < n + 1 zusétzlich A; ;) = 1 gilt.

Das Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme kann nun wie folgt beschrie-
ben werden.

Theorem 3.1.19. Fiir jedes M € K™*™ gibt es Elementarmatrizen E € K™*™,
fur die Ey - ... E1 - M in normierter Stufenform ist.

Beweis. Fiir eine einheitliche Darstellung schreiben wir ¢ <,, j, wenn i < j <n-+1
oder i = n+1 = j gilt. Per Induktion tiber ¢« < m wéhlen wir Elementarmatrizen Ej,
so, dass fiir N (i) = Eyy - ... E1 - M gilt:

(i) esist sn()(1) <n ... <n sn@)(E) und sy (1) <n sn()(F) fir i < j <m,

(ii) fir 1 <@’ <4 mit sy)(¢) < n hat man Ay ;6 = 1.
Als Induktionsanfang betrachten wir ¢ = 0, wo nichts zu zeigen ist. Im Induktions-
schritt wihlen wir j € {i+1,...,m} so, dass sy(;)(j) kleinstmdglich ist. Gilt dabei
sn@)(J) = n+1, so sind wir fertig. Im Folgenden nehmen wir sy;(j) < n an. Fiir
N := P;y1;- N(4) gilt dann neben sy (1) < ... < sny(i+1) auch sy (i +1) < sn(j)
fir i + 1 < j < m (wie auch im Folgenden unter Verwendung von Lemma [3.1.11)).
Sei J die Menge aller j € {i+1,...,m} mit sy(j) = sy(i+1). Fiir j € J sei A(j) der
Eintrag von N an der Position (j, sy (j)). Wir normieren nun die entsprechenden
Zeilen J durch Multiplikation mit den Matrizen M;,5(;) fiir j € J. Schliefllich
ziehen wir durch Multiplikation mit S;4q ; fiir j € J\{i + 1} jeweils die (¢ + 1)-te
von der j-ten Zeile ab. Das resultierende Produkt N (i + 1) erfiillt (i) und (ii). O
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Im Fall des obigen Theorems ist der Beweis mindestens so wichtig wie das Ergeb-
nis. Er ist ndmlich konstruktiv und liefert ein explizites Verfahren fiir die Losung
von Gleichungssystemen. In der Praxis wird man das Verfahren wohl abkiirzen (in-
dem man etwa nicht an jeder Stelle normiert) und anders notieren (némlich nicht
mittels Elementarmatrizen sondern mit den gewohnten Zeilenumformungen). Wel-
che Information anhand der normierten Stufenform ablesbar ist, ldsst sich durch
ein Beispiel am besten erkliren.

Beispiel 3.1.20. Man betrachte die Matrix

1 2 0
M=|0 0 1] eR3.
00 0

GemiB Bemerkung [2.4.15| gilt rank(M) = 2. In der Tat gilt allgemein rank(N) = k,
wenn N in Stufenform ist und genau k Zeilen hat, in denen nicht alle Eintrage
Null sind. Zum einen sind ndmlich die k& Spalten, welche jeweils den ersten Eintrag
Eins einer Zeile enthalten, linear unabhéingig (wie man priifen mége). Zum anderen
erhélt man aus einer linear unabhéingigen Menge von Spalten durch Weglassung
der letzten n — k Zeilen (nur Eintrsige Null) eine linear unabhiingige Menge im R¥.

Aus dem Rang lésst sich mit Korollar 3.1.6] und der Dimensionsformel die Di-
mension der Losungsmengen ermitteln. Im vorliegenden Fall ergibt sich

Lsg(M,w) #0 = dim(Lsg(M,w)) = dim(R?) — rank(M) = 1.
Weiter gilt Lsg(M,w) = @ genau dann, wenn der dritte Eintrag von w ungleich
Null istm Fiir w = (wy,ws,0)7 ist vy := (w1,0,w2)T eine spezielle Losung der
Gleichung M - vy = w. Weiter besteht Lsg(M, 0) aus genau den Vektoren (x,y,2)"
fiir die z = 0 und z = —2y gilt. Mit Lemma erhilt man also

)

w1 w1 -2
Lsg | M, | w2 =1 0 | + Span 1
0 w9 0

Im Fall von invertierbaren Matrizen kénnen wir das Ergebnis noch verbessern:

Theorem 3.1.21. Eine Matriz in K™*" ist invertierbar genau dann, wenn sie sich
als Produkt von Elementarmatrizen schreiben ldsst.

Beweis. Produkte von Elementarmatrizen sind wegen Proposition [3.1.14]und [3.1.16|
invertierbar. Umgekehrt finden wir fir M € GL,(K) wegen Theorem ein
Produkt F von Elementarmatrizen, fiir das E - M in normierter Stufenform ist.
Dabei ist E - M wieder invertierbar und kann also keine Zeile enthalten, in der
alle Eintrdge Null sind (mit dem Argument aus Beispiel . Es muss dann also
E-M = (M) mit \j; =1 und A\;; = 0 fur ¢ > j gelten (‘obere Dreiecksform’). Wir
miissen nun durch weitere Multiplikationen mit Elementarmatrizen erreichen, dass
auch die Eintrdge \;; mit ¢ < j auf Null gesetzt werden (ohne dass die anderen
Eintrége sich &ndern). Nehme dazu zunéchst an, dass Ap,_1, # 0 gilt. Wir kénnen

"6Hierbei ist zu beachten, dass man M in einer Anwendungen wohl als M = E-N fiir ein Produkt E
von Elementarmatrizen erhalten hat. Dann ist also Lsg(N,w’) = Lsg(M, E - w’) = () genau dann,
wenn der dritte Eintrag von E-w’ ungleich Null ist, woraus man noch eine fquivalente Bedingung
an w’ herleiten muss (indem man etwa E~! bestimmt und dann E~!-(w/, w),0)7 in Abhéngigkeit
von w} € R berechnet).
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diesen Eintrag Null setzen, indem wir von der vorletzten Zeile das 1/X,—1 »-fache
der letzten Zeile abziehen. Wie im Absatz nach Korollar erklért, lasst sich
dies in der Tat durch ein Produkt von Elementarmatrizen bewerkstelligen. Analog
setzt man alle relevanten Eintrige von unten nach oben auf Null. Insgesamt erhélt
man also Elementarmatrizen Fj mit

E-...-E-M=1.
Entsprechend gilt
M=(E-....B) ' =F"....E "

wobei wir Lemma [3.1.15| verwendet haben. Laut dem Beweis von Proposition [3.1.16
sind M, )\1 = My 1/» und Pk_l1 = Pj,; wieder Elementarmatrizen. Aufgrund desselben
Beweises erhalten wir

Mg 18k My _1=(1-2-E)- (L—Ey,)- (1 —2- Egy)
=(1—-2-Epx)- (1 -2 Epp — B +2- Ey)
=1-2-Ep— E+2 Epp—2 B +4- B = 14 Ey = S,

sodass also auch S k_ll ein Produkt von Elementarmatrizen ist. O

Auch bei diesem Theorem ist der Beweis mindestens so wichtig wie das Resultat.
Fiir M € GL,,(K) liefert er einen Algorithmus zur Bestimmung eines Produktes E
von Elementarmatrizen mit £ - M = 1. Dieser berechnet also £ = M~!. In der
Praxis mochte man mit Zeilenumformungen rechnen und die Elementarmatrizen
aus E nicht explizit notieren. Als Trick bietet es sich an, die Zeilenumformungen
nicht nur auf M sondern parallel auf 1 anzuwenden. Hat man F - M = 1 erreicht,
so gilt gleichzeitig natiirlich £ - 1 = E. Die Anwendung der Zeilenumformungen
auf 1 bieten also eine Moglichkeit, die Matrix E zu bestimmen. Wir machen dies
wieder anhand eines Beispiels verstéandlich.

Beispiel 3.1.22. Wir beginnen mit dem Schema

1 -1]1 0
2 1101

Indem wir das Zweifache der ersten von der zweiten Zeile abziehen, erhalten wir

1 -1] 1 O
0 3 |-21

Wenn wir die zweite Zeile durch drei teilen und zur ersten addieren, ergibt sich

1 0| 1/3 1/3
0 1|-2/3 1/3

G (- ()

Alternativ kann man das Verfahren zur Bestimmung der Inversen so interpre-
tieren, dass wir simultan die Gleichungen M - v; = e; fiir alle Einheitsvektoren e;

Man erhilt also
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lésenm Fiir N = (v1] ... | vy) gilt dann also
Abb(M) o Abb(N)(e;) =M -N-e; =M -v; = e;.
Hieraus folgt Abb(IN) = Abb(M)~! = Abb(M~!) und also N = M.

3.2. Die Determinante. In diesem Teilkapitel betrachten wir die sogenannte De-
terminante det : K™*™ — K, mit der sich insbesondere testen ldsst, ob eine Matrix
invertierbar ist. Die Determinante hat viele weitere Anwendungen in der linearen
Algebra und in anderen Gebieten. Beispielsweise liefert die Determinante in der
Analysis Aufschluss iiber lokale Extrema von Funktionen f :R™ — R in mehreren
Veranderlichen.

Wir fithren die Determinante zunéchst iiber ihre charakteristischen Eigenschaf-
ten ein, wie sie durch das folgende Resultat gegeben sind. Spéater werden wir sehen,
wie sich Determinanten konkret berechnen lassen.

Theorem 3.2.1. Es gibt genau eine Funktion A : (K™)™ — K mit den folgenden
Eigenschaften:

(i) fiir die Finheitsvektoren e; gilt
Aler,...,en) =1,

(1t) es gilt A(vi,...,v,) =0, wann immer es i < j gibt mit v; = vj,
(i1i) die Abbildung A ist multilinear, das heifit, fir 1 <i < n und feste Vektoren
Viy.. 3 0i—1,Vi415-..,Un st
K'sovm— A(vl,...,vi_l,v,vi+1,... ,Un) eK

stets eine lineare Abbildung.

Bevor wir das Theorem beweisen, merken wir an, dass A(vy, ..., v,) zumindest
intuitiv das Volumen des von vy, . . ., v, aufgespannten Parallelepipeds ist (vgl. auch
die untenstehenden Bemerkungen zu negativen Werten). In der Tat sollte klar sein,
dass ein solches Volumen (wenn es denn iiberhaupt definierbar ist), die Eigenschaf-
ten (i) bis (iii) haben sollte. Insbesondere méchte man mit (ii), dass eine Figur,
welche nicht die volle Dimension des Raumes ausschopft, Volumen Null hat (sodass
etwa ein zweidimensionales Parallelogramm innerhalb des dreidimensionalen Raum-
es kein Volumen hat). Hiermit ist auch bereits angedeutet, wie der oben erwihnte
Test auf Invertierbarkeit funktioniert, da eine Matrix M ja genau dann invertierbar
ist, wenn ihre Spaltenvektoren eine Figur voller Dimension aufspannen.

Fraglich mag einzig sein, ob man wie in (iii) auch negatives Volumen zulassen
oder Betrige nehmen mochte. Hier ist zunéchst anzumerken, dass man in allge-
meinen Korpern ohnehin kein Vorzeichen ausmachen kann (denn in Fo = B gilt

etwa 1 = —1). Aber auch iiber Kérpern wie R ist es sinnvoll, negative Werte von
A(vy,...,vy) zuzulassen. Das Vorzeichen kann dann ndmlich als Orientierung der
durch vy, ...,v, aufgespannten Figur gedeutet werden, was unter anderem fiir die

erwihnte Anwendung in der Analysis relevant ist. Das folgende Ergebnis zeigt, dass
die Orientierung sich bei der Vertauschung von zwei Vektoren &ndert.

"THierbei verwendet man, dass die Zeilenumformungen, die man zur Losung des Gleichungssys-
tems M -v = w verwendet, nur von M und nicht von w abhéngen (wie bereits vor Definition|3.1.13]
bemerkt).
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Lemma 3.2.2. Hat A die Eigenschaften (i) und (iii) aus dem vorigen Theorem,
so gilt fiir 1 <i < j <n stets
A1, Ve 1, U5, Vil o+ V=1, Vi, VgL, - - -5 Un) = —A(V1,. .., Up).
Beweis. Wir schreiben
fo,w) = A(v1, ..o, Ve 1,0, Vi1, -+, Ujm 1, Wy Vjig 15 - -+ Up)e
Man erhélt dann
0= f(vi +vj,vi +v;) = fvi,v; +v5) + f(vj, 05 +v5)

= f(vi,vi) + f(vi,v5) + f(vj,05) + f(vj,05)

= f(vi, v;) + f (v, vi)-
Es folgt f(vj,v;) = —f(vs,v;), wie gewlinscht. a

In Kérpern wie R, in denen z + x = 0 stets x = 0 impliziert, folgt auch umge-

kehrt (ii) aus der Eigenschaft im Lemma: Hat man namlich ¢ < j mit v; = v, so
liefert die Vertauschung der beiden gleichen Vektoren

Avy,...,vn) = =A(v1, ..., 0p)

und also A(vy,...,v,) + A(vy,...,v,) = 0. Hingegen ist die Eigenschaft aus dem
Lemma etwa im Korper B = Fy (vgl. Definition [1.2.1]) schwiicher als (ii). Beispiels-
weise sind fiir A : B? — B mit

A <(Z;) ’ (2)) = (a1 +a2) - (b1 + b2)

die Eigenschaften (i) und (iii) sowie die Eigenschaft aus dem Lemma erfiillt (da man
in B stets © = —x hat), withrend (ii) verletzt ist (da némlich (14+0)-(14+0)=1#0
auch in B gilt)m

Beweis von Theorem [3.2.7l Um die Eindeutigkeit nachzuweisen, betrachten wir zwei
Funktionen A und A’, welche die gegebenen Bedingungen erfiillen. Wir miissen
A(v) = A'(v)

fiir beliebiges v = (v1, . .., v, ) zeigen. Hierfiir betrachten wir sukzessive allgemeinere
Fille. Im ersten Fall gelte v; = 0 fiir ein ¢. Mit der Multilinearitdt erhélt man dann
A(7) = 0 = A'(v), wie im Beweis von Lemma Im zweiten Fall gelte jeweils
V; = eq(; fiir eine Funktion 7 : {1,...,n} — {1,...,n}. Ist 7 nicht injektiv, so
liefert Bedingung (ii) wieder A(7) = 0 = A/(7). Wir betrachten nun den Fall, in
dem 7 injektiv und also bijektiv ist. Hier argumentieren wir per Induktion iiber |I,|
fiir

I ={(,j):1<i<j<nund (i) > 7(j)}
Gilt |I;] = 0, so hat man jeweils 7(i) = ¢ und also A(?) = 1 = A/(7) gemis
Bedingung (i). Fiir den Induktionsschritt mit |I;| > 0 wihlen wir ein beliebiges
Element (ig, jo) € I. Betrachte die Bijektion p: {1,...,n} — {1,...,n} mit

7(jo) wenn i = g,

p(i) = ¢ m(ip) Wenn i = jo,
m(i)  sonst.

"8Djeses Gegenbeispiel habe ich aus Vorlesungsnotizen von Jens Jordan iibernommen.
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Um die Induktionshypothese anwenden zu kénnen, zeigen wir |I,| < |I|. In Anbe-
tracht von (ig, jo) ¢ I, definieren wir f : I, — I:\{(é0, jo)} durch

f((@,5)) = (4,5) wenn 4,5 & {io, jo},
f((k,i0)) = (k,jo) und  f((k,jo)) = (k,i0) fir Kk <dio,
f((io, k) = (io, k) und  f((k,jo)) = (k,jo) flr do <k < jo,
f((io, k) = (Jo. k) and  f((jo, k)) = (i0, k) fiir jo <k.
Um zu priifen, dass die Werte von f in I; liegen, beachte man etwa
(ivio)el, = =(i)=p()>plio) = lio) = (irjo) € L.
Wegen (ig, jo) € I gilt fiir ig < k < jo auBlerdem
(to,k) € I, = w(ig) > m(jo) = plio) > p(k) =7(k) = (io,k) € I.
Die restlichen Félle iiberlassen wir als Ubung. Weiter mége man sich iiberzeugen,
dass f injektiv ist. Wir kénnen nun die Induktionshypothese anwenden. Mit Lem-
ma erhalten wir (immer noch fiir o = (vy,...,v,) mit v; = er(;)) die Glei-
chungen
A(0) = Aler(r)s - en(n) = ~A(€p1)s -+ €p(m))
=—A(ep1)s--r€pn)) = A (Ex(1)s - En(n)) = A'(D).

Als Grundlage fiir ein spéteres Argument zeigen wir an dieser Stelle noch, dass |1,
genau dann gerade ist, wenn || ungerade ist. Man betrachte

K ={keN:iy<k<jound 7(ig) > (k) > n(jo)}
und iiberzeuge sich von
img(f) = Ix\({(io. jo)} U {(io, k) : k € K} U{(k,jo) : k € K}).
Hieraus ergibt sich
(Lol = x| =1 =2-|K].

Im dritten und etwas allgemeineren Spezialfall sei jeweils v; = A; - er(;) fiir eine
Funktion 7 : {1,...,n} — {1,...,n}. Wir zeigen A(¢) = A’(¢) durch Induktion
iber |{i : A; # 1}|. Ist diese Grofie Null, so sind wir im zuvor behandelten Fall.

Anderenfalls wihlen wir ein ¢ mit A; # 1. Mit der Multilinearitit erhalten wir
induktiv

A7) = A(Ul, e Vi1, it (i), Vit Ly - - - »’Un)
= >\1, : A(Ulv' . 7viflae7r(i)avi+17' <. 7Un)
= )\1, ' A/(’Ul, sy Vi1 €x(i), Vitls - - - ,’Un) = AI(/E)

SchlieBlich beweisen wir A(v) = A’(7) allgemein. Dazu schreiben wir temporér
#uv fiir die Anzahl der von Null erschiedenen Eintrége eines Vektors v € K™. Wir
argumentieren nun per Induktion iiber #v; + ... + #wv,. Sind wir in keinem der
zuvor behandelten Fille, so gibt es ein ¢, fiir das wir v; = u+ w mit #u, #w < #v;
schreiben konnen. Erneut mit der Multilinearitéit ergibt sich induktiv

A(@) = A(Ul,...,Ui,l,u+w,vi+1,...,vn)
= A(Ul,...,Ui_l,u,vi_,_l,...,vn) —|—A(v1,...,vi_l,w,vi+1,...,vn)
= A(V1, Ui 0 Vi, Un) A (VL W, Vo) = A(D).

Dies schliefit den Beweis der Eindeutigkeit ab.
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Fiir die Existenz definieren wir geeignete Funktionen A, : (K™)" — K per
Rekursion iiber n. Hat man n = 1, so lassen sich die Vektoren in K™ eindeutig
als \ - eq schreiben. Wir setzen

A1()\-€1) =\

Man moge priifen, dass dies die Bedingungen aus Theorem erfiillt. Als Vor-
bereitung auf den Rekursionsschritt definieren wir

hd(v) = A und t1(v) := (Aa, ..., Apy1)' € K™ fiir v = (A1,..., Apy1)' € K7L

Nun definieren wir A, 11(v1,...,v,+1) rekursiv als
n+1 )
Z(_1)1+] ! hd(’U]) ' An(tl(’ul)a s 7t1(vj—1)3 tl(”j-‘rl)a s ,tl('l)n+1))-
j=1

Im Fall der Einheitsvektoren gilt hd(e;) = 1 und hd(e;) = 0 fiir j > 1. Weiter
hat man tl(ej+1) = e;. Bedingung (i) aus dem Theorem ist also induktiv erfiillt
vermoge

An—i—l (617 e ,€n+1) = (—1)1+1 . An(el, ey €n> =1
Fiir Bedingung (ii) betrachten wir o = (v1, ..., vy41) mit v; = v, fiir ein Paar von
Indizes ¢ < j. Da dann auch tl(v;) = tl(v;) gilt, ergibt sich induktiv

AnJrl(’D) = (—1)1-” . hd(vl) . An(tl(vl), . ,tl(vi,1)7 tl(vi+1)7 . ’t1<vn+1))
+ (—1)1+j . hd(’l}j) . An(tl(vl), . 7t1(1}j,1)7 tl(vj+1)7 N ,tl(’l}n+1)).

Die Listen der Argumente von A, lassen sich durch j —¢ — 1 Vertauschungen in-
einander iiberfithren (tausche v; aus der ersten Liste sukzessive mit vj_1,...,v41).
Mit Lemma [3:2.2] folgt somit

An(tl(vl), cotl(vim), tl(vigr), - - ,tl(vn+1))
= (=177 AL (th(v1), - tl(vim 1), (0 41), - - L (0ng))-
In Anbetracht von hd(v;) = hd(v;) hat man in A, 1(?) also einen Faktor
(=) (1 (C1) P = (1) 4 (—1)1H =0,

Dies ergibt A, 11(v) = 0, wie von Bedingung (ii) gefordert. Bedingung (iii) priift
man durch eine Rechnung, die wir zur Ubung iiberlassen. a
Die Determinante einer Matrix erkldren wir iiber die Spaltenvektoren M - e;.

Definition 3.2.3. Wir definieren det : K™*"™ — K durch
det(M) =AM -e1,...,M -e,)
mit der Funktion A aus Theorem [3.2.1] Fiir M = (\;;) € K™*" schreibt man auch
A1 .. An
det(M) = . :
At oee Aun
Die Abbildung Abb(M) : K™ — K™ ‘verzerrt’ den durch ey, ..., e, aufgespann-
ten Einheitswiirfel in das durch M - ey,..., M - e, aufgespannte Parallelepiped.

Gemifl der Bemerkung nach Theorem [3.:2.1] misst die Determinante, wie diese Ver-
zerrung das (orientierte) Volumen #éndert.
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Der Beweis der Existenz in Theorem [3.2.1] liefert einen rekursiven Algorithmus
zur Bestimmung von Determinanten. Dieser wird durch das folgende Resultat ex-
plizit gemacht. Tatséchlich wurde im Beweis von Theorem [3.2.1| nur der Fall i =1
betrachtet. Der allgemeine Fall ergibt sich analog, wobei allerdings zu beachten ist,
dass das Vorzeichen zwischen geraden und ungeraden Zeilen wechseln muss (da-
mit man stets A(ey,...,e,) = 1 erhélt). Wir werden spéter noch ein ergénzendes
Resultat beweisen, bei dem nach Spalten statt nach Zeilen entwickelt wird.

Theorem 3.2.4 (Laplacescher Entwicklungssatz, Teil 1@ Die Determinante ei-
ner Matriz M = (p;5) € K™*™ mit n > 1 lisst sich fir 1 < i < n durch Entwicklung

nach der i-ten Zeile bestimmen als
n

det(M) =Y (=1)"7 - py; - det (M),

Jj=1

wobei M;; € K@=0x(=1) qus M entsteht, indem man die i-te Zeile und die j-te
Spalte streicht.

Fiir niedrige Dimension geben wir konkrete Formeln an:

Beispiel 3.2.5. Es gilt

ay by

as bo| (=)™ ag - [bo| + (1) by - |az| = a1 - by — az - by

Weiter hat man

aq b1 6] ag b2

C3 as

C2 G2

2
+cp -
bs c3

co as bo|=aq-
b3 C3 as

=ar- (aza:s - 0352) —by- (02613 - bsbz) +ci- (6203 - bgaz)

= aia20a3 + b1b2b3 + c1c2Cc3 — bg(I,QC] — Cgblag — aq (‘;;[)3.
Durch die Benennung und farbliche Markierung der Eintrége sollte hier gut ersicht-
lich sein, wie die Haupt- und Nebendiagonalen durchlaufen werden. Die Formel fiir

Matrizen der Dimension 3 x 3 ist bekannt als Regel von Sarru@ (oder manchmal
aus mnemotechnischen Griinden auch als Lattenzaun-Regel).

Fiir Matrizen in oberer oder unterer Dreiecksform ergibt sich die Determinante
als Produkt der Diagonalelemente, wie man gut anhand eines Beispiels sehen kann:

Beispiel 3.2.6. Durch Entwicklung nach Zeilen — von der letzten hin zur ersten —
ergibt sich

ap b o b
2 C2
0 bg Coy| = aq - 0 = albg . |C3| = a1b203.
C3
0 0 C3

Fiir untere Dreiecksmatrizen entwickelt man entsprechend von der ersten hin zur
letzten Zeile.

Wir haben zuvor angemerkt, dass det(M) misst, wie stark M — oder genauer
die assoziierte Abbildung Abb(M) — den Einheitswiirfel verzerrt. Tatséichlich ist es
willkiirlich, hier den Wiirfel zu betrachten. Wir kénnten als Ausgangspunkt genauso

"Nach Pierre-Simon Laplace.
80Nach Pierre Frédéric Sarrus.
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gut ein anderes Parallelepiped betrachten und dessen Verzerrung messen. Diese Be-
obachtung hilft bei der geometrischen Interpretation des folgenden Theorems: Das
Produkt det(M)-det(N) misst die Verzerrung, welche die Komposition von Abb(M)
und Abb(N) in zwei Schritten bewirkt. Wegen Abb(M) o Abb(N) = Abb(M - N)
entspricht dies aber gerade der Verzerrung durch M - N.

Theorem 3.2.7. Fir alle M, N € K"*" gilt det(M - N) = det(M) - det(N).

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall, in dem N eine Elementarmatrix ist. Die
Matrix My enthélt nur Eintrige auf der Diagonalen, wobei ein Eintrag gleich A
ist und die iibrigen Eintrdge Eins sind. Mit dem vorigen Beispiel hat man al-
so det(My ») = A. Die Matrix M - My, erhélt man aus M, indem man die k-te
Spalte von M mit A\ multipliziert (so wie sich die Multiplikation von links laut
Lemma auf die k-te Zeile auswirkt). Wegen der Multilinearitit der Determi-
nante folgt also

det(M . Mk,\) =\ det(M) = det(M) . det(Mk)\).

Fiir k¥ # [ hat man weiter det(Sk;) = 1, da alle Eintrége auf der Diagonalen Eins
sind und man abseits der Diagonalen nur einen Eintrag ungleich Null hat, sodass
die Matrix in Dreiecksform ist. Die Matrix M - Sy; entsteht aus M, indem man die
I-te Spalte von der k-ten Spalte abzieht. Sei M’ die Matrix, die aus M entsteht,
wenn man die k-te Spalte durch die I-te Spalte ersetzt. Da M’ dann zwei gleiche
Spalten hat, gilt det(M’) = 0. Zusammen mit der Multilinearitét erhélt man

det(M - Sg;) = det(M) — det(M') = det(M) = det(M) - det(Sk;).

Die Elementarmatrizen Pj; miissen wir wegen Lemma [3.1.12| nicht beriicksichtigen
(wobei man mit dem Lemma det(Py;) = —1 erhélt, was der Tatsache entspricht,
dass in M - Py; zwei Spalten vertauscht sind).

Wir betrachten nun den allgemeineren Fall, in dem NN eine beliebige invertierbare
Matrix ist. Theorem [3.1.21] liefert N = E; - ... - Ey fiir Elementarmatrizen E;. Es
ergibt sich

det(M - N)=det(M-FEy-... - Ex_1) - det(Eg)

=...=det(M)-det(E7) ... det(Ey)

= det(M) . det(E1 . Eg) . det(Eg) et det(Ek)

=...=det(M) - det(N).
Abschliefend untersuchen wir den Fall, in dem N nicht invertierbar ist. Hier ist
Abb(N) und also auch Abb(M - N) = Abb(M) o Abb(N) nicht injektiv, sodass
M - N ebenfalls nicht invertierbar ist. Es geniigt also, wenn wir zeigen, dass fiir
N ¢ GL,,(K) stets det(N) = 0 gilt. Wir schreiben v; fiir die Spalten N - ¢; von N.
Im nicht invertierbaren Fall kénnen wir einen der Vektoren vy, ..., v, als Linearkom-

bination der anderen schreiben.Wir diirfen also etwa v,, = Z?;ll A; - v; annehmen.
Die Multilinearitidt und Eigenschaft (ii) aus Theorem liefern

n—1
det(N) = Z )\z . A(’Ul, . 7'Un—1;71i) = O,
i=1

wie gewiinscht. (Il

Es ergibt sich nun der folgende Test auf Invertierbarkeit.
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Korollar 3.2.8. Fir M € K™*™ hat man
M € GL,(K) & det(M) #0.
Weiter ist det(M~1') = 1/det(M) fiir alle M € GL,,(K).

Beweis. Im vorigen Beweis haben wir schon die (Kontraposition der) Richtung von
rechts nach links gezeigt. Ist umgekehrt M invertierbar, so fithrt das Theorem auf

1 = det(1) = det(M) - det(M 1),
sodass in der Tat det(M) # 0 und det(M~1!) = 1/ det(M) gelten muss. O

Tatsédchlich ist die Determinante mit der Multiplikation nicht nur vertréglich
sondern sogar in einem hohen Mafl durch ihre multiplikative Struktur charakte-
risiert, wie das néchste Theorem zeigt. Um dieses zu formulieren, fithren wir den
folgenden Begriff ein@

Definition 3.2.9. Eine Funktion h : G; — G2 zwischen Gruppen (G, o;) heifit
Homomorphismus, wenn h(g o1 g') = h(g) o2 h(g') fiir alle g, g’ € G gilt.

Wir halten die folgenden elementaren Eigenschaften fest.

Lemma 3.2.10. Fir jeden Gruppenhomomorphismus h : Gy — Go gilt

(a) h(e1) = eq fiir die neutralen Elemente e; € G,
(b) h(g=*) = h(g)~* fiir alle g € G.

Beweis. (a) Dies gilt wegen der Eindeutigkeit des neutralen Elements oder explizit
wegen

€9 O9 h(€1) = h(el) = h(€1 01 61) = h(el) O9 h(el),

woraus die Aussage durch Kiirzen folgt.
(b) Dies folgt aus der Eindeutigkeit des inversen Elements oder explizit mit

h(g~') = ez 00 h(g™") = h(g) " o2 h(g) 02 h(g™")
=h(g) ' osh(go1g7") =h(g) ' o2 h(er) = h(g) ' o2 ea = h(g)~",

wobei wir Teil (a) verwendet haben. O

Das folgende Ergebnis zeigt insbesondere, dass die Determinante die stérkste
Invariante auf invertierbaren Matrizen ist, welche sich mit der Multiplikation ver-
tragt. Hat man im Folgenden némlich det(M) = det(N) mit M, N € GL,(K), so
folgt D'(M) = hoD(M) = hoD(N) = D'(N). Also kann kein Homomorphismus D’
zwischen Matrizen unterscheiden, die nicht schon von det unterschieden werden.

Theorem 3.2.11.@ Sei D : GL,(K) — K* die Einschrinkung der Determinan-
te auf invertierbare Matrizenﬂ wobei wir K* = K\{0} als multiplikative Gruppe

81\ an vergleiche mit Definition fiir den Fall von Vektorrdumen.

82Der Autor des vorliegenden Skripts kennt dieses Resultat aus dem Buch von Bertram Hup-
pert und Wolfgang Willems, Lineare Algebra, Vieweg+Teubner 20102. Dort wird es Kurt Hensel
zugeschrieben. Auch der Beweis ist (mit Modifikationen) aus dem genannten Buch iibernommen.
83Also D(M) = det(M) fiir M € GL,,(K).
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auffassen. Dann hat D die folgende universelle Eigenschaft: Fir jeden Gruppenho-
momorphismus D' : GL,(K) — K* gibt es einen eindeutig bestimmten Gruppen-
homomorphismus h : K* — K* so, dass

GL,(K) 2 K~

N

K*

ein kommutatives Diagramm ist, also so, dass D' = ho D gilt. Hat dabei D' dieselbe
universelle Figenschaft wie D, so ist das genannte h ein Gruppenisomorphismusg

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass D die universelle Eigenschaft erfiillt. Sei dazu
ein Gruppenhomomorphismus D’ : GL,(K) — K* gegeben. Wenn die Gleichung
D' (M) = ho D(My,) gelten soll, kommt wegen det(M;,) = A\ hochstens
h(\) = D'(Myy)
als Definition von h in Frage. Das so definierte h ist jedenfalls ein Gruppenhomo-
morphismus, denn man kann M; ., = My - My, priifen und erhélt dann
R\ - ) = D' (My ) = D'(Mys - M) = D'(Min) - D' (M) = h(V) - h(p).
Es bleibt zu zeigen, dass fir M € GL,, (K) stets D'(M) = h o D(M) gilt. Gemif
Theorem [3.1.21| kénnen wir M = FE1 - ... - E} fiir Elementarmatrizen F; schreiben.
Da D’ ein Gruppenhomomorphismus ist, ergibt sich
D'(M)=D'(Ey)-...-D'(Ey).
Selbiges gilt mit ho D anstelle von D’. Laut Theorem [3.2.7]ist némlich D und damit
auch h o D ein Gruppenhomomorphismus, wie man priifen mége. Die Behauptung
reduziert also auf D'(F) = h o D(F) fiir Elementarmatrizen E. Wir betrachten
zunichst den Fall E = My,. Fir £ = 1 gilt die Behauptung wegen der Definition
von h. Fiir k # 1 hat man M) = Pg ~M1>\ - Pyi.. Dies lésst sich durch Nachrechnen
verifizieren, folgt aber auch aus der Uberlegung, dass My, die k-te Zeile mit A
multipliziert, wihrend Pij die erste mit der k-ten Zeile vertauscht. Nun gilt P = 1
(siehe den Beweis von Proposition [3.1.16)). Mit dem vorigen Lemma folgt
D'(Pu)*=D'(Pg) =D'(1) =1
und also
D'(Myy) = D'(Pyx) - D'(My) - D'(Pyy) = D'(Myy)) = h(\) = h o D(Myy).
Als néchstes betrachten wir £ = Sj;. Sei allgemeiner Sy, die Matrix, welche das
p-fache der k-ten von der [-ten Zeile abzieht, also Ski, = My 1/, - Sk - My, Weil
nach dem vorigen Lemma h(p~1) = h(u) ™! gilt, erhiilt man
1
I

Das gewiinschte Ergebnis ist unmittelbar, wenn K* nur ein Element hat. Im ver-
bliebenen Fall betrachten wir g = (A + 1)/ fiir ein A € K* mit A # —1. Es gilt
dann

D(Sau) = D'(My 1) - D'(St) - D'(My. ) = ( ) D'(S) - h(u) = D' (Si).

Skt Srix = My 1/ - Skax - My .

84Der Begriff des Gruppenisomorphismus ist durch Fufinote |36| geklért.
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Die linke Seite zieht némlich insgesamt das (A 4+ 1)-fache der k-ten von der I-ten
Zeile ab. Die rechte Seite tut effektiv dasselbe, indem sie zunéchst die k-te Zeile
mit g multipliziert, dann das A-fache der modifizierten k-ten Zeile (und also das
A+ p = (A + 1)-fache der urspriinglichen k-ten Zeile) von der I-ten Zeile abzieht,
bevor die urspriingliche k-te Zeile durch Multiplikation mit 1/ wieder hergestellt
wird. Wir erhalten nun

1
D/(S) D (Su) = (3 ) - D/ (k) 1) = D' (S
Durch Kiirzen und mit dem vorigen Lemma ergibt sich
D/(Skl) =1= h(l) =ho D(Skl)

Der Fall £ = Py; muss wegen Lemma |3.1.12[ nicht betrachtet werden.
Hat schliefilich D’ dieselbe universelle Eigenschaft, so erhilt man eindeutige
Gruppenhomomorphismen h und h’ so, dass

/l
\lh’

ein kommutatives Diagramm ist. Andererseits ist auch die Identitit id : K* — K*
ein Gruppenhomomorphismus mit der Eigenschaft, dass

GL,(

GLn(K) —25 K~
\ l

kommutiert. Wegen der Eindeutigkeit ergibt sich also h’ o h = id und genauso auch
hoh' =id, sodass h ein Isomorphismus ist
O

Im Rest dieses Kapitels diskutieren wir weitere Methoden zur Berechnung der
Determinanten sowie den Bezug zu linearen Gleichungssystemen. Zunéchst zeigen
wir, dass die Rollen der Zeilen und Spalten austauschbar sind.

Proposition 3.2.12 (Laplacescher Entwicklungssatz, Teil 2). Die Determinante
einer Matriz M = (p;;) € K™™ mit n > 1 ldsst sich fir 1 < j < n durch
Entwicklung nach der j-ten Spalte bestimmen als

n

det(M) = Z(—l)i—i_j © Mgt det (MZ])
i=1

Hierbei ist M;; € K@=0x(0=1) wieder die Matriz, welche aus M entsteht, indem
man die i-te Zeile und die j-te Spalte streicht.

85)Man beachte, dass der letzte Teil des Arguments nicht von der spezifischen Situation abhingt,
sondern sich analog auf andere universelle Eigenschaften anwenden l&sst.
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Beweis. Die Transponierte einer Matrix A = (o) € K™ " ist definiert als die
Matrix AT = (75) € K™ ™ mit v;; = a;, wobei also Zeilen und Spalten vertauscht
Werden@ Durch Rechnung iiberzeuge man sich von (A - B)T = BT - AT. Fiir die
Elementarmatrizen hat man M,;FA = M;j und S’,Il = Si sowie P,;rl = Py. Ist
nun M € K™ "™ invertierbar und also Produkt FEj -...- Ej von Elementarmatrizen,
so ist
M"=E]-...-E

wieder invertierbar. Wegen (MT)T = M folgt auch die andere Richtung, das heift,
M ist genau dann invertierbar, wenn dasselbe fiir M7 gilt. Wir folgern nun

det (MT) = det (M).
Wegen des eben Gezeigten ist nur M € GL, (M) zu betrachten. Hier schreiben
wir M wie oben als Produkt von Elementarmatrizen F;. Fiir letztere hat man
jeweils det(E]) = det(E;). Mit der Multiplikativitit der Determinanten ergibt sich
det (MT) =det (E}) -... det (E]) = det(E1) - ... det(Ey) = det(M).
Die Proposition folgt nun, weil die Entwicklung von M = (u;;) nach Spalten
der Entwicklung von N = MT = (vi5) nach Zeilen entspricht. Explizit hat man
némlich v;; = p;; und Nj; = MijT. Mit Theorem erhilt man
n n
det(M) = det(N) = (-1 vy - det (V) = (-1 -y - det(M;,T),
i=1 i=1
was wegen det(M;; ") = det(M;;) der Behauptung entspricht. O
Das vorige Ergebnis ist niitzlich, wenn es eine Spalte (aber keine Zeile) gibt, in
der viele Eintrage Null sind.

Beispiel 3.2.13. Entwicklung nach der zweiten Spalte ergibt

1 0 2
2 3 —1:3-‘
-1 0 4

wie man in diesem Fall freilich auch schnell mit der Regel von Sarrus sieht.

1 2

-1 4‘ =18

Direkt aus der Multilinearitét der Determinanten ergibt sich:

Proposition 3.2.14 (Cramersche Regeﬁb. Fiir M € GL,(K) und b € K™ ist die
eindeutige Losung von M -x = b gegeben durch
det(M; (b
T = (acl,...,xn)T mit x; = W’
wobei M;(b) aus M entsteht, indem die i-te Spalte durch b ersetzt wird.

Beweis. Wir schreiben M = ();;) und rechnen

AM1-Z1+ ...+ Aip - Tn )\1]‘

n
M- -x= . ZE Zzj -
Jj=1

n
:ij.M-ej'
)\nlx1++)\nn£ﬂn J=1

Anj

86Wir haben den Begriff der Transponierten bisher vermieden, weil er sich besonders gut im
Zusammenhang mit dem Dualraum motivieren ldsst. Diesen Raum werden wir spater untersuchen.
87Nach Gabriel Cramer.
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In der Notation aus Definition [3:2.3 folgt aus M -z = b also

det(AZ(b)) :A(M'Bl,...7M~€i_1,Z;L:1l‘j -M-ej,M-ei_,_l,...,M-en)
:ij~A(M-el,...,M-ei_l,M-ej,M-ei+1,...,M-en),
J=1

wobei wir die Multilinearitit verwendet haben. Die Summanden zu j # i sind Null,
weil das Argument M - e; hier doppelt vorkommt. Man erhélt also jeweils

det(A;(b)) = x; - det(M).
Wegen M € GL,,(K) kénnen wir durch det(M) # 0 teilen. O
Auch das folgende Resultat wird manchmal als Cramersche Regel bezeichnet.

Korollar 3.2.15. Fiir M € GL,(K) gilt
det(Mji)
det(M) ’

wobei Mj; wieder durch Streichen der j-ten Zeile und i-ten Spalte entsteht.

J\fﬁ1 = ()\”) mit )\ij = (71)i+j .

Beweis. Durch Entwicklung nach der i-ten Spalte erhélt man
det(M;(e;)) = (—1)"*7 - det(M;).

Fiir N = ()\;;) mit den gegebenen \;; 16st deshalb y = (A1,..., ;)" = N -¢; laut
der vorigen Proposition die Gleichung M-y = e;. Man hat also jeweils M -N-¢; = e;,
sodass N die Inverse von M ist. O

Neben dem rekursiven Verfahren von Laplace kann die Determinante auch durch
folgende explizite Formel beschrieben werden.

Theorem 3.2.16 (Leibniz—Formeﬁ). Fiir M = (\;j) € K™ gilt

det(M) = Z (—I)N(W) . )\71.(1)71 L Aﬂ’(”)fﬂ
TeS(n)

mit N(m)={(4,7):1<i<j<nundmw(i)>mr(j)},
wobei S(n) die Menge der Bijektionen m: {1,...,n} — {1,...,n} bezeichnet.

Wir merken an, dass dieselbe Formel mit A; ;) an der Stelle von Ay ;) ; gilt. Dies
folgt aus det(M) = det(MT), was im Beweis von Proposition [3.2.12| gezeigt wurde.

Beweis. Wir schreiben det’'(M) fiir die rechte Seite der zu zeigenden Gleichung.
Wegen der Eindeutigkeit in Theorem geniigt es, die folgenden Eigenschaften
fiir jede Matrix M nachzuweisen:
(i) es gilt det’(1) =1,
(ii) man hat det’(M) =0 wenn es i < j mit M -e; = M - e; gibt,
(iii) fir 1 < j < nist b — det’(M;(b)) linear, wobei M;(b) aus M entsteht,
indem die j-te Spalte durch b ersetzt wird.

88Nach Gottfried Wilhelm Leibniz.
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Fiir 1 = (X\g;) ist Ar(1),1 -+ - Ax(ny,1 genau dann Eins und nicht Null, wenn 7 die
Identitéit ist. Hier gilt N(7) = 0 und also
det’(1) = (-1)°-1=1,

wie fiir Eigenschaft (1) benétigt. Sind ¢, j wie in Punkt (ii) fixiert, so definieren wir
fiir m € S(n) jeweils 7’ € S(n) durch

w(j) wenn k =i,

7' (k) = ¢ 7(i) wenn k = j,

(k) sonst.
Wegen 7" = 7 ist die Operation 7 — 7’ eine Bijektion auf S(n). Fiir den Fall
7(i) > 7(j) haben wir im Beweis von Theorem gezeigt, dass N(m) genau dann
gerade ist, wenn N (') ungerade ist. Selbiges gilt auch im Fall 7(i) < 7(j), wo ja
7'(i) > 7' (j) gilt. Wir schreiben nun M = (\;;) und erhalten wegen M -e; = M -¢;
also A\p; = Ag; fiir alle k. Hieraus folgt jeweils

Ar(iy,i An(i).g = An(i)g " An(i)i = Aw (), Amr(i)i
und also
)\71—(1)71 Tee et )\77(77])7;”( = )\71—/(1)71 T eee " )\Tr’(n),n'

Fiir E(n) = {m € S(n) : N(r) ist gerade} erhilt man also

det/(M) = Z‘I\'EE(TL) ((_1)N(Tr) + (_1)N(7‘r/)) : >\7T(1),1 Teee” Aﬂ'(n),n =0.

Die Verifikation von (iii) durch explizite Rechnung iiberlassen wir als Ubung. O

Im Fall von n = 3 liefert die Leibniz-Formel die |S(3)] = 6 Summanden der
Regel von Sarrus, als deren (weitreichende) Verallgemeinerung sie angesehen werden
kann. Wegen des enormen Wachstums von |S(n)] = n! = 1-2-...-n ist die

Leibniz-Formel und auch die Cramersche Regel fiir konkrete Berechnungen meist
weniger geeignet als etwa das Gauflsche Eliminationsverfahren zur Bestimmung der
Stufenform. Hingegen ist die Leibniz-Formel von groflem theoretischen Interesse. Sie
zeigt etwa, dass die Determinante det : K"*"™ — K fiir festes n € N als Polynom in

n? Variablen aufgefasst werden kann und etwa fiir K = R in einem geeigneten Sinn
stetig ist — ebenso wie mit Korollar [3.2.15| die Operation A — A~! auf GLn(R)ﬂ

89Djese Bemerkung setzt ein gewisses Vorwissen aus der Analysis voraus. Der Autor stellt in seinen
Priifungen zur linearen Algebra daher keine Aufgaben zur Stetigkeit der genannten Operationen.
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4. ALGEBRAISCHE KONSTRUKTIONEN AUF VEKTORRAUMEN

Uber einem festen Kérper K gibt es bis auf Isomorphie genau einen Vektorraum
gegebener Dimension. Dieser kann allerdings auf vielfiltige Weise beschrieben wer-
den. Zwischen verschiedenen Beschreibungen wechseln zu kénnen, ist fiir Beweise
und Rechnungen ein entscheidender Vorteil. In diesem Kapitel behandeln wir zen-
trale Konstruktionen, die sich zur Beschreibung von Vektorrdumen nutzen lassen.

4.1. Dualitdt. Wir rufen in Erinnerung, dass mit Hom(V, W) die Menge der li-
nearen Abbildungen (oder synonym der Homomorphismen) zwischen zwei Vektor-
rdumen V und W iiber einem gemeinsamen Korper bezeichnet wird. Eine zentrale
Idee dieses Unterkapitels ist, dass man Hom(V, W) selbst wieder mit einer Vektor-
raumstruktur ausstatten kann.

Definition 4.1.1. Es seien V und W zwei Vektorrdume iiber einem Korper K.
Auf Hom(V, W) definieren wir eine Addition und eine Skalarmultiplikation durch

(¢ +9)(v) := @(v) +¢(v) fiir ,4» € Hom(V, W) sowie v € V,
A-@)(v) := X (v) fiir A € K und ¢ € Hom(V, W) sowie v € V.
Fiir W = K nennen wir V* := Hom(V, K) (mit den eben definierten Operationen)
den Dualraum von V.

Die Bezeichnung von V* als Raum ist mit dem folgenden Resultat gerechtfertigt.

Proposition 4.1.2. Mit den obigen Operationen ist Hom(V, W) ein Vektorraum.
Insbesondere ist der Dualraum jedes K -Vektorraums wieder ein K-Vektorraum.

Beweis. Wir rechnen beispielhaft

A e+9) @) =X (p+9)(v) =X (p(v) +¥(v))
=X @)+ A1) =A-9)(0) + (A-9)(v) = A9+ A-9)(v)
fiir beliebiges v € V' (wobei man sich die genaue Begriindung jedes Schrittes vor
Augen fithren moge). Dies zeigt A-(p+1) = A-p+ A1), was eine der Bedingungen an
einen Vektorraum ist. Die tibrigen Bedingungen moge man als Ubung priifen. [
In Definition haben wir bereits eine explizite Beschreibung der Addition
und Skalarmultiplikation auf Matrizen gegeben, mit der die Menge K™*" laut

Proposition [3.1.9| zu einem Vektorraum wird. Unsere neue Konstruktion kann in
folgendem Sinn als Verallgemeinerung aufgefasst werden.

Proposition 4.1.3. Die bijektive Funktion Abb : K™*" — Hom(K", K™) aus
Theorem ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen.

Beweis. Um zu zeigen, dass Abb(M + N) und Abb(M)+ Abb(N) iibereinstimmen,
priiffen wir, dass die beiden linearen Abbildungen auf jedem Vektor e; aus der
Standardbasis denselben Wert annehmen. Der Vektor

Abb(M + N)(e;) = (M + N) - ¢;

ist durch die i-te Spalte von M+ N gegeben. Diese stimmt aber laut Definition [3.1.8]
mit der Summe

M -e;+ N -e; = Abb(M)(e;) + Abb(N)(e;) = (Abb(M) + Abb(N))(e;)
der i-ten Spalten von M und N iiberein. Analog ist Abb(A- M) = X-Abb(M). O
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Fiir m = n tragt K™*™ laut Propositionsogar eine Ringstruktur (beziiglich
der Matrixmultiplikation). Wegen der Gleichung Abb(M - N) = Abb(M) o Abb(N)
aus Definition wird der Raum Hom(V,V) fir V.= K™ zu einem isomor-
phen Ring mit der Komposition von Abbildungen als multiplikativer Verkniipfung.
Wir verzichten an dieser Stelle auf eine Erweiterung auf allgemeines V. Es ist
aber eine Bemerkung wert, dass die Ringstruktur (die wir bei Proposition als
Ubung aufgegeben hatten) sich auf Ebene von linearen Abbildungen mit weniger
Rechenaufwand nachweisen lisst. Fiir Homomorphismen ¢ und 1,1’ mit passen-
dem Definitions- und Wertebereich hat man etwa

po (b +4)(v) = p(¥(v) +¢'(v) = por(v) +poy(v),

woraus sich fiir Matrizen unmittelbar M - (N + N') = M - N + M - N’ ergibt.
Im Folgenden legen wir unseren Fokus auf den Dualraum. Die zu verschiedenen
Vektorrdumen gehorigen Dualrdume lassen sich wie folgt in Beziehung setzen.

Definition 4.1.4. Ist ¢ : V' — W eine lineare Abbildung, so sei ¢* : W* — V*
durch ¢*(¥) = 1) o p gegeben.

In der Sprache der Kategorientheorie (die wir im Folgenden hin und wieder
erwihnen aber ansonsten nicht voraussetzen) sagt das folgende Ergebnis, dass die
Konstruktion des Dualraums ein kontravarianter Funktor ist.

Lemma 4.1.5. (a) Fliir jede lineare Abbildung ¢ ist auch ¢* wieder linear.

(b) Ist id : V — V die Identititsabbildung auf V, so ist id* : V* — V* die
Identitatsabbildung auf V*.

(¢) Fiir lineare Abbildungen 6 : U —V und ¢ : V. — W gilt (p o0 0)* = 6% o p*.

Beweis. (a) Fiir ¢ : V. — W und 9,9’ € W* sowie beliebiges v € V rechnet man
¢ W+ (v) = (W + ) o p(v) =P op(v) + 9 0 p(v) = (9" (%) + " (")) (v),

was ©* (¢ + ") = ¢*(p) + p*(¢') zeigt. Analog erhélt man o* (A - ) = X - ¢* ().
(b) Es gilt id*(¢)) = 0 id = ¢.
(¢) Man rechnet

(o) () =1 o(pol)=(hop)old=0"(Pop)=0"(p"()) =0 0p* ()
fiir beliebiges ¥ € W*. O

Die folgende Tatsache kann man nicht nur fiir den Dualraum sondern analog fiir
jeden Funktor ableiten.

Korollar 4.1.6. Aus V=W folgt V* =2 W*.
Beweis. Sei ¢ : V — W ein Isomorphismus. Es ist dann
pro(pT) = (p o) =id”

die Identitiitsabbildung auf V* und ebenso (p~1)* o ¢* die Identitiitsabbildung
auf W*. Somit ist ¢* : W* — V* ein Isomorphismus mit (¢*)~1 = (p=1)*. O

Die Rechnung aus dem Absatz vor Definition zeigt (¢ + 0)* = * + 6%,
Analog erhélt man (A-¢)* = A-¢* und also:

Lemma 4.1.7. Die Abbildung Hom(V, W) 3 ¢ — ¢* € Hom(W™*,V*) ist linear.



LINEARE ALGEBRA 69

Wir untersuchen nun, inwieweit man V nach V* einbetten kann. Zunéchst be-
trachten wir eine Einbettung in den sogenannten Bidualraum V** := (V*)* der
aus den linearen Abbildungen von V* in den Grundkérper besteht.

Definition 4.1.8. Fiir jeden Vektorraum V definieren wir evy : V. — V** (fiir
,Evaluierung*) durch evy (v)(¢) = ¢(v).

Wieder in der Sprache der Kategorientheorie besagt das folgende Ergebnis, dass
die Evaluierung eine natiirliche Transformation darstellt.

Proposition 4.1.9. (a) Die Abbildung evy ist fir jeden Vektorraum V' linear.
(b) Fiir jede lineare Abbildung ¢ : V. — W ist

V OV e
! [
W =
ein kommutatives Diagram, das heifit, es gilt p** oevy = evy o @.
Beweis. (a) Wir rechnen
evy (v+w)(p) = ¢(v +w) = ¢(v) + (w)
= evy (v)(p) +evy (w)(p) = (evv (v) +evy (w))(p).

Analog zeigt man evy (A-v) = A -evy (v).
(b) Man rechnet zunéchst

*

(™ oevy)(v) = (¢")"(evy (v)) = evy (v) o ™.
Fiir v» € W* ergibt sich nun
(™ cevy)(v)(¢) = evv (v)(¢"(¥)) = evy (V) (¢ 0 p)
=vop(v) =1(p(v)) = evw (0(v))(¥) = (evw © ) (v)(¥).
Man hat also (¢** o evy)(v) = (evy o ) (v) fiir beliebiges v, wie gewiinscht. O
Wir wiirden nun gerne auch eine Einbettung von V nach V* (statt nach V**)

konstruieren. Hier ldsst sich zunéchst feststellen, dass dies nicht auf (im Sinne der
Kategorientheorie) natiirliche Weise moglich ist:

Lemma 4.1.10. Wir nehmen an, jedem Vektorraum V ist eine lineare Abbildung
ey : V. — V* so zugeordnet, dass das Diagramm

Vv — L,y

7| [+

w— W
stets kommutiert, man also ¢* o ey o p = ey fir jedes lineare p : V. — W hat.
Dann muss ey konstant Null sein.

Beweis. Betrachte ¢ : V. — W mit ¢(v) = 0 fiir alle v € V. Mit der Linearitit von
ew und ¢* folgt stets ey (v) = * o ey o p(v) = p* o ey (0) = 0. 0

Zumindest heuristisch ist eine Abbildung natiirlich, wenn sie nicht von einer
willkiirlichen Wahl abhéngt — etwa von der Wahl einer bestimmten Basis. Um-
gekehrt konnen wir hoffen, mittels einer Basis doch noch eine Einbettung von V'
nach V* zu konstruieren.
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Definition 4.1.11. Sei B eine Basis eines Vektorraums V. Fiir b € B definieren
wir b € V* durch b(w) = A fir w = X+ b+w' mit w’ € Span(B\{b}). Ist v € V ein
beliebiger Vektor, so setzen wir nun

n n

tp(v) = Z Xi-beV* fiirv= Z A; - b; mit paarweise verschiedenen b; € B.
i=1 i=1

Ist B die Standardbasis im Vektorraum K", so schreiben wir ¢,, anstelle von ¢g.

Im endlichdimensionalen Fall heit die Menge der Vektoren b wegen des folgenden
Resultats auch die zu B duale Basis.

Proposition 4.1.12. Ist V ein Vektorraum mit Basis B, so hat B* = {b: b € B}
die folgenden Figenschaften:

(a) Die Menge B* C V* ist linear unabhingig. Weiter ist B > b+ b € B* eine
injektive Funktion.

(b) Hat V' endliche Dimension, so ist B* eine Basis von V*.

Beweis. (a) Fir b,c € B ist

0 sonst.

Be) = {1 wenn b = c,

Dies liefert zunéchst die Injektivitdt. Hat man weiter Z?zl \i -b; = 0 mit paarweise
verschiedenen b;, so erhélt man jeweils

0= <i A .bi> (bj) = i)\i El(b]) =\

(b) Um zu zeigen, dass B* = {by,...,b,} ein Erzeugendensystem ist, betrachten
wir ¢ € V* und setzen \Y := ¢(b;). Wie in (a) gilt dann jeweils

(S8 =27 = ot
i=1
sodass die Abbildungen ¢ und Y_;"; A? - b; iibereinstimmen. O

Definiert man f : B — V* durch f(b) = b, so stimmt ¢p per Konstruktion mit
der Abbildung Abb(f) aus Definition [2.1.11| iberein. Mit Proposition [2.1.13| folgt:

Korollar 4.1.13. Fiir jeden Vektorraum V mit Basis B gilt:
(a) Die Abbildung vp : V — V* ist linear und injektiv.
(b) Hat V' endliche Dimension, so ist tp ein Isomorphismus.

Die Beschriankung auf endliche Dimension ist im Allgemeinen notig:

Bemerkung 4.1.14. Wir betrachten den Q-Vektorraum @y Q mit abzéhlbarer
Dimension dim(@yQ) = |N|. Wir wihlen eine Basis B = {b; : i € N}. Jede
Teilmenge A C B induziert eine Funktion f4 : B — {0,1} C Q mit fa(b) =1
genau fiir b € B. Es ergibt sich eine lineare Abbildung ¢4 = Abb(f4) : Py Q — Q.
Fir A # C hat man ¢4 # ¢c, denn gilt etwa b € A aber b ¢ C, so ergibt sich
@a(b) = fa(b) =1 aber ¢ (b) = fc(b) = 0. Mit Proposition [2.2.10] folgt
IN| < [P(N)| = [P(B)] < |(©y Q).

Da der Grundkérper Q abzahlbar ist, folgt hieraus, dass (yQ)* iiberabzihlbare
Dimension hat (vgl. Bemerkung und also nicht zu @ Q isomorph ist.
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Im Fall der Standardbasis erhalten wir eine bekannte Konstruktion:

Beispiel 4.1.15. Fiir die Einheitsvektoren im K™ erhélt man
w1 "
ei(w) =w; fir w=| : =Zwi-ei.
W,
Die Funktion ¢, : K™ — (K™)* erfiillt deshalb
n n U1 w1
:Zvi'a(w):Zvrwi fir v=| : und w =
i=1 i=1 o, ws

Fiir K = R ist also ¢, (+)(-) das zumeist mit (-,-) bezeichnete Skalarprodukt. Fiir

spéter vermerken wir die hieraus ersichtliche Symmetrie ¢, (v)(w) = ¢, (w)(v) sowie

die Darstellung ¢, (v)(w) = v' - w.

Durch zweifache Einbettung wird die Abhéingigkeit von einer Basis aufgehoben:

Lemma 4.1.16. Wfir betrachten einen Vektorraum V mit einer Basis B und dualer
Basis C':= B* = {b: b e B} C V*. Das Diagramm

vV —

N

kommutiert, das heifst, die Evaluierung faktorisiert als evy = 1c o Lp.
Bewets. Fiir beliebige b, c € B rechnet man

1 wennb=c

(tc 0 1p)(b)(@) = 1c(B)(@) = b(e) = { } =¢(b) = evy (0)(@).

0 sonst

Dies zeigt zunéchst, dass evy (b) und (1c o tp)(b) fiir jedes b € B als lineare Abbil-
dungen von V* in den Grundkorper iibereinstimmen. Die Behauptung folgt. O

Fiir Vektorrdume V und W endlicher Dimension dim(V) = m und dim(W) =n
steht Hom(V*, W*) laut Korollar und [4.1.13] in Bijektion zu Hom (K™, K™).

Uber diese Bijektion sind lineare Abbildungen zwischen Dualriumen durch Matri-
zen darstellbar — insbesondere die durch Definition induzierten Abbildungen:

Definition 4.1.17. Ist ¢ : K™ — K™ eine lineare Abbildung, so ist die transpo-
nierte Abbildung ' : K™ — K™ dadurch bestimmt, dass sie das Diagramm

Km tm (Km)
d f"*
K" tn (Kn ) *

kommutativ macht. Man hat also ¢ = (4")7! 0 p* o™, Fiir M € K™*" ist die
transponierte Matrix M T € K™*™ durch Abb(MT) = Abb(M)T bestimmt.

Eine Ad-hoc-Definition der transponierten Matrix hatten wir bereits im Beweis
von Proposition [3:2.12] gegeben. Wir zeigen nun, dass diese mit unserer neuen De-
finition {ibereinstimmt.
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Lemma 4.1.18. Fir M = (,U@j) S Kmxn gilt MT = (Vkl) S K™™ with Vil = Wik -
Beweis. Es geniigt, zu zeigen, dass die Matrix M T aus dem Lemma die Gleichung

tn 0 Abb(MT) = Abb(M)* o 1y,

erfillt. Fiir 4 = 1,..., m rechnet man einerseits
i n
(tn 0 AbB(MT)) (€;) = 1o (MT - ;) =1y, : =in Z Vji - €5
Uni j=1
n n
=ln Zuij'ej ZZMz‘j'Ej
j=1 j=1

sowie andererseits

(Abb(M)* o ty,) (€;) = Abb(M)* (tm(e;)) = Abb(M)*(€;) = €; o Abb(M).
Angewandt auf ey, fiir K =1,...,n ergibt sich

n Hik
(Ln o Abb(MT)) (ei)(ek) = Z/Lij -Ej(ek) = Wik = €;
=1 Hnk
=e;(M - er) =¢€; 0o Abb(M)(er) = (Abb(M)* o 1,,) (€;)(ex),

wie benétigt. O

Im Beweis von Proposition hatten wir es zur Ubung iiberlassen, Teil (b)
des folgenden Lemmas durch Matrizenrechnung zu priifen. Wir kénnen nun auch
einen abstrakten Beweis geben. Dieser mag zunéchst schwieriger erscheinen, beruht
aber auf der einfachen Idee, das Ergebnis auf die Gleichung (¢ o 0)* = 6* o ©*
zuriickzufiihren.

Proposition 4.1.19. (a) Fiir jede Matriz M hat man (MT)T = M.
(b) Fiir alle M € K™ und N € K™*" ist (M - N)T = NT.MT.
(c) Fiir M,N € K™ und A € K ist (M+N)T = MT+NT und (\-M)T = X-MT.

Beweis. Teil (a) ist auf der Ebene von Matrizen unmittelbar (kann aber darauf
zuriickgefithrt werden, dass ¢ und ¢** laut Proposition bis auf natiirliche
Isomorphie gleich sind). Teil (b) kann als Reformulierung von Lemma [{.1.5(c) auf-
gefasst werden. Letzteres stellt sicher, dass das folgende Diagramm auch nach Hin-
zunahme der gestrichelten Pfeile kommutiert:

- KPR (K -

-

~

Abb(M)TJ( lAbb(M)* N
/ \

1 \
Abb(M-N)T! Km e (Km)* ! Abb(M-N)*
\ 1
\ !

N\ Abb(N)Tl J{Abb(N)* /!

N -
-

Ty KUy (KM 4T



LINEARE ALGEBRA 73

Arbeitet man mit solch einem Diagramm zum ersten Mal, so ist es sicher sinnvoll,
es in die Gleichungskette

Abb(M - N)* 04 = (Abb(M) 0 Abb(N))" 04y = Abb(N)* 0 Abb(M)* o
= Abb(N)* 0 t,, 0 Abb(M)T =1, 0 Abb(N)T o Abb(M)T
zu iibersetzen. Geméfl Definition folgt dann
tn 0 Abb(M - N)T = Abb(M - N)* 0 1; = 1,, o Abb(N)T o Abb(M)T
und also
Abb ((M - N)T) = Abb(M - N)T = Abb(N)" o Abb(M)T
= Abb (NT) o Abb (MT) = Abb (NT- MT).

Dies ergibt (M - N)T = NT. MT, wie gewiinscht. Teil (c) lisst sich analog auf
Lemma zuriickfithren (oder fiir Matrizen nachrechnen). u

Wir kénnen folgenden Schluss ziehen.

Korollar 4.1.20. FEine Matriz M € K™*" ist genau dann invertierbar, wenn die
transponierte Matriz M invertierbar ist. In diesem Fall hat man

(1) = ()

Beweis. Die Aquivalenz haben wir bereits im Beweis von Proposition abge-
leitet. Wegen

MT- (M YT =t m)T=1T=1
lautet die Inverse wie angegeben. Hierbei ist 1T = 1 auf der Ebene von Matrizen
trivial, kann aber auch auf id* = id aus Lemma zuriickgefiihrt werden. O

Dualisierung erhellt auch die Eigenschaften der Elementarmatrizen:

Bemerkung 4.1.21. Laut Lemma sind Zeilenoperationen durch Multipli-
kation mit Elementarmatrizen von links realisierbar. Im Beweis von Theorem
haben wir dann verwendet, dass Multiplikation von rechts entsprechende Spalten-
operationen liefert. Man kann dies fiir Multiplikation von links und rechts jeweils
separat durch Matrizenrechnung verifizieren. Die beiden Félle lassen sich aber auch
per Dualitét aufeinander zuriickfithren (sodass dann also nur noch ein Fall nachge-
rechnet werden muss). In Anbetracht von Definition hat man etwa

Su=0—-Ey)" =17 — B, = 1 — Ey = Siy.
Es ergibt sich
T T
N-Sg=((N-Su)")" = (Sf-NT) = (Su-NT) .

Hat man Lemma so weiB man, dass die Matrix Sy,- N7 entsteht, indem in N7
die I-te von der k-ten Zeile abgezogen wird. Bei der Transponierten sind aber die
Rollen von Zeilen und Spalten vertauscht. Also entsteht N-Sy; = (S;x-NT)T aus N,
indem die [-te von der k-ten Spalte abgezogen wird.

Im Folgenden verwenden wir Dualisierung, um den bekannten Slogan ,Zeilenrang
gleich Spaltenrang‘ zu rechtfertigen. Wir fithren zunéchst den folgenden Begriff ein.

Definition 4.1.22. Der Annulator eines Untervektorraums U C K™ ist
U ={ve K":U Cker(tn(v))}.
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In den meisten Quellen wird der Annulator als {¢ € (K™)* : U C ker(¢)}
definiert (und dann auch fiir beliebige Vektorrdume anstelle des K™). Wir haben den
Isomorphismus ¢, : K™ — (K™)* eingebaut, weil es praktische Vorteile hat, wenn
U und U° im selben Raum enthalten sind. Dies ist analog zu den unterschiedlichen
Vorziigen der Dualisierung ¢ +— ¢* und der Transposition ¢ +— ¢T. Wihrend
erstere natiirlich ist (nidmlich unabhingig von der Wahl einer Basis), hat letztere
den Vorteil, dass etwa (¢")T = ¢ wortlich und nicht nur bis auf Isomorphie gilt.
Freilich gewohnt man sich in der Mathematik daran, bis auf implizite Isomorphie
zu arbeiten. Dennoch stellt dies zu Beginn eine praktische Schwierigkeit dar.

Lemma 4.1.23. Fiir jedes U C K™ ist U° ein Untervektorraum des K.

Beweis. Hat man vy,vy € UY und also jeweils ¢, (v;)(u) = 0 fiir alle u € U, so ist
tn(01 4 v2) () = (tn (V1) + 1 (v2)) (1) = 0 (V1) (W) + tn(v2)(u) = 0

fiir u € U, sodass v; 4+ vy € UY gilt. Analog folgt A-v € U fiir v € U. O

Wir zeigen, dass U und U°® komplementéire Untervektorrdume sind.

Proposition 4.1.24. Fir jeden Untervektorraum U C K™ gilt
dim(U) + dim(U") = n.

Beweis. Wihle eine Basis uq,...,u; von U und ergénze sie durch vy,...,vp_m
zu einer Basis des K™. Beziiglich der gesamten Basis bilden wir die linear un-
abhéngigen Vektoren vy, ..., Ty,_p, im Raum (K™)*. Es geniigt zu zeigen, dass diese
den Raum U’ := {¢ € (K")* : U C ker(ip)} aufspannen. Laut Definition [£.1.11] gilt
jeweils ©;(u) = 0 fiir alle v € U, wodurch v; € U’ gezeigt ist. Umgekehrt ldsst sich
ein beliebiges ¢ € U’ darstellen als

o= v ;.
i=1

Die linearen Abbildungen auf den beiden Seiten dieser Gleichung stimmen némlich
auf den Basisvektoren u; und vy, iiberein (mit Wert 0 beziehungsweise p(vg)). O

Zur Dualitét gehort, dass die Konstruktion des Annulators selbstinvers ist.
Proposition 4.1.25. Fiir jeden Untervektorraum U C K™ gilt U’ = U.

Beweis. Sei u € U beliebig. Um u € U zu zeigen, miissen wir U° C ker (s, (u))
nachweisen. Wir betrachten ein beliebiges w € U?, sodass also U C ker (i, (w)) gilt.
Wegen der Symmetrie aus Beispiel ergibt sich ¢, (u)(w) = tp(w)(u) = 0 und
also w € ker (i, (u)). Dies zeigt U C U%. Wegen

dim(U) 4 dim(U°) = n = dim(U°) + dim(U)
ist aber dim(U) = dim(U"’) und damit schon U = U, O

Ein wesentlicher Vorzug des Annulators ist, dass wir nun auch Bild und Kern
als zueinander duale Konzepte verstehen kénnen:

Proposition 4.1.26. Fir jede lineare Abbildung ¢ : K™ — K" gilt

ker (p") = img(p)® und img(p") = ker(p)’.
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Beweis. Die erste Gleichung ergibt sich aus
") & () €ker(p*) & @ (ta(v)) = ta(v) 0 =0
& img(p) C ker(in(v)) < v € img(y)°.

v € ker(p

Die zweite Gleichung folgt per Dualitét. Mit der ersten Gleichung hat man nédmlich
erst img(p")? = ker(¢'") = ker(p) und dann img(¢") = img(p ") = ker(¢)°.
O

Der Slogan ,Zeilenrang gleich Spaltenrang’ lasst sich durch das folgende Ergebnis
ausdriicken. Explizit wissen wir aus Bemerkung dass der Rang von M mit
der Kardinalitéit einer maximal linear unabhingigen Menge von Spalten von M '
iibereinstimmt. Also ergibt sich der Rang von M auch als die Kardinalitit einer
maximal linear unabhéngigen Menge von Zeilen der Matrix M. Insbesondere ist
M € K™ ™ genau dann invertierbar, wenn die Zeilen linear unabhiingig sind.

Korollar 4.1.27. Fir M € K™*" ist rank(M) = rank(MT).
Beweis. Hat man ¢ = Abb(M) und also ¢" = Abb(M)T = Abb(MT), so ist
rank(M ") = dim(img(e")) = dim(ker(p)°)
=n — dim(ker(p)) = dim(img(p)) = rank(M),
wobei die vorangegangenen Ergebnisse und der Rangsatz einflieflen. ]
Zum Abschluss dieses Unterkapitels besprechen wir eine Anwendung von Dua-
litdt im Kontext von Gleichungssystemen. In Abschnitt [3.1] haben wir eine lineare

Abbildung ¢ : K™ — K™ und einen Vektor w € K™ als gegeben vorausgesetzt und
dann nach einer Beschreibung der Losungsmenge

Lsg(p, w) = {v € K™ : ¢(v) = w}
gefragt. Umgekehrt kann man einen affinen Teilraum A C K™ als Losungsmenge

vorgeben und dann nach ¢ und w mit Lsg(p,w) = A suchen. Sei A = vy 4+ U fiir
einen Untervektorraum U C K™. Mit den Lemmata und gilt

Lsg(p,w) =vo+U <  ¢(vg) =w und ker(y) = U.

Auf der rechten Seite ist w durch den gegebenen Punkt vy € A und die zu findende
Losung ¢ eindeutig bestimmt. Wir haben es also dquivalent mit dem Problem zu
tun, fiir einen gegebenen Untervektorraum U C K™ ein lineares ¢ : K™ — K™ mit
ker(p) = U zu finden. Diese Bedingung ist #quivalent zu img(o") = U° wegen

ker(¢) = U = img(p') = img(p")" =ker(p'")" = ker(¢)? = U°
= ker(p) = ker(p)?® = U = U.

Hat man eine Basis uy, . .., u, von U° gegeben — wobei n = dim(U%) = m —dim(U)
gilt —, so betrachte man die Matrix N € K™*" mit den Vektoren u; als Spalten.
Fiir M = NT und ¢ = Abb(M) gilt T = Abb(N) und also img(p") = U°. Wie
gezeigt, ist also die gewiinschte Bedingung ker(p) = U erfiillt. Es bleibt also, zu
gegebenem U eine Basis von U zu bestimmen. Sei dazu w1, ..., w,—, eine Basis
von U. Man hat

v e U’ & U C ker(i,(v))

& (V) (W) =t (wi)(v) =w] v =0fiiri=1,...,m —n.
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Fiir die Matrix A € K(™=™>™ mit Zeilen w, ist alsov € U zu A-v =0¢€ K™ "
dquivalent. Mit anderen Worten gilt U° = Lsg(A, 0). Wir haben die Aufgabe also
darauf zuriickgefiihrt, ein lineares Gleichungssystem zu l6sen, was wir schon kénnen.
Die allgemeine Idee, ein neues Problem auf ein bereits bekanntes duales Problem
zuriickzufiihren, ist in den verschiedensten Gebieten der Mathematik fruchtbar.

Beispiel 4.1.28. Im R? betrachten wir die Ebene

1 2
E = Span(wi,ws) mit w;=|0| und wy = | —1
1 0

Wie oben sei A die Matrix mit Zeilen w;, also
1 0 1
A= (2 -1 0) '
1

E° = Lsg(A,0) = Span(u;) mit wu; = | 2
-1

Man iiberzeuge sich von

Setzt man nun ¢ = Abb(M) mit M = (1 2 —1) € K'*3, so erhilt man geméi8
der obigen Herleitung E = ker(y), also

x
E= y|leR :z+2y—2=0
z

4.2. Aquivalenzrelationen und Faktorraum. In diesem Unterkapitel bespre-
chen wir insbesondere, wie man einen Untervektorraum U C V durch Ubergang
zu einem Quotienten V/U herausteilen und dadurch lineare Abbildungen injektiv
machen kann.

Definition 4.2.1. Eine binire Relation R C M? auf einer Menge M heifit Aqui-
valenzrelation, wenn fiir alle x,y,z € M gilt:

(Reflexivitit) (z,z) € R,
(Symmetrie) (z,y) e R = (y,x) €R,
(Transitivitéit) (z,y) € Rund (y,2) e R = (x,2) € R.

Im Fall von Aquivalenzrelationen schreibt man oft infix x ~ y statt (z,y) € R.
Es folgt das wohl wichtigste Beispiel fiir die lineare Algebra.

Lemma 4.2.2. Seit V' ein Vektorraum mit Untervektorraum U. Durch
vew & v—weU
ist eine Aquivalenzrelation auf V' gegeben.

Beweis. Wegen v—v =0 € U gilt stets v ~ v. Aus v ~ w folgt w—v = —(v—w) € U
und also w ~ v. Hat man v ~ v" und v' ~ v so ergibt sich

v=—v"=@w=v)+ 0 -20")eU

und damit v ~ v”. O
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Die Idee der folgenden Definition ist, &quivalente Elemente zu identifizieren, also
in ein Objekt zusammenzufassen.

Definition 4.2.3. Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M, so definieren
wir die Aquivalenzklasse von x € M durch

[zl.={ye M :z~y}
Die Faktormenge (oder synonym der Quotient) beziiglich ~ ist gegeben durch
M/~ ={[z] :x € M}.
Die Funktion 7. : M — M/~ mit 7. (z) = [z] heit Quotientenabbildung (oder
auch kanonische Abbildung).
Ist ~ aus dem Kontext klar, so schreibt man oft [-] und 7 statt [-]. und 7.
Lemma 4.2.4. Fiir jede Aquivalenzrelation hat man
sy o () =la] = [ = ().

Beweis. Man nehme zunichst [z] = [y] an. Wegen der Reflexivitét gilt y € y und
somit y € [y], also auch y € [z] und daher z ~ y. Nun nehmen wir z ~ y an. Wegen
der Symmetrie geniigt es, [z] D [y] zu zeigen. Sei dazu z € [y] beliebig. Wir haben
dann y ~ z und mit der Transitivitdt auch = ~ z, also z € []. O

In unserem Beispiel aus der linearen Algebra haben wir die Aquivalenzklassen
bereits unter einem anderen Namen kennengelernt:

Beispiel 4.2.5. Ist ~ die Relation aus Lemma so ist die Aquivalenzklasse [v]
gleich dem affinen Teilraum v + U. Hat man némlich w € [v] und also v ~ w, so
ergibt sich v := v —w € U und damit w = v —u € v+ U. Ist umgekehrt w € v+ U
und also w = v + ¢/ fiir ein v’ € U, so erhilt man v —w = —u’ € U, was v ~ w
und damit w € [v] zeigt. Lemma [3.1.3 besagt unter anderem, dass v+ U = w+ U
dquivalent ist zu w € v 4+ U. Dies ergibt sich nun als Spezialfall von Lemma |4.2.4

Unter einer Partition einer Menge M versteht man eine Menge M C P(M)\ {0}
mit M = JM und NN N’ = { fiir alle N # N’ aus M. Intuitiver schreibt man oft
M = {M; :i € I}, sodass man M als disjunkte Vereinigung M = | J,o; M; erhilt.

Proposition 4.2.6. Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M, so ist M/~
etne Partition von M.

Beweis. Fiir jedes © € M ist wegen der Reflexivitit © ~ x und also = € [z] # 0.
Dies zeigt M = |J M /~. Wir nehmen nun [z]N[y] # 0 an und leiten [z] = [y] ab. Ist
z € [z] N [y] und also x ~ z sowie y ~ z, so erhalten wir mit der Symmetrie z ~ y
und mit der Transitivitit = ~ y. Nun folgt [z] = [y] mit dem vorigen Lemma. O

Tatsiichlich lassen sich Aquivalenzrelationen und Partitionen als zwei Perspekti-
ven auf dasselbe Phinomen auffassen. Wir skizzieren dies in der folgenden Bemer-
kung, wobei wir die Details zur Ubung iiberlassen.

Bemerkung 4.2.7. Ist M eine Partition von M, so erhilt man durch
rT~pmy & esgibtein N € M mit z,y € N

eine Aquivalenzrelation. Die Operationen ~ + M/~ und M  ~ sind zuein-
ander invers, sodass wir eine Bijektion zwischen den Aquivalenzrelationen und den
Partitionen gefunden haben.
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Aus der Definition erhiilt man unmittelbar:
Korollar 4.2.8. Die Quotientenabbildung m: M — M/~ ist surjektiv.

In der Tat lassen sich surjektive Abbildungen als dritte Perspektive auf ein ge-
meinsames Phinomen auffassen (neben Aquivalenzrelationen und Partitionen), wo-
bei wir dies erneut nur skizzieren.

Bemerkung 4.2.9. Fiir eine Surjektion f : M — P ist durch
ety e f2) = fy)

eine Aquivalenzrelation auf M gegeben. Die Operationen ~ — 7., und f — ~7 sind
im Wesentlichen zueinander invers. Eine gegebene Aquivalenzrelation ~ stimmt
wegen Lemma mit der Relation ~f fiir f := m. iiberein. Ist umgekehrt eine
Surjektion f : M — P gegeben, so kann man nicht erwarten, dass 7. mit ~ = ~/
dieselbe Funktion wie f ist (weil die Wertebereiche im Allgemeinen verschieden
sind). Ist aber die Funktion g : P — M rechtsinvers zu f, so ist 7. o g eine
Bijektion, welche den gestrichelten Pfeil im kommutativen Diagramm

M—I p

N ‘
v

M/~

o

bezeugt. In diesem Sinn lassen sich f und 7., identifizieren. Formal mag man dafiir
zwei surjektive Funktionen f; : M — P; als dquivalent definieren, wenn es eine
Bijektion h : P, — P> mit h o f; = f5 gibt.

Oben haben wir den Wertebereich mit P fiir ,property* (,Eigenschaft‘) bezeich-
net. Man kann namlich f : M — P so verstehen, dass jedem Element von M genau
eine Eigenschaft aus P zugeordnet wird. Die Aquivalenzklassen in M/~ bestehen
dann jeweils aus den Objekten, die unter eine der Eigenschaften fallen.

Beispiel 4.2.10. Fiir n € N\{0} ordne r : Z — {0, ...,n—1} den Rest bei Division
durch n zu, sodass also jeweils p = ¢-n+r(p) mit eindeutig bestimmtem ¢ € Z gilt.
Fiir die zugehérige Aquivalenzrelation ~" (vgl. die vorige Bemerkung) schreiben
wir auch ~". Man hat dann

p~"p < pund p haben denselben Rest bei Division durch n
& p—p ist durch n teilbar.

Da p—r(p) stets durch n teilbar ist, lassen sich die Aquivalenzklassen schreiben als

[Pl = [r(®)] ={g-n+7p):q€Z} =r(p) +nZ
Fir 0 < k <l < n hat man k " [. Damit bilden die sogenannten Restklassen

k 4+ nZ mit 0 < k < n eine Partition der ganzen Zahlen. Fiir die Faktormenge
schreibt man oft Z,, = Z/(n). Die Quotientenabbildung

7:2—Z, mit 7w(p)=r(p)+nZ

stimmt im Wesentlichen (bis auf die Bijektion {0,...,n—1} 3 i — i+ nZ) mit der
Funktion r iiberein. Entsprechend kann man Z,, als abstrakte Repréasentation der
Menge {0,...,n — 1} der Reste auffassen. Ein Vorteil des abstrakten Zugangs ist,
dass Z,, auf kanonische Weise die Ringstruktur von Z erbt, wie wir spéter zeigen.
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Wir konzentrieren uns nun auf den wichtigen Fall eines Quotienten durch einen
Untervektorraum. Insbesondere wollen wir zeigen, dass die Faktormenge selbst wie-
der als Vektorraum aufgefasst werden kann, den man als Faktorraum bezeichnet.
Die folgende Definition bedarf einer Rechtfertigung, welche wir unten nachliefern.

Definition 4.2.11. Im Fall der Aquivalenzrelation aus Lemma schreiben wir

meist V/U anstelle von V/ ~ (und mit Beispiel[1.2.5|manchmal v+ U statt [v]). Auf

der Menge V/U definieren wir eine Addition und eine Skalarmultiplikation durch
[v] + [w]=v+w] und X-[v]=[X-v].

Als Rechtfertigung der Definition ist hier die Wohldefiniertheit nachzuweisen.
Fiir die Addition ist ndmlich a 4+ b mit a,b € V/U zu erkliren, ohne dass die Sum-
manden schon in der Form a = [v] und b = [w] gegeben wiren. Der Punkt ist, dass
diese zwar in der angegebenen Form geschrieben werden kénnen, dass v und w dabei
aber nicht eindeutig bestimmt sind. Um diese Schwierigkeit zu umgehen, kénnen
wir aus jeder Aquivalenzklasse ein Element auswiihlen und fiir unsere Definition
verwenden (wobei auch eine andere Rechtfertigung ohne Auswahlaxiom moglich
ist). Es bleibt dann aber nachzuweisen, dass die Gleichungen aus der Definition
nicht nur fiir die gewéhlten ,Représentaten‘ sondern fiir alle v,w € V gelten. Dies
leistet der folgende Beweis.

Lemma 4.2.12. Addition und Skalarmultiplikation auf V/U sind wohldefiniert.

Beweis. In Bezug auf die Addition zeigen wir, dass aus [v] = [v] und [w] = [w/]
schon [v 4+ w] = [v" + w'] folgt. Wir nehmen also an, dass v — v’ und w — w’ in U
liegen. Es ergibt sich dann auch

(w+w)— ' +w)=@w-2)+(w-—uw')eU.
Die Skalarmultiplikation behandelt man analog. O
Die Vektorraumstruktur vererbt sich unmittelbar, wie man priifen moge.

Proposition 4.2.13. Ist U ein Untervektorraum eines Vektorraums V', so ist V/U
wieder ein Vektorraum.

Die Vektorrdume V und V/U lassen sich wie folgt in Beziehung setzen.

Proposition 4.2.14. Die Quotientenabbildung m : V — V/U ist linear und sur-
jektiv mit ker(mw) = U.
Beweis. Die Gleichungen aus Definition 4.2.11] lassen sich auch als

() +7(w)=n(v+w) und X -7(v) =7(A-v)

schreiben. Weiter hat jedes Element von V/U die Form [v] = 7(v) mit v € V.
Schliefllich gilt m(v) = [v] = 0 genau fiir v ~ 0 und also firv=v—-0€ U. O

Insbesondere zeigt das vorige Ergebnis, dass m genau fiir U = {0} injektiv ist.
Proposition 4.2.15. Man hat dim(U) + dim(V/U) = dim(V).

Beweis. Wir wihlen eine Basis B von U und ergénzen sie zu einer Basis C von V.
Angenommen, es gilt > 1 A; - 7(v;) = 0 fiir paarweise verschiedene v; € C\B.
Man hat dann 7(};_; A - v;) = 0 in V/U und also Y./ | \; - v; € U. Wegen
der Eindeutigkeit der Basisdarstellung folgt Ay = ... = A\, = 0. Dies zeigt, dass
die Einschréinkung von 7 auf C\B injektiv ist und linear unabhingiges Bild hat.
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Um zu zeigen, dass letzteres auch ein Erzeugendensystem ist, betrachten wir ein
beliebiges Element [v] = w(v) € V/U und schreiben

1):2)\1--1)1-—1—2;”-10]- mit v; € B und w; € C\B.

i=1 j=1
Wegen B C U gilt jeweils 7(v;) = 0 und also [v] = 377, ;- m(wy). O
Fiir ein intuitives Verstédndnis der Dimension mag das Folgende hilfreich sein.

Beispiel 4.2.16. Wir nehmen Beispiel auf und betrachten den Fall eines Un-
tervektorraums U C V = R? mit dim(U) = 1, sodass also U eine Gerade durch
den Ursprung ist. Hier besteht V/U aus den zu U parallelen Geraden v + U. Fiir
festes vg ¢ U ist die lineare Abbildung p : R — V/U mit p(A) = X - vgp + U nicht
konstant Null und hat also ein Bild positiver Dimension. Da die vorige Proposition
dim(V/U) = 1 liefert, ist p surjektiv und damit bijektiv. Intuitiv ist p eine Para-
metrisierung unserer Parallelenschar. Dass V/U Dimension Eins hat, entspricht der
Tatsache, dass p von einer Variablen A abhéngt.

Um eine gegebene Abbildung ¢ : V' — W surjektiv zu machen, geniigt es, den
Wertebereich auf das Bild img(y) einzuschrinken. Als wichtige Anwendung des
Faktorraums besprechen wir nun, wie man eine Abbildung injektiv machen kann.

Theorem 4.2.17 (Homomorphiesatz). Fiir jede lineare Abbildung ¢ : V — W gibt
es eine eindeutig bestimmte Funktion @ : V/ker(¢) — W mit der Eigenschaft, dass

kommutiert, sodass man also ¢ = pom hat. Die Funktion © st linear und injektiv.
Insbesondere gilt

V/ker(p) = img(¢p).

Beweis. Wir betrachten zuniichst allgemeiner den Quotienten V/U durch einen
beliebigen Untervektorraum U, der in ker(y) enthalten ist. Da 7 surjektiv ist, kann
es hochstens eine Funktion @ : V/U — W mit ¢ = p o w geben. Fiir die Existenz
wiirden wir gerne
:V/U—->W mit B([v]) =)

betrachten. Der entscheidende Punkt ist hier erneut die Wohldefiniertheit. Um letz-
tere nachzuweisen, nehmen wir [v] = [w] an. Es gilt dann v —w € U C ker(p) und
also ¢(v —w) = 0. Man hat daher p(v) = p(w), wie gewiinscht. Die Gleichung
¢ = p o gilt per Konstruktion. Fiir die Linearitit rechnet man etwa

P([v] + [w]) = 2([v + w]) = p(v+w) = o(v) + (w) = P([v]) + B([w]).
Per Konstruktion haben ¢ und i dasselbe Bild. Ist U sogar gleich dem Kern von ¢,
so gilt B([v]) = ¢(v) = 0 genau fiir v € U. Es ergibt sich

ker(p) = {[v] : v € U} = {0},
sodass P injektiv ist und also V/ ker(¢) = img() = img(p) gilt. O

Als erste Anwendung erhalten wir einen zweiten und besonders transparenten
Beweis eines bereits bekannten Resultats:
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Bemerkung 4.2.18. Es sei ¢ : V — W eine lineare Abbildung. Mit dem obigen
Theorem ergibt sich
rank(¢) = dim(img(y)) = dim(V/ ker(y)).
Zusammen mit Proposition erhélt man die Gleichung
dim(ker(y¢)) 4 rank(y) = dim(V),

welche wir bereits zuvor als Rangsatz bewiesen hatten.

Der folgende Beweis stellt eine weitere Anwendung dar. Konkret wird hier der
Faktorraum verwendet, um das Ergebnis nicht mehr fiir allgemeines sondern nur

noch fiir injektives ¢ zeigen zu miissen. Dieser Spezialfall ist einfacher, obwohl sich
der allgemeine Fall auch direkt beweisen ldsst.

Lemma 4.2.19. Wir betrachten lineare Abbildungen ¢ : V. — W und ¢’ : V — W'.
FEs gilt genau dann ker(p) C ker(¢'), wenn es eine lineare Abbildung ¢ : W — W'
gibt, fiir die das Diagramm

Ve w
N U
@ N
W/
kommutiert, das heifit, fiir die ¢ o p = ¢’ gilt.
Beweis. Hat man ein 1 wie im Diagramm, so folgt aus v € ker(y) in der Tat
¢'(v) =P op(v) =1(0) =0

und also v € ker(¢’). Wir nehmen nun umgekehrt ker(p) C ker(yp’) an. Aufgrund
von Theorem [£:2.17] und seinem Beweis haben wir ein kommutatives Diagramm

V/ker(p) «—— V

Hierbei ist @ injektiv und hat also eine Linksinverse p : W — V/ker(¢). Man kann
annehmen, dass diese linear ist (indem man @ = Abb(f) schreibt und p = Abb(g)
mit go f = id setzt). Wir definieren nun ¢ : W — W’ durch ¢ = @’ o p. Man erhiilt

bop=popop=7.
Mit dem obigen Diagramm ergibt sich
Yop=topor=For=y,

wie gewiinscht. O

Um zu sehen, wofiir das vorige Lemma gut ist, kann man einen direkten Beweis
der Gleichung img(p") = ker(y)? aus Proposition |4.1.26| geben (welche zuvor per
Dualitit gezeigt wurde).

Im Rest dieses Unterkapitels beschéiftigen wir uns mit Quotienten von Ringen.

Diese werden wir im néchsten Unterkapitel fiir eine transparente Konstruktion der
komplexen Zahlen verwenden.
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Definition 4.2.20. Es sei R ein kommutativer Ring. Eine nicht-leere Menge I C R
heiflt Ideal, wenn fiir x,y € I und beliebiges z € R jeweils x +y € I und —x € 1
sowie x -z € I giltm Ist I ein Ideal, so schreiben wir R/I fiir den Quotienten R/~
durch die Aquivalenzrelation ~ mit

r~y & zxT—yel
Auf R/I definieren wir [z] + [y] = [z + y] und [z - y] = [z] - [y].

Man moge priifen, dass es sich bei der Relation ~ aus der Definition tatséchlich
um eine Aquivalenzrelation handelt. Hierbei kommt die additive Abgeschlossen-
heit von I zum Tragen, welche auch die Wohldefiniertheit der Addition auf R/I
garantiert. Fiir die Wohldefiniertheit der Multiplikation beobachten wir

@l=[]=z-del=zy-—a -y=(z—2a)yel=[z-y=["yl

Hierbei beachte man, dass y nicht unbedingt in R liegt. Dies erklart, warum in der
Definition eines Ideals x - z € I fiir x € I und allgemeines z € R gefordert wurde
(statt nur fiir z € I). Analog folgt [z - y] = [« - ¢] aus [y] = [¢']. Hat man letzteres
und [z] = [2'], so ergibt sich also [z - y] = [z - '] = [ - ¢/].

Lemma 4.2.21. Fir jeden kommutativen Ring R und jedes Ideal I C R ist der
Quotient R/I auch wieder ein kommutativer Ring. Ist 1 € R multiplikativ neutral,
so gilt dies auch fir [1] € R/I.

Die Quotientenabbildung 7 : R — R/I ist wieder surjektiv und respektiert per
Konstruktion die Addition und Multiplikation (ist also ein Ringhomomorphismus).
Wir interessieren uns besonders fiir den Fall, dass R/I ein Korper ist.

Proposition 4.2.22. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins. Fir jedes Ideal I C R
sind dquivalent:

(i) Der Faktorring R/I ist ein Korper.
(i) Das Ideal I ist mazimal, das heift, es gibt kein Ideal J C R mit I C J.

Beweis. Es gelte zunédchst (i). Fiir ein gegebenes Ideal J 2 I wihlen wir ein Ele-
ment x € J\I. Wegen [z] # 0 in R/I finden wir ein y € R mit [z -y] = [z] - [y] =1
undalsoz-y—1€l. Esistdann 1l =2-y—(z-y—1) € Jund damit z=1-z € J
fir alle z € R, was J = R zeigt.

Wir nehmen nun (i) an. Betrachte ein beliebiges Element [z] # 0 von R/I,
sodass also x ¢ I gilt. Man kann sich iiberzeugen, dass

J:={s+x-t:se€lundte R}

ein Ideal ist. Wegen x € J hat man I C J und mit (ii) deshalb J = R, also 1 € J.
Schreibe 1 = s+ -t mit s € I. Es ergibt sich -t —1 € I und also [z]- [t =1. O

Mit dem folgenden Beispiel wird die Konstruktion des Korpers B = Zy aus
Kapitel [1 in einen groBeren Kontext gestellt.

90Dje ersten beiden dieser drei Eigenschaften machen I zu einer Untergruppe der additiven Gruppe
von R. Man kann Ideale auch in nicht-kommutativen Ringen definieren, wobei man dann entweder
auch z -z € I fiir x € I und 2z € R fordert (,beidseitiges Ideal‘) oder auf die Symmetrie verzichtet
und von Links- beziehungsweise Rechtsidealen spricht.



LINEARE ALGEBRA 83

Beispiel 4.2.23. Fiir einen kommutativen Ring R und = € R ist
(x):={x-z:2€ R}
ein Ideal, wie man priifen moge. Ideale der Form (z) heilen Hauptideale. In Fort-
fithrung von Beispiel hat man
p~"p & p-—p istdurch nteilbar & p—p' € (n)CZ.

Dies rechtfertigt die bereits zuvor verwendete Schreibweise Z/(n) fiir den Quotien-
tenring, der auch mit Z, bezeichnet wird. Wie versprochen erhalten wir nun eine
Ringstruktur auf Z,. Diese erlaubt uns das Rechnen mit Resten bei der Division
durch n. Beispielsweise hat 7 bei der Division durch 3 den Rest 1, sodass man
[7] = [1] in Z3 hat (wofiir man auch 7 =1 mod 3 schreibt). Es ergibt sich

[710] _ [7]10 _ [1]10 _ [110] —_ [1}7
sodass auch 710 bei der Division durch 3 wieder den Rest 1 hat. Wir haben nun
auch eine systematische Erklarung fiir die Gleichung 1 +1 = 0 in B = Z,. Mit

dem vorigen Ergebnis und dem sogenannten Lemma von Bézouﬂ folgt, dass Z,,
fir n > 0 genau dann ein Korper ist, wenn n prim ist.

4.3. Intermezzo: Polynome und komplexe Zahlen. In einem Korper K hat
eine lineare Gleichung z-s+t = 0 mit s,¢t € K und s # 0 stets eine Losung, die durch
x = —t/s gegeben ist. Fiir quadratische Gleichungen und Polynome hoheren Grades
ist dies im Allgemeinen nicht der Fall: So hat etwa 2?2 — 2 = 0 in Q keine Losung,
weil /2 irrational ist. Weiter hat 22 4+ 1 = 0 keine Losung in R, weil Quadratzahlen
dort nicht negativ sind. Wir iiberzeugen uns zunéchst informell, dass es niitzlich
wire, die gegebene Gleichung losen zu kénnen:

Beispiel 4.3.1. Wir werden R spéter in einen grofleren Korper C einbetten, dessen
Elemente man komplexe Zahlen nennt. Dabei gibt es ein i € C mit 72 = —1. Um des-
sen Nutzen zu illustrieren, betrachten wir (im Zusammenhang mit den sogenannten
Cardanischen Formeln) die Gleichung

p(z) =23 — 15z —4=0.
Wir substituieren x = s + ¢t und rechnen
ps+t)=s>+t3+3-(s-t—5) (s+t)—4.
Die Gleichung p(x) = 0 reduziert sich damit auf die Gleichungen
s-t—5=0 und s3+t3-4=0.

Aus der ersten Gleichung erhalten wir ¢ = 5/s. Einsetzen in die zweite Gleichung
fiihrt auf die Bedingung

w2—4w+53;0 mit w = s>,

Rechnen wir — an dieser Stelle noch informell — mit ¢ = v/—1, so liefert die bekannte
Losungsformel fiir quadratische Gleichungen

44++/42 —4.53
wz%z?j: 4—-53=24+/(-1)-121 =2+ 11.
Fiir s = 2 + 4 rechnen wir

= (A+4i+d%) - (2+0)=3B+4)(2+4) =6+3i +8i +4i* =2+ 11i = w,

91Wir werden spéter eine Version dieses Lemmas fiir Polynome beweisen.
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was der obigen Wahl von w entspricht. Weiter erhélt man nun

y 5 5 5-(2—1) 5-(2—1) 94

= — = = = = — 1.
s 241 (2419)-(2-19) 4 — 2

Schlieflich ergibt sich

r=s+t=2+1i)+(2-1) =4.
Man priift, dass in der Tat p(4) = 0 gilt.

Das vorige Beispiel deutet zumindest informell an, dass die Verwendung von
komplexen Zahlen grofie Vorteile bringen kann — selbst, wenn man letztlich nur an
reellen Losungen interessiert sein sollte. Wir werden im néchsten Kapitel sehen, dass
die komplexen Zahlen auch in der linearen Algebra von entscheidender Bedeutung
sind. Im vorliegenden Unterkapitel geben wir den komplexen Zahlen eine prézise
mathematische Bedeutung (mit der dann auch die Rechnungen im vorigen Beispiel
einen offiziellen Status gewinnen).

Wir beschéftigen uns zunéchst mit Polynomen. Dabei beginnen wir mit einer for-
malen Definition, die wir dann im Nachgang durch eine intuitivere (und iiblichere)
Schreibweise ergénzen.

Definition 4.3.2. Fiir einen Kérper K heifit K[z] := @y K die Menge der Poly-
nome {iber K ﬂ Die Addition auf K[z] ist wie in Definition [2.3.10| gegeben. Um die
Multiplikation von p, ¢ € K[x] zu erkldren, definieren wir p- ¢ : N — K durch
(p-q)(n) =Y _p(i)-qn—1i).
i=0

Ein Polynom ist fiir uns also formal eine Funktion p : N — K, die nur fiir endlich
viele Argumente n(1) < ... < n(l) Werte p(n(i)) # 0 annimmt. Intuitiver schreibt
man solch ein p in der Form

p(n(l)) - z"O + ...+ p(n(1)) - 2"V,

wobei die p(n(i)) € K Koeffizienten genannt werden. Indem man auch die Null als
Koeffizient zulésst, erhélt man fiir jedes Polynom ungleich Null eine Darstellung

d

§ i
)\i T,

1=0

welche wir eindeutig machen kénnen, indem wir Ay # 0 fordern. Die Schreibweise
ist dabei nicht willkiirlich, weil das angegebene Polynom tatsichlich durch Addition
und Multiplikation im Sinn der obigen Definition aus den konstanten Polynomen
Ai = X - 2% und dem Polynom x = 1 - z! hervorgeht. Die Multiplikation von
Polynomen lésst sich ebenfalls durch die intuitive Schreibweise transparent machen,
wofiir wir auf den Beweis des nichsten Lemmas verweisen.

Definition 4.3.3. Der Grad eines Polynoms p = Z?:o A -2t € K[X] mit \g #0
ist deg(p) = d. Weiter setzen wir deg(0) = —oo.

92Man kann Polynome genauso iiber Ringen definieren. Wir verzichten auf die allgemeinere Dar-
stellung, um wortlich auf Definition [2:3.10] aufbauen zu kiénnen. Auch gelten nicht alle der folgen-
den Ergebnisse iiber beliebigen Ringen.
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Der folgende Beweis zeigt insbesondere, dass fiir p,q € K|x]| wieder p - ¢ € K|[x]
gilt, dass die Funktion p-q also auch nur endlich viele Werte ungleich Null annimmt.
Fiir beliebiges d € {—oo} UN vereinbaren wir dabei —oo +d = —co = d + (—00).

Lemma 4.3.4. Es gilt deg(p - q) = deg(p) + deg(q).

Beweis. Ist p oder ¢ Null, so ist das Ergebnis unmittelbar. Im verbliebenen Fall

schreiben wir
c d
p:Z)\i-ncz und q:Zuj-xJ
i=0 =0

mit A, ug # 0. Es gilt dann
ct+d ¢

Pg=_3 Xipn-a",

n=0i=0
wobei wir u; = 0 fiir j > d setzen. Insbesondere ist damit

ZAi'Hc-&-d—i:/\c'Hd?éO

=0

und also deg(p - q) = ¢+ d. O
Die Multiplikation auf K[z] kann als Erweiterung der Skalarmultiplikation aus

Definition [2.3.10|aufgefasst werden (iiber die Einbettung A — \-z°). Wir wissen be-

reits, dass K [x] mit dieser Skalarmultiplikation und der Addition ein K-Vektorraum
ist. In Erweiterung dieser Tatsache priife man:

Proposition 4.3.5. Die Menge K|x] der Polynome bildet einen Ring.

Man beachte, dass K|[z] nie ein Korper ist. Das Polynom z hat ndmlich wegen
deg(z - ¢) =1+ deg(q) > 0 = deg(1)
kein Inverses. Wie ganze Zahlen kann man auch Polynome mit Rest dividieren:
Proposition 4.3.6. Fiir p,q € K[x] mit ¢ # 0 gibt es eindeutige r,s € K[z] mit
p=s-q+r und deg(r) < deg(q).
Beweis. Fiir die Eindeutigkeit nehmen wir an, dass fir i € {0,1} jep =8, -q+1;
mit deg(r;) < deg(q) gilt. Man hat dann ro —r; = ¢ - (s1 — s0). Dabei ist
deg(q) > deg(ro — 1) = deg(q) + deg(s1 — o),

was nur fiir so = s1 und also rg = r; moglich ist.

Fiir die Existenz wihlen wir s, mit p = s- ¢+ r so, dass deg(r) kleinstmoglich
ist (wobei zumindest s = 0 und r = p eine mogliche Wahl darstellt). Fiir einen
Widerspruch nehmen wir an, dass m := deg(q) < deg(r) =: n gilt. Wir schreiben
dann ¢ = ¢’ + A - 2™ und r = ' + p - 2" mit deg(q’) < m und deg(r’) < n. Fiir das
Polynom s’ := s+ pu/A - 2™ ™ hat man

p—s’-q:p—s~q—g-x"_m-qzr—%-x”_m~(q/+)\-mm)
Ko on—m n R N "
=r—S.2 o —peat=r—% g ="

A A

Hierbei ist deg(z"~™-¢') < n und also deg(r”) < n. Andererseits ist p = s"-q+r",
was der Minimalitét von deg(r) widerspricht. O
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Der vorige Beweis enthilt einen Algorithmus, den wir nun explizit machen.

Bemerkung 4.3.7. Um p mit Rest durch g # 0 zu dividieren, setzen wir zunéchst
so = 0 und r¢ = p. Induktiv erhalten wir so Darstellungen p = s; - ¢ + ;. Solange
dabei n = deg(r;) > deg(q) = m gilt, setzen wir
Sig1 =i+ 5 a"™ und iy = T, — Bogn-m. ¢
A A

fir ¢ = ¢ + X-2™ mit deg(¢’) < m und r;, = 7} + p - 2™ mit deg(r]) < n.
Fiir konkrete Berechnungen bietet es sich an, die Polynome s; und r; in Form
einer Tabelle aufzuschreiben, wobei man zusétzlich auch noch y = p; und n = n;
festhalten kann. Fiir p = 2* + 42 — 2 und ¢ = 22 +  + 2 hat man etwa A = 1 und
m = 2 sowie ¢ = x + 2, was zu folgender Tabelle fiihrt:

Si Ti | Hi | Ny
0 2t 4 —2 1

x2 a3 -2 +4x -2 | -1

2 -z —2?4+6x—2| -1 2
2 —xz—1 Tx

Man kann priifen, dass in der Tat p = (22 —x — 1) - ¢ + Tz gilt.

Die intuitive Schreibweise legt bereits nahe, dass sich Polynome als Funktionen
auf dem Grundkorper auffassen lassen:

Definition 4.3.8. Fiir p = E?:o \i -2t € K[z] sei E[p] : K — K gegeben durch

d
Ep](¢) = Z)\i ¢
i=0

Die Abbildung p — E[p] ist mit der Addition und Multiplikation vertriglich (also
ein Ringhomomorphismus), aber fiir endliches K nicht injektiv. Letzteres folgt zum
Beispiel, weil hier K[z] unendlich ist, wihrend die Menge der Funktionen auf K
endlich ist. Es ist aber auch instruktiv, sich als Ubung ein konkretes Gegenbeispiel
zu iiberlegen. Fiir unendliches K ist p — E[p] tatséchlich injektiv, was man bei
Interesse als anspruchsvolle Ubung zeigen moge (wobei man fiir den Nachweis der
linearen Unabhéngigkeit von {E[z"] : n € N} die Vandermonde-Matrizen nach-
schlagen kann). Jedenfalls ist es grundsétzlich wichtig, dass man zwischen einem
Polynom p und der zugehérigen Polynomfunktion E[p] unterscheidet. Wenn man
sich den Unterschied ausreichend bewusst gemacht hat, schreibt man in der Praxis
oft p anstelle von E[p]. Speziell in unserem Formalismus ist dann allerdings zu be-
achten, dass man es nun mit einer Funktion p : K — K zu tun hat, die nicht mit
der reprisentierenden Funktion p : N — K aus Definition iibereinstimmt.

Von grofler Bedeutung ist der Zusammenhang von Nullstellen und Teilbarkeit.
Als Nullstelle von p € K|[z] bezeichnen wir ein A € K mit p(A) = E[p](\) = 0. Fiir
p,q € K[x] sagt man, ¢ teile p, wenn es ein s € K[z] mit p = s - ¢ gibt.

Proposition 4.3.9. Firp € K[z] und A € K hat man

A ist Nullselle vonp << x— X teilt p.
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Beweis. In der Riickrichtung schreiben wir p = (x — A\) - s. Da ¢ — E|[q] ein Ring-
homomorphismus ist, ergibt sich

Elpl(A) = Elz = AJ[(A) - E[s](A) = (A = A) - E[s](A) = 0.

Fiir die andere Richtung schreiben wir p = s+ (x — A\) 4 r fiir einen Rest r € K|x]
mit deg(r) < 1. Dabei ist » = pu konstant und man erhélt

0=pA) =sQA)- A=A +p=n,
alsop=s-q. O

Das folgende Ergebnis impliziert insbesondere, dass ein nicht-konstantes Poly-
nom nur endlich viele Nullstellen haben kann.

Proposition 4.3.10. Sind A1, ..., \; die paarweise verschiedenen Nullstellen eines
Polynoms p € K[x] mit p # 0, so hat man eine Darstellung

k
p=a- [0
i=1
fiir ein Polynom q € K[x] ohne Nullstellen, wobei die Ezponenten n(i) und das
Polynom q eindeutig bestimmt sind.

Beweis. Fiir die Existenz argumentieren wir per Induktion iiber k € N. Hat das
Polynom p keine Nullstelle, so setzt man schlicht ¢ = p. Anderenfalls wihlen wir
eine Nullstelle A; und schreiben p = (z — )\1)"(1) - p' fiir den groftmoglichen Ex-
ponenten n(1). Hierbei hat p’ nur noch Nullstellen A, ..., A, sodass wir induktiv
schlielen konnen.

Die Eindeutigkeit von n(i) ergibt sich wie folgt: Es sei (x — ;)™ s = (x — \;)™ -t
mit m < n, wobei \; Nullstelle weder von s noch von t ist. Durch Kiirzen im
Integritdtsring K[z] erhdlt man s = (z — \;)"~ ™ - ¢, wobei dann n = m gelten muss.
Die Eindeutigkeit von ¢ folgt nun erneut durch Kiirzen. (]

Wir kénnen nun den folgenden Begriff einfiihren.

Definition 4.3.11. In der Darstellung aus Proposition 4.3.10| heiit n(i) die Viel-
fachheit der Nullstelle ;.

Fiir Korper mit der folgenden Eigenschaft ist die Darstellung aus der vorigen
Proposition besonders einfach, weil ¢ konstant sein muss. Fiir p # 0 ergibt sich

wegen Lemma dann deg(p) = Zle n(i).

Definition 4.3.12. Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes
nicht-konstante Polynom aus K|[z] eine Nullstelle in K hat.

Hat ein Polynom in einem gegebenen Korper keine Nullstelle, kann man nach
Nullstellen in einer Erweiterung suchen. So hat etwa x> — 2 keine Nullstelle in Q
aber schon in R. Nun ist R nicht algebraisch abgeschlossen (da 2% + 1 keine reelle
Nullstelle besitzt), hat gegeniiber Q aber den folgenden Vorzug:

Proposition 4.3.13. Ist deg(p) > 0 ungerade, so hat p € Rlx] eine Nullstelle in R.

93Der Autor priift diesen Beweis im Rahmen der linearen Algebra nicht ab, da er (freilich elemen-
tare) Analysis enthilt.
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Beweis™] Fiir p = Z?:o i - @t mit \g # 0 setzen wir M := max{|\;| : i <n}. Es
ergibt sich

<(d-1)-M-|z|* ! fir |z > 1.

d-1 4
Z )\z -zt
i=0
Setzt man N = max(d - M /A4, 1), so erhilt man

p(—N) < —Xg N4+ (d—1)- M- |2|* P =N ((d—1)- M —=)Xg-N) <0

und analog p(NN) > 0. Der Zwischenwertsatz liefert eine reelle Nullstelle. O

Im Folgenden wollen wir R in den algebraisch abgeschlossenen Kérper C der
komplexen Zahlen einbetten (wobei wir die algebraische Abgeschlossenheit erst im
nichsten Kapitel nachweisen). Die entscheidende Idee ist, dass man Nullstellen
geeigneter Polynome durch Quotientenbildung hinzufiigen kann.

Definition 4.3.14. Ein nicht-konstantes Polynom p € K[x] heift irreduzibel, wenn
es keine nicht-konstanten s,t € K[z] mit p = s - ¢ gibt.

Als Teil des folgenden Beweises zeigen wir das Lemma von Bézout fiir Polynom-
ringe. Dieses hatten wir fiir Z bereits in Beispiel |4.2.23| erwéihnt, wo auch die Defi-
nition des Hauptideals (f) zu finden ist.

Theorem 4.3.15. Ist p € K[x] irreduzibel, so ist K[x]/(p) ein Kérper.

Beweis. Laut Lemma [£.2.21] haben wir einen kommutativen Ring mit Eins. Um
mit Proposition @ zu schlieflen, zeigen wir, dass (p) ein maximales Ideal ist.
Zunéchst ist (p) von K[z] verschieden, da man sonst 1 € (p) hiitte, sodass p ein
Teiler von 1 wére, was fiir nicht-konstantes p unmdoglich ist. Fiir ein beliebiges Ideal
J 2 (p) zeigen wir nun J = K|[z]. Betrachte dazu ¢ € J\(p) und wihle t,t' € K|[x]
so, dass s := t - p + t' - ¢ ungleich Null ist und dabei kleinstmdoglichen Grad hat.

Teilen mit Rest liefert

p=t"-s+r mit deg(r) < deg(s).

Mitr = (1—t"-t)-p+(—t"-t')-q und wegen der Minimalitét von deg(s) gilt » = 0.
Somit ist s Teiler von p und analog auch von q. Da p irreduzibel ist, muss s oder "
konstant und also invertierbar sein. Wegen ¢ ¢ (p) kann dies nicht fiir ¢ gelten (da
man mit ¢ = s’ - s sonst ¢ = p - s’ /t” hiitte). Man erhilt also

t t
l=-p+—-qeJ
S S

und damit J = K{z], wie gewiinscht. O

Um K(z]/(p) als Erweiterung von K aufzufassen, betrachten wir die Elemente
von K zunichst als konstante Polynome in K[z]. Explizit ist dies (wie bereits
angedeutet) vermittelt durch die Funktion

v K — Klz] mit () = \-2°,

die sich mit der Addition und Multiplikation vertrigt (also ein Ringhomomorphis-
mus ist). Oft schreibt man schlicht A anstelle von ¢()). Unsere Einbettung ergibt
sich durch Komposition mit der Quotientenabbildung = : K[z] — K[z]/(p).

Lemma 4.3.16. Der Ringhomomorphismus wo v : K — Klz|/(p) ist injektiv.
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Beweis. Aus mou(A) = mou(p) folgt, dass das konstante Polynom ¢(A) —¢(p) in (p)
liegt. Mit (p) # K[z] muss dann aber ¢(A) = ¢(p) und also A = p gelten. O

Wir hatten angedeutet, dass p in der Erweiterung K’ := K[z]|/(p) eine Nullstelle
haben soll. Genauer miissen wir dazu p als Polynom in K'[x] auffassen, was iiber die
Einbettung aus dem vorigen Lemma mdoglich ist (wobei wir 7(q) = [g] schreiben).

Definition 4.3.17. Wir schreiben K’ = K[z]/(p) und definieren
d d
q= Z[L()\Z)} rt e K'lr] fir ¢= Z)‘i -zt e K[z).
i=0 i=0
Identifiziert man K mit seinem Bild unter 7 o¢, so stimmen ¢ und ¢ iiberein. Das
folgende Ergebnis ist zwar duferst wichtig, wird durch den Beweis aber als direkte
Folgerung aus der Konstruktion ausgewiesen.

Theorem 4.3.18. Ist p € K|[z] ein irreduzibles Polynom iber einem Kérper K, so
hat p in K[z]/(p) eine Nullstelle.

Beweis. Die gewiinschte Nullstelle ist als das Bild 7(z) = [z] von € K|x] unter
der Quotientenabbildung gegeben. Um dies zu sehen, schreiben wir p = Z?:o it
In Anbetracht von ¢(\;) -2t = \; - 20 - 2t = \; - 2% ergibt sich

d d
i) = S L) - ol = [ZL<Ai> ] ~ =0,
wie gewiinscht. O

Angesichts von Beispiel und Proposition erscheint es besonders
wichtig, die reellen Zahlen durch eine Quadratwurzel von —1 zu erweitern. Unser
allgemeiner Ansatz ist wegen des folgenden Ergebnisses anwendbar.

Lemma 4.3.19. Das Polynom 2% + 1 ist iber R drreduzibel.

Beweis. Wire die Aussage falsch, so hitte 2 + 1 aufgrund seines Grades einen
Teiler der Form x — A. Nach Proposition wére dann A € R eine Nullstelle
von 22 + 1, was aber A2 + 1 > 0 widerspricht. (]

Im Folgenden sind die Korpereigenschaften durch Theorem [4.3.15| garantiert.

Definition 4.3.20. Der Kérper der komplexen Zahlen ist durch C := R[x]/(z%+1)
definiert. Wir schreiben 4 (,imaginére Einheit’) fiir das Element [z] € C (also fiir
den Wert der Quotientenabbildung auf dem Polynom z € R[z]).

Wie im allgemeinen Fall oben ist R 3 A\ — [X - 2°] € C ein injektiver Ringhomo-
morphismus. Wir schreiben meist A anstelle von [A - 2°] und betrachten also R als
Teilkorper von C. Das folgende Ergebnis zeigt, dass unsere Konstruktion mit der
itblichen Ad-hoc-Definition von C {ibereinstimmt.

Proposition 4.3.21. (a) Jede komplexe Zahl lisst sich eindeutig als X+ p - i fiir
reelle Zahlen A\ und u schreiben.
(b) Es gilt

Atp-i)+ N +p' i) =A+XN)+ (p+ 1) 4,
Atp-d) N +p ) =N —p )+ (A p + X ) i
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Aus (b) erhilt man insbesondere i2 = (0 +1-14)? = —1.

Beweis. (a) Fiir die Eindeutigkeit nehmen wir A+ -4 = X + p’ -4 an. Es gilt dann
-z + A =[x+ N in Rlz]/(2? + 1). Somit liegt p := (u—p') -2+ (X = X)
im Ideal (22 4+ 1) und wird also von z? + 1 geteilt. Wegen deg(p) < 1 folgt daraus
p=0und also A = X sowie p = 1.

Fiir die Existenz argumentieren wir per Induktion iiber deg(p), um zu zeigen,
dass es A\, p € R mit [p] = A+ -4 gibt. Hat man deg(p) < 1, so ist dies unmittelbar.
Im verbliebenen Fall schreiben wir

d
p= Z)\i -zt mit  d = deg(p) > 2.
i=0
Fiir p’ :==p— Ag- 2972+ (22 4+ 1) gilt dann [p] = [p'] sowie deg(p’) < deg(p), sodass
wir induktiv schliefflen kénnen.

(b) Die Gleichung fiir die Addition gilt schlicht, weil C ein Koérper ist. Die Glei-

chung fiir die Multiplikation erhilt man wegen [z% + 1] = 0 und also

Z=kP=p=p -+ = -2~ 1]=-1
durch Ausmultiplizieren. O

Als Einschrankung der Multiplikation auf C erh#lt man eine Skalarmultiplikation
mit Elementen von R, sodass sich C als R-Vektorraum auffassen lidsst. Aus Teil (a)
der vorigen Proposition folgt, dass die Elemente 1,7 € C eine Basis bilden.

Korollar 4.3.22. Als R-Vektorraum hat C die Dimension zwes.

Man nennt Re(A+p-7) = A und Im(A+p-¢) = p auch den Real- und Imaginérteil
von A+ p-i € C. Mit dem Korollar hat man einen Isomorphismus C = R?, der sich
explizit durch

CoA+p-i— (\p) eR?

angeben lésst. Dies fithrt zur Interpretation von C als sogenannte Gaufische Zah-
lenebene. Die Addition entspricht dabei der iiblichen Vektoraddition, wihrend fiir
die Multiplikation die Léngen der Vektoren multipliziert und ihre Winkel zur posi-
tiven reellen Achse addiert werden (wie man sich anhand von (2 4 ) - (1 + 2¢) = 5¢
verdeutlichen moge). Es ergibt sich ein tiefer Zusammenhang mit der komplexen
Exponentialfunktion, die wir hier aber nicht untersuchen (wobei wir darauf hinwei-
sen, dass sich eine Summe im Exponenten in ein Produkt iibersetzt).

Zum Abschluss dieses Unterkapitels behandeln wir noch einige elementare Ope-
rationen auf den komplexen Zahlen.

Bemerkung 4.3.23. Um durch eine komplexe Zahl A+ -7 # 0 zu teilen, erweitern
wir zu einer binomischen Formel und rechnen

1 A= A I

Abpi Otpd)-O—pd) i@ i

Die vorige Rechnung erhellt auch das Folgende.
Definition 4.3.24. Die konjugierte Zahl zu z = A+ p - i € C ist definiert durch
Z=A— 1.
Die Norm von z ist durch |z| = v/z - Z gegeben.
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Explizit hat man also |A+p-i| = /A2 + p? € R, woraus ersichtlich wird, dass wir
es mit der iiblichen Lénge eines Vektors zu tun haben. Die folgenden elementaren
Eigenschaften {iberlassen wir zur Ubung.

Lemma 4.3.25. Fir z,w € C hat man

ztw=z4+w und Z-w=z-w und |z -w|=]z||w|

Das folgende Resultat zeigt, dass unsere Konstruktion tatséchlich unter den all-
gemeinen Begriff der Norm f#llt.

Proposition 4.3.26. Fir z,w € C und X\ € R gilt

(Positive Definitheit) 2] >0 wund |2|=0< 2=0,
(Absolute Homogenitét) IX-z| =|A]- 2],
(Dreiecksungleichung) |z +w| < |2] + |w].

Hierbei verweist |A| auf den Betrag als reelle Zahl, welcher aber mit der Norm
als komplexe Zahl iibereinstimmt.

Beweis. Nur die Dreiecksungleichung erfordert unsere Aufmerksamkeit. Man iiber-
zeugt sich zunéchst von Re(z) < |z| und folgert

2 W4z w=z-W+z-w=2-Re(z-w)<2-|z-w| =2z -[w|=2"]|2] - |w].
Es ergibt sich
lz+wf?=G+w) - z2Fw=(2+w) (Z+)
=z Z+2 Wz wr+w W< |2+ 2 2] w| + [w? = (|2] + [w])®.
Das Ergebnis folgt durch Wurzelziehen. (]

Das wichtigste Ergebnis an dieser Stelle ist sicher der sogenannte Fundamental-
satz der Algebra, welcher besagt, dass C algebraisch abgeschlossen ist. Dies werden
in Abschnitt [5.4] beweisen, wobei wir hier noch das folgende Ergebnis festhalten.

Lemma 4.3.27. Fiir jedes z € C gibt es ein w € C mit w? = z.

Bewets. Wir schreiben z = z 47 - y und setzen

we JHFz [l
a 2 2

Mit (|z| 4+ ) - (|2| — z) = |2|* — 2% = y? rechnet man w? = z. O

Zur Ubung mége man die Formel aus dem vorigen Beweis herleiten, indem man
die Gleichung (a +1i-b)? = z + i -y 16st (wobei man zwei quadratische Gleichungen
fiir Real- und Imaginérteil erhiilt). Einen noch transparenteren Beweis erhélt man
iiber die sogenannte Polardarstellung, die in der Analysis besprochen wird.

4.4. Summen und Produkte. In Definition 2.4, 71haben wir Summen von Unter-
vektorrdumen erklirt, Wir haben dabei versprochen, dass die Summe U $W im Fall
UNW = () nicht vom umgebenden Raum abhiingt. Insbesondere dieses Versprechen
wollen wir im vorliegenden Teilkapitel einlosen.

Um einen systematischen Ansatz zu entwickeln, beschéiftigen wir uns zunéchst
mit Summen und Produkten von Mengen. Bei letzteren denkt man wohl zuerst an
das kartesische Produkt mit

AO X A1 = {(ao,al) ta; € Al}
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Die sogenannten Projektionen sind gegeben durch
T . AO X A1 — Al mit Fi((ao,al)) = a;.

Fiir unseren systematischen Zugang ist entscheidend, dass sich das Produkt durch
eine sogenannte universelle Eigenschaft charakterisieren ldsst:

Proposition 4.4.1. Fir beliebige Funktionen f; : B — A; g¢ibt es genau eine
Funktion f: B — Ag X Ay, die das Diagramm

B
g

v

A()(?A()XAlTl}Al

fo f1

kommutativ macht, das heifst, fir die jeweils f; = m; o f gilt.

Beweis. Man sieht, dass
f(b) = (fo(b), f1(b))
die einzig mogliche Wahl ist. (]

Wir iiberzeugen uns, dass die universelle Eigenschaft tatsédchlich eine im Wesent-
lichen eindeutige Charakterisierung liefert:

Bemerkung 4.4.2. Wir nehmen an, dass ein alternatives Produkt Ay x’ A; mit
Projektionen 7, ebenfalls die universelle Eigenschaft erfiillt. Man erhilt dann ein
kommutatives Diagramm

’ - ’
iy - LT
Jid . T ot Jid
L v A

AQ(TA()XAlT)Al.

Wenn wir die universelle Eigenschaft auf die durchgezogenen Pfeile anwenden, sagt
uns die Eindeutigkeit, dass 7’ o 7 = id gelten muss. Genauso sieht man 7o 7/ = id.
Dann ist also 7 eine Bijektion mit inverser Abbildung #’. Da Agx A; und Agx’A; als
Mengen ohne weitere Struktur vorliegen, sind sie unter der Bijektion im Wesentli-
chen gleich. Genauer ist die einzig relevante Struktur durch die Projektionen m; und
7, gegeben, welche laut dem obigen Diagramm mit der Bijektion vertréglich sind.
Man beachte insbesondere, dass die Funktionen m; per Konstruktion surjektiv sind.
Mittels unserer Bijektion iibertrigt sich diese Eigenschaft auf die Funktionen .
Kurz gesagt ist das Produkt durch die universelle Eigenschaft im Wesentlichen
eindeutig festgelegt. Gleiches gilt fiir alle anderen universellen Eigenschaften, wie
man in jedem Einzelfall priifen oder im Rahmen der Kategorientheorie allgemein
etablieren kann (was aber den Rahmen dieses Kurses sprengen wiirde).

Ein verniinftiger Kandidat fiir die Summe von zwei Mengen Ay und A; ist ihre
disjunkte Vereinigunﬂ

AO [ A1 = {(z,a) RS {O7 1} und a € Al}

94\ [an schreibt manchmal auch ApUA;1 anstelle von Ag U Aj.
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Gilt Ag N A; =0, so steht Ag L Ay in Bijektion zu Ag U A;. Den allgemeinen Fall
kann man so verstehen, dass A; zunéchst durch A, = {(4,a) : a € A;} ersetzt wird
(was bis auf eine Bijektion keinen Unterschied macht). Man hat dann Ay N A} =0
und A U A; = Aj U A]. Die disjunkte Vereinigung hat den Vorzug, dass Ag L A;
zu By U By isomorph ist, wenn jeweils A; zu B; isomorph ist. Dies gilt nicht fiir die
einfache Vereinigung, wie man etwa anhand von

0,1} u{l,2}| =3 # 4 =[{0,1} U {2,3}|
sehen kann. Weiter spricht fiir die disjunkte Vereinigung als Summe, dass sie eine
universelle Eigenschaft erfiillt (welche zur Eigenschaft des Produktes dual ist). Wir
betrachten dazu die injektiven Funktionen

vt A > AgU A mit Li(a) = (i,a).

Mit diesen ldsst sich das folgende Ergebnis formulieren.

Proposition 4.4.3. Fir beliebige Funktionen f; : A; — B gibt es genau eine
Funktion f : Ag U Ay — B, die das Diagramm
B
fo f/i\ 1
AQ T) Ao L A1 (T A1

kommutativ macht, das heifst, fir die jeweils f; = f o; gilt.
Beweis. Die einzig mogliche Definition ist f((i,a)) = fi(a). O

Ein wichtiger Vorzug des systematischen Ansatzes ist, dass wir nun ein Kriteri-
um fiir die ,richtige‘’ Definition von Summe und Produkt auf Vektorrdumen haben:
Gesucht sind die im Wesentlichen eindeutigen Konstruktionen, welche die univer-

sellen Eigenschaften von oben erfiillen, wobei alle Abbildungen Morphismen und
also in diesem Fall linear sein sollen.

Definition 4.4.4. Fiir K-Vektorrdume U und W setzen wir
UaoW :={(u,w):ueUund we W},
wobei Skalarmultiplikation und Addition durch
A (uyw)=N-u,A-w) und  (u,w) + (v, w') = (u+ v, w+ w)
erklért sind.

Wir werden spéter sehen, dass die Notation nicht mit Definition in Konflikt
steht. Zunichst {iberzeuge man sich von der folgenden Tatsache.

Lemma 4.4.5. Ist U und W jeweils ein K -Vektorraum, so gilt dies auch fir UW .

Beziiglich der Notation @ lisst sich fragen, ob die Definition von U®W nicht eher
ein Produkt als eine Summe nahelegt. Es mag zunéchst erstaunen, dass endliche
Summen und Produkte im Fall von Vektorrdumen zusammenfallen. Genauer erfiillt
@ beide universelle Eigenschaften. Wir betrachten dazu

T . Vo X ‘/1 — V; mit Wi((vo,’ul)) = Uy,
) (v,0) fiiri=0,
L Vi—=>Vo®d Vi mit (v) =
o (v) {(O,v) fiir ¢ = 1.

Man iiberzeuge sich, dass die Abbildungen 7; und ¢; linear sind.
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Proposition 4.4.6. (a) Fiir lineare Abbildungen p; : U — V; gibt es genau eine
lineare Abbildung ¢ : U — Vo @& Vi, die das Diagramm

U

|
¥o o ®1
+

V()W‘/()@Vlﬁvl

kommutativ macht, das heif$t, fir die jeweils p; = m; o ¢ gilt.
(b) Fiir lineare Abbildungen @; : V; — W gibt es genau eine lineare Abbildung
p: Vo Vi = W, die das Diagramm

w

®o ®1

@

Vo = Voo Vi« — W
kommutativ macht, das heifit, fir die jeweils p; = @ o t; gilt.
Beweis. (a) Wie im Fall von Mengen ist ¢(u) = (¢o(u), 1(w)).

(b) Wir setzen
¢((vo,v1)) = wo(vo) + 1 (v1)

und erhalten eine lineare Abbildung mit

@ 0 1o(vo) = ¢((v0,0)) = @o(v0) + 1(0) = wo(vo) + 0 = @o(vo).

Nun nehmen wir an, dass das Diagramm mit ¢’ : Vo @ V7 — W an der Stelle von ¢
ebenfalls kommutiert. Es gilt, ¢ = ¢’ zu zeigen. Dazu wiihlt man jeweils eine Basis
B; von V;. Wie man priifen moge, erhélt man eine Basis von Vy @ V7 als

B:={(b,0):b€ By} U{(0,b) : b € By}.
Man rechnet etwa

¢'((b,0)) = ¢" 0 15(b) = o (b) = ((b,0)),

sodass ¢ und ¢’ auf allen Basisvektoren iibereinstimmen. O

Im folgenden alternativen Beweis fiir Teil (b) ist zwar die Definition von ¢ nicht
so transparent. Dafiir sieht man, wie sich endliche Produkte von Vektorraumen in
disjunkte Vereinigungen von Basen und damit in Summen von Mengen {ibersetzen.

Bemerkung 4.4.7. In Teil (b) des vorigen Beweises steht B in Bijektion zur Sum-
me By U B;. Genauer erfiillt B zusammen mit den Funktionen ¢} : B; — B mit
tp(b) = (b,0) und ¢} (b) = (0,b) die universelle Eigenschaft fiir die Summe von Men-
gen. Wir kénnen ¢ auch jeweils als Funktion mit Wertebereich W auffassen. Es gilt
dann ¢; = Abb(¢}), da die linearen Abbildungen auf der Basis B; iibereinstimmen.
Schreibt man weiter p; = Abb(f;) mit f; : B; — W, so erfiillt ¢ genau dann die
Bedingung ¢; = pot;, wenn ¢ = Abb(f) fiir f : B — W mit f; = fod} gilt. Geméf
der universellen Eigenschaft fiir die Summe von Mengen hat man eine eindeutige
Losung fiir f und also auch fiir ¢.

Wir Stellen nun die Verbindung mit einer bereits bekannten Notation her.
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Bemerkung 4.4.8. In Definition 2:4.7) hatten wir fiir Untervektorrdume V; C V
schon eine Summe Vy @Y V; C V erklirt. Diese hiingt im Allgemeinen vom umge-
benden Raum V' ab. Genauer ist damit gemeint, dass aus V; 2 V/ nicht unbedingt
auch VoV vy 2 Vj@" V/ folgt (aber Vo® Vi = Vi@V gemiB Definition [4.4.4). Hat
man allerdings Vo NV} = {0}, so ist Vo @V V; zu dem in Definition erklirten
Raum Vj @ V; isomorph (weswegen wir in diesem Spezialfall auch zuvor schon @
statt @Y geschrieben haben). Man kann dies auf zwei Arten sehen: Zum einen ist
Vo @ V1 3 (v, v1) + v +v1 € Vo @Y Vj ein explizit anzugebender Isomorphismus.
Zum anderen erfiillt Vy @Y V; zusammen mit den Inklusionen ¢; : V; — Vo @V 13
(also ¢;(v) = v) die universelle Eigenschaft aus Teil (b) von Proposition [{.4.6] wobei
w(vo + v1) = wo(ve) + pi1(vy) fiir v; € V; gilt. Zumindest a posteriori lédsst sich
umgekehrt auch @ auf @Y reduzieren. Uber die Injektionen ¢; : V; = Vo @V =V
sind némlich die V; isomorph zu Untervektorrdumen U; := img(¢;) von V, fiir die
man Uy @V U; =V =V, @ V; erhiilt.

Interessanterweise fallen Summen und Produkte iiber unendliche Familien von
Vektorrdumen nicht mehr zusammen. Wir weisen zunéchst darauf hin, dass ein
Tupel (v, v1) mit v; € V; als Funktion f : {0,1} — Vo U Vi mit f(i) = v; aufge-
fasst werden kann. Dies inspiriert die folgende Verallgemeinerung von Tupeln auf
unendliche Indexmengen.

Definition 4.4.9. Fiir K-Vektorraume V; mit ¢ € I erkldren wir
®V¢{f:I%UVZ- f(z‘)emfﬁrauez'ef}.
i€l i€l

Wir setzen dabei supp(f) = {¢ € I : f(i) # 0} und definieren

EBVi = {f € ®Vi supp(f) ist endlich} .

i€l i€l

Skalarmultiplikation und Addition sind jeweils gegeben durch
(A-H)@) =A-f(@) und  (f +9)@) = f(i) + g(0).
Wir betrachten die Funktionen
7 Q@Vi—= Vo mit m(f) = f()),

i€l

. _ v fur j =1,
L2 Vi — Vi mit ¢;(v)(2) =
I @ ! i@ {O sonst.
i€l
Ist I endlich, so gilt natiirlich @,.; Vi = @,c; Vi, was weiteres Licht auf Propo-
sition wirft. Man iiberzeuge sich auch hier von dem folgenden Ergebnis.

Lemma 4.4.10. Ist V; fiir jeden Index i € I ein K-Vektorraum, so gilt dasselbe
auch fiir @,;c; Vi und fir @,c; Vi. Die Abbildungen m; und v; sind jeweils linear.

Die universellen Eigenschaften verallgemeinern sich aus dem Endlichen:
Proposition 4.4.11. (a) Fiir lineare Abbildungen p; : U — V; gibt es genau eine
lineare Abbildung ¢ : U — @Q,;c; Vi mit p; = m; 0 ¢ fiir alle i € I.

(b) Fiir lineare Abbildungen @; : V; — W gibt es genau eine lineare Abbildung
©: @i Vi = W mit p; = pou; firallei € I.
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Beweis. (a) Die Funktion ¢(u) : I — |J;c; Vi kann nur durch o(u)(i) = ¢;(u)

gegeben sein (wegen m; o p(u) = m;(p(u)) = p(u)(7)).
(b) Man erhilt eine lineare Abbildung durch

ZHEEDY %(f(i))=2s0i(j)(f(i(j))) fir -~ supp(f) = {i(1),...,i(n)},

i€supp(f)
wobei vorausgesetzt ist, dass die i(j) paarweise verschieden sind. Fiir v € V; hat
man jeweils supp(¢;(v)) C {i} (mit Gleichheit genau fiir v # 0) und also
poui(v) = p(ti(v)) = @i (Li(v) (D) = ¢i(v).
Um die Eindeutigkeit nachzuweisen, nehmen wir an, dass auch ¢; = ¢’ o; fiir alle
1 € I gilt. Ist jeweils B; eine Basis von V;, so ist
B ={4(b):i€lundbe B;}

eine Basis von ), ; Vi (aber im Allgemeinen nicht von @),.; V;). Man erhélt jeweils

©(1i (b)) = @i(b) = &' (1i(D)).

Damit stimmen ¢ und ¢’ auf Basisvektoren und somit insgesamt iiberein. O

Die Basis B aus dem vorigen Beweis steht mittels ¢;(b) — (4,b) in Bijektion zur
disjunkten Vereinigung

[IB:={G.b):icIundbe B;}
i€l
von Mengen. Auch fiir unendliche Produkte erhélt man damit einen alternativen

Beweis analog zu Bemerkung [£.4.7 Wir stellen eine weitere Verbindung mit einer
bereits bekannten Konstruktion her:

Bemerkung 4.4.12. Gilt V; = K fiir alle i € I, so stimmt B, ; V; mit dem Vektor-
raum @; K aus Definition iiberein. Hat I endliche Kardinalitét |I| = n, so
stimmt also auch ®;c;K mit K™ iiberein. Wie beim Rechnen mit Zahlen schreibt
man also einen Exponenten, um ein mehrfaches Produkt anzuzeigen.

Die folgende Notation (welche sich noch allgemeiner und auch fiir Produkte
definieren lieBe) wird uns insbesondere fiir die Analyse von Matrizen helfen.

Definition 4.4.13. Fiir lineare Abbildungen ¢; : V; — W bezeichnet [p;];er die
eindeutig bestimmte Abbildung ¢ : @,.; Vi — W aus Proposition [4.4.11|(b). Ist
speziell W = @, _; V; und jeweils @; = ¢; 0 9; mit ¢; : V; = V;, so setzen wir

@%’ = [ti o Yilier @Vi - EBVz'-
i€l iel iel
Fiir endliches I = {1,...,n} schreiben wir auch ¢, © --- © v, statt @, ; V.

el

Die Definition vereinfacht sich fiir Summen von Untervektorraumen. Wir kon-
zentrieren uns auf den Fall mit endlich vielen Summanden:

Bemerkung 4.4.14. Wir nennen V =V; @V ---@V V, mit V; # {0} fir 1 <i <n
eine direkte Summe, wenn {vy, ..., v,} fiir beliebige v; € V;\{0} linear unabhingig
ist. Die Summe Vi & --- ® V,, aus Definition ist dann mittels f — > | f(7)
isomorph zu V (wie in Bemerkung . Lésst man den Isomorphismus und die
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Inklusionsabbildungen von V; nach V' implizit, so ist ¢y & --- B ¥, : V — V fiir
lineare Abbildungen ; : V; — V; gegeben durch

(¢1@@’¢n) (Z?&) :Z¢Z(UZ) fur UIEV;
=1 =1

Dies folgt aus der Konstruktion von ¢ im Beweis von Proposition 4.4.11f(b). Hat
man weitere Abbildungen ¢; : V; — V;, so folgt

(V1@ @n)o(P1 D Dn) = (Y1001) DS (Y 0 pn).

Ein analoges Resultat lasst sich fiir unendliche Summen zeigen.

Mit Hilfe des folgenden Kriteriums werden wir lineare Abbildungen in einfachere
Bestandteile zerlegen kénnen.

Proposition 4.4.15. Wir betrachten eine lineare Abbildung ¢ : V. — V. Ist der
Vektorraum V. =V, @V --- @V V,, als direkte Summe gegeben, so sind dquivalent:
(i) Man findet lineare Abbildungen ; : Vi = V; mit v =1 @ -+ D 1y,
(i) Es gilt jeweils 1(v) € V; fiir v € V.

Beweis. Gilt (i), so liefert die vorige Bemerkung ¢ (v) = ¢;(v) € V; fur v € V;. Hat
man (ii), so erhilt man lineare Abbildungen ¢; : V; — V; mit ¢;(v) = ¢(v). Wieder
mit der vorigen Bemerkung ergibt sich

o) (S0 = 3wt v (350 )

fiir v; € V4, sodass (i) gilt. O

4.5. Anwendung: Basiswechsel und Matrizen in Blockdiagonalform. Will
man eine lineare Abbildung ¢ : V' — W zwischen K-Vektorrdumen mit Dimensio-
nen m,n € N durch eine Matrix darstellen, so muss man Isomorphismen V' = K™
und W = K™ fixieren. Ein Beispiel haben wir in Definition gesehen. Sind V'
und W bereits gleich K™ und K", so bietet es sich natiirlich an, als Isomorphismen
die Identitédtsabbildung zu wéhlen. Diese offensichtliche Wahl ist aber keineswegs
verbindlich. Oft l&sst sich die darstellende Matrix entscheidend vereinfachen, indem
man andere Isomorphismen K™ =2 K™ und K" =2 K" Verwendetﬁlm vorliegenden
Teilkapitel legen wir die Grundlagen fiir solche ,Basiswechsel‘. Konkrete Verfahren
fiir die geschickte Wahl von Automorphismen werden dann im n#chsten Kapitel
besprochen.

Definition 4.5.1. Esseien o : V/ — V und 7 : W/ — W zwei Isomorphismen. Fiir
eine lineare Abbildung ¢ : V' — W definieren wir ¢ : V' — W' als die eindeutige
lineare Abbildung, fiir die das Diagramm

o7
V= W

| I

V25w

PRin Isomorphismus V 22 V mit gleichem Definitions- und Wertebereich heiffit auch Automor-
phismus von V.
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kommutiert, die also durch ¢ = 771 0 p o o gegeben ist. Ist speziell V =V’ = K"
und W = W’ = K™ sowie ¢ = Abb(M) mit M € K™*"™, so definieren wir die
Matrix M2 € K™*" durch
Abb (M?) = Abb(M)?.

Gilt dabei weiter o = Abb(S) und 7 = Abb(T) mit S € K™*"™ und T € K™*™, so
schreibt man auch M# fiir MZ.

Wir halten die folgende grundlegende Eigenschaft fest.
Lemma 4.5.2. Es gilt M3 =T71- M-S,

Beweis. Dies folgt aus

Abb(S
Abb(M§) = Abb(M)Appls)

= Abb(T)~! o Abb(M) o Abb(S) = Abb(T~*- M - S). O
Der Begriff des Basiswechsels erhellt sich wie folgt.

Bemerkung 4.5.3. Ist Abb(S) mit S € K™*" ein Isomorphismus, so bilden die
Spalten s; := S - e; eine Basis des K™. Genauer bilden sie eine geordnete Basis,
fiir die also eine Reihenfolge der Basisvektoren s1, ..., s, festgelegt ist. Umgekehrt
ist S durch diese geordnete Basis bestimmt. Genauso entspricht 7" einer geordneten
Basis t1, ..., t;y;. Wir nehmen nun an, dass ¢ = Abb(M) gegeben ist durch

Lp(Sj) = Z)\” -ti.
i=1

Man hat dann MZ = (\;;). Dies gilt wegen dem vorigen Lemma und
ALk m
T-(Aj)ee=T- 1 | =D Xg-ti=M-sp=M-S-e
)\mk =1

In diesem konkreten Sinn ist also M# die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich der
Basen sq,...,s, und tq,... ,tm@ Angenommen nun, wir haben weitere Matrizen
P e K™ und Q € K™*™ gegeben, wobei die Spalten p; = P-¢; und ¢; = Q - ¢;
jeweils eine Basis bilden. Unser Ziel ist, eine Darstellung

m
p(pi) = ZM]‘ " gy
j=1

beziiglich dieser Basen zu bestimmen. Mit
M=T-M7-S7'=T-(\;) S
ergibt sich
(11i5) :Mé’:Q—l.M.p:Q—l T (N\yj)-S7L-P.

Aus den Matrizen P,Q, S, T — deren Spalten ja die Vektoren der beteiligten Basen
sind — konnen wir also die gewiinschten Koeflizienten j;; berechnen.

963peziell fiir den Fall der Standardbasen — in dem S und T jeweils die Einheitsmatrix sind — hat
man M%' = M. Viele Lehrbiicher fithren von Anfang an Darstellungsmatrizen Mjsj beziiglich belie-
biger Basen ein. Der Autor des vorliegenden Skriptums hat sich entschieden, den Fokus zunéchst
auf die Standardbasen zu legen, weil man den allgemeinen Fall wie gezeigt darauf zuriickfithren
kann (und dieser also nur scheinbar allgemeiner ist).
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Das folgende Ergebnis zeigt, dass fast alle Information unter Basiswechseln ver-
loren gehen kann.

Proposition 4.5.4. Fir lineare Abbildungen ¢, : V. — W zwischen zwei endlich-
dimensionalen Vektorrdiumen sind dquivalent:

(i) Es gibt Isomorphismen o :V =V und 7: W — W mit ¢ = ¢7.
(i) Man hat rank(p) = rank(e)).

Beweis. Wir nehmen zunéchst (i) an und folgern (ii). Dazu zeigen wir, dass

img(p) > w = 7(w) € img(¢)

ein Isomorphismus ist. Fiir w = ¢(v) € img(p) liegt 7(w) = 70 p(v) = ¥ o g(v)
tatséichlich in img(¢)). Umgekehrt lésst sich ein beliebiges w = ¢ (v) € img(v)) wegen
der Surjektivitidt von o als w = oo (v') = Top(v) = 7(w') mit w’ = p(v) € img(p)
schreiben. Nun nehmen wir (ii) an, wo mit dem Dimensionssatz auch

dim(ker(p)) = dim(ker(v)))

gilt. Wir finden daher einen Isomorphismus o : V' — V mit ker(¢) = o[ker(z))] oder
dquivalent ker(¢oo) = ker(¢). Der Isomorphiesatz liefert kommutative Diagramme

V—>W

i/ o J/

V/ker (¢ V/ker(y

wobei die linearen Abbildungen p oo und 1 injektiv sind und gleiches Bild wie
¢ beziehungsweise ) haben. Es gibt dann einen Isomorphismus 7 : W — W, fiir
welchen man 7 01 = $ 66 hat, wie man als Ubung zeige (wobei man 1) = Abb(f)
und 6o = Abb(g) mit f,g : B — W fiir eine Basis B von V/ker(¢) schreiben

mag). Dann gilt aber auch 7o) =70 or =pocom =goo. O

Auf der Ebene von Matrizen hat die Proposition die folgende Anwendung: Fiir
gegebenes M € K™*™ mit rank(M) = k wihlt man N € K™*" so, dass die ersten k
Diagonaleintrage von N gleich Eins und alle anderen Eintréige gleich Null sind. Da
dann auch rank(N) = k gilt, liefert die Proposition nun invertierbare Matrizen
S, T € K™" mit N =Mz =T~ M -S. Man kann also eine beliebige Matrix M
durch Basiswechsel in eine sehr einfache Form bringen. Dies ist aber nur bedingt
fruchtbar, weil fast die gesamte Komplexitdt von M in die Matrizen S und T
iibergegangen ist. Einen sinnvolleren Begriff erhélt man, wenn man mit S = T
fordert, dass im Ausgangs- und im Zielraum derselbe Basiswechsel erfolgt.

Definition 4.5.5. Zwei lineare Abbildungen ¢ : V. — V und ¢ : W — W heiflen
ghnlich, wenn es einen Isomorphismus o : V' — W mit ¢ = 97 gibt. Matrizen M
und N nennen wir dhnlich, wenn Abb(M) und Abb(NN) #hnlich sind.

Gemif Lemma sind zwei Matrizen M und N aus K™*™ also dhnlich, wenn
es eine invertierbare Matrix S € K™*" mit M = S~ - N - S gibt. Als Ubung moge
man verifizieren:

Lemma 4.5.6. Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation auf der Klasse der linearen

Abbildungen.
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Im Kontrast mit Proposition[d.5.4] zeigt das folgende Ergebnis exemplarisch, dass
relevante Eigenschaften von Matrizen unter Ahnlichkeit erhalten bleiben.

Lemma 4.5.7. Ahnliche Matrizen haben gleiche Determinante.
Beweis. Theorem und sein Korollar liefern

det (S M - §) = #(5) - det(M) - det(S) = det(M). 0

Im vorigen Teilkapitel haben wir Abbildungen der Form ¢ @ - - - @ ¢, betrachtet.
Wie wir nun zeigen, sind diese per Basiswechsel durch spezielle Matrizen darstellbar.

Definition 4.5.8. Fiir Matrizen M; = (\};) € Kn0xn6) setzen wir N = S0 n(i)
und definieren M; @ --- @& M,, = (\jx) € KN*V wie folgt: Man hat jeweils
i—1
Arsjask =Ny, fir IT=> n(l)und 1 < j,k < n(i)
1=1

sowie Ay = 0 fiir alle iibrigen Eintrége.
Man spricht von Matrizen in Blockdiagonalform.

Beispiel 4.5.9. Es gilt
A1 Az 0 0
A1l A2 @ (Hrr Haz) A21 A2z O 0
A21 a2 Mot p22 0 0 pi1 a2
0 Ho1 22

Das folgende wichtige Kriterium sagt uns (in Verbindung mit Proposition |4.4.15)),
wann wir Matrizen durch Basiswechsel in Blockdiagonalform bringen kénnen.

Proposition 4.5.10. Fir eine Matric M € K™*" sind dquivalent:
(i) Die Abbildung Abb(M) ist dhnlich zu einer Summe @1 ®- - - @y, fir lineare
Abbildungen p; : V; — V; mit dim(V;) = n(i).
(ii) Man hat M = S - (M, @ --- @ My,) - S~ fiir Matrizen M; € K™Ox™0) ynq
invertierbares S € K"™*".
Beweis. Wir nehmen zunéchst (ii) an und leiten (i) ab. Sei jeweils
i—1
V; = Span (€1+17 .. ,eHn(i)) mit [ = Zn(l)
1=0
Fiir M; = () und fiir I wie eben hat man

n(i) n(3) n(i)
(M1@-~-@Mk)-1}:zz}\;k-uk-e”j eV, fir v:Zuj-eHjEVi.

j=1k=1 j=1

Geméfl Proposition ist also Abb(M; @ - -+ @ M},) von der Form o1 @ -+ @ @
fiir lineare Abbildungen ¢; auf unseren V; (wobei ¢; bis auf den offensichtlichen
Isomorphismus V; = K™ gleich Abb(M;) ist).

Wir setzen nun (i) voraus und folgern (ii). Bis auf Isomorphie kénnen wir an-
nehmen, dass die V; Untervektorraume des K™ sind, fiir die

Kr=viaV @V, und Abb(M) =@ ®---® ¢y
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gilt. Wihle eine Basis by,...,b, des K™ so, dass B; = {bry1,...,br4n(;)} mit I
wie oben jeweils eine Basis von V; ist. Sei M; € Kn()xn(i) die darstellende Matrix
von ; beziiglich B;. Explizit ist also M; = (A;k) charakterisiert durch
n (1) .
M -bryj = pi(bry;) = Y Nig - bran,
k=1

mit Spalten S-e; = b;. Mit Bemerkung istdann S~ M-S =M, - B M,
wie gewiinscht. O

wobei die erste Gleichheit auf Bemerkun zuriickgeht. Sei weiter S die Matrix

Das folgende Ergebnis ergibt sich abstrakt aus dem vorigen Beweis und Bemer-
kung [4.4.14] 1dsst sich aber auch gut explizit nachrechnen.

Lemma 4.5.11. Fir Matrizen M;, N; € K™(0xn(0) g1
(Mi®--®M) - (N1 @D Np) = (M -N1)&--- & (M, - Nyp).

Zum Abschluss dieses Kapitels stellen wir fest, dass die vorigen Uberlegungen
einen klaren Nutzen fiir Berechnungen haben:

Beispiel 4.5.12. Wir wollen die Potenzen

MF=M. oM fir M= (20 18 € R?
NCIERSRELCY 36 —25

k Faktoren
berechnen. Dazu beachten wir

M- -vy =2 v fiir v = <i) und M - vy = —vg fiir v = <§)

Im néchsten Kapitel werden iiber die Theorie der Eigenwerte systematisch unter-
suchen, wie man solche v; findet. Hier setzen wir R? = V; @ V5 mit V; = Span(v;),
sodass aus w € V; jeweils M - w € V; folgt. Mit der obigen Proposition und ihrem
Beweis erhalten wir

_7\4S~(J\41@J\42).51(f’L §><§ _01>(_34 _32>

Die Potenzen ergeben sich als

ok 0 _
E_ q. L o-1
ME=5 <0 <—1>k) 5

weil zwischen‘ den Faktoren jeweils S™! .S = 1 gilt (wie man fiir k& = 2 explizit
machen moge). Dies ist deshalb so, weil wir im Ausgangs- und Zielraum denselben
Basiswechsel vollziehen (und also M in der Form S-M’-S~1 statt S- M’-T~1 mit

S # T schreiben). Die Vorziige von Definition gegeniiber Proposition
manifestieren sich also auch auf rechnerischer Ebene.
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5. EIGENWERTTHEORIE

Im vorigen Kapitel haben wir gesehen, dass man eine Matrix in eine besonders
gut handhabbare Form bringen kann, wenn man Untervektorrdume findet, die unter
der zugehorigen Abbildung abgeschlossen sind (Propositionen [4.4.15| und {4.5.10).
Das vorliegende Kapitel untersucht, welche Normalformen fiir Matrizen konkret
verfiigbar sind. Weiter behandeln wir das Skalarprodukt und seine Implikationen
fiir geometrische Fragen wie auch fiir Normalformen.

5.1. Diagonalisierbarkeit. Wie oben erwéhnt suchen wir Untervektorrdume, die
unter einer linearen Abbildung ¢ abgeschlossen sind. Im einfachsten Fall haben
diese die Form Span(v) mit ¢(v) = A - v fiir einen Skalar A.

Definition 5.1.1. Das Spektrum einer linearen Abbildung ¢ : V' — V auf einem
K-Vektorraum V ist gegeben durch

Spec(p) ={A € K : p(v) = A - v fiir ein v # 0 aus V}.
Die Elemente von Spec(y) heiflen Eigenwerte von . Fiir A € Spec(p) nennt man
E(\) = Eg(\) = {v € Vi p(v) = A- v}
den Eigenraum von A. Die Elemente von E(A)\{0} heiflen Eigenvektoren.
Teil (a) des folgenden Ergebnisses rechtfertigt den Begriff Eigenraum.

Lemma 5.1.2. (a) Fliir jedes A € Spec(p) ist E(N\) ein Untervektorraum.
(b) Aus v € E,(N) folgt p(v) € E,(N).

Beweis. (a) Man hat E(\) = ker(p — A -id).
(b) Es ergibt sich ¢(o(v)) = @(A-v) = A p(v). O

Das néchste Ergebnis zeigt insbesondere E(A) N E(u) = {0} fiir A # p.

Proposition 5.1.3. Fir paarweise verschiedene Eigenwerte A1, ..., A\ und Figen-
vektoren v; € E(X\;)\{0} ist die Menge {v1,...,v} linear unabhingig.

Beweis. Wir argumentieren per Induktion iiber k. Aus Ele i - v; = 0 folgt

k k k k
> pidcvi=0=¢ (ZM '%‘) = mip(vi) =Y ki v
i=1 i=1 i=1 i=1

und also
k

Z’U/Z . ()\1 —>\1) * U5 =0.

i=2
Induktiv ergibt sich u; - (A1 — A;) = 0 und also p; = 0 fiir jedes ¢ > 2. Schliellich
erhélt man pq - v1 = 0 und also u; = 0. O

Insbesondere erhalten wir eine Schranke fiir die Zahl der Eigenwerte.

Korollar 5.1.4. Fiir jede lineare Abbildung ¢ : V — V gilt | Spec(p)| < dim(V).

Proposition sagt uns, dass EBV{Ew(/\) : A € Spec(p)} eine direkte Summe
im Sinn von Beispiel [£.4.8] ist. Ist die Eigenschaft aus der folgenden Definition
erfiillt, so ldsst sich die Abbildung ¢ geméfl Proposition [4.4.15] zerlegen.
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Definition 5.1.5. Eine lineare Abbildung ¢ : V' — V mit
V= @V {E,(X\) : X € Spec(¢)}

heifit diagonalisierbar.

Wir werden sehen, dass eine lineare Abbildung auf einem endlich-dimensionalen
Vektorraum genau dann die gegebene Bedingung erfiillt, wenn sie durch eine Dia-
gonalmatrix darstellbar ist — also durch eine Matrix (y;;) mit p;; = 0 fiir ¢ # j.
Zunéchst fithren wir den folgenden Begriff ein.

Definition 5.1.6. Die geometrische Vielfachheit von A € Spec(yp) ist gegeben durch
YN) = 7, () = dim (B, (M)
Wir erhalten nun die folgende Charakterisierung.
Proposition 5.1.7. Fir eine lineare Abbildung ¢ : V. — V auf einem endlich-

dimensionalen Vektorraum V sind dquivalent:
(i) Die Abbildung ¢ ist diagonalisierbar.
(i) Es gilt Z)\espec(@) v(A) = dim(V).
(iii) Der Vektorraum V hat eine Basis, die aus Eigenvektoren fiir ¢ besteht.

Wie der folgende Beweis zeigt, gilt die Aquivalenz von (i) und (iii) auch bei
unendlicher Dimension.

Beweis. Mit Proposition [5.1.3] erhélt man die verallgemeinerte Dimensionsformel
dim (@V (E)\):\e Spec(cp)}) = Trespecte) TA)-

Die Aquivalenz zwischen (i) und (ii) folgt mit Lemma Gilt (i), so erhélt
man (iii), indem man Basen der verschiedenen Eigenrdume zusammenlegt. Umge-
kehrt kann man eine Basis aus Eigenvektoren auf die verschiedenen Eigenrdume
aufteilen, wobei man wegen Proposition (oder im endlich-dimensionalen Fall
auch wegen der Kardinalitit) jeweils eine Basis erhilt. O

Da stets y(A) > 1 gilt, erhiilt man die folgende hinreichende Bedingung.
Korollar 5.1.8. Gilt | Spec(p)| = dim(V'), so ist ¢ : V — V diagonalisierbar.

Mit Blick auf die Matrixdarstellung betrachten wir zunéchst den Fall eines ein-
zelnen Eigenwerts. Fir M € K™*™ schreiben wir oft M anstelle von Abb(M).
Beispielsweise sagen wir, dass M diagonalisierbar ist, wenn dies fiir Abb(M) gilt.

Lemma 5.1.9. Hat man M € K™*™ mit Spec(M) = {\} und v(\) = n, so gilt
schon M = X\- 1 fiir die Einheitsmatriz 1 € K"*".

Beweis. Die vorige Proposition liefert eine Basis s1,...,8, mit M -s; = A - s;. Es
sei S die Matrix mit Spalten s;. Gemifl Bemerkung gilt 71 M-S =A-1,
was die Behauptung impliziert. O

Man kann im vorigen Beweis auch direkter argumentieren, dass M -v = A - v
fiir alle v € K™ gilt. Die Wahl einer (beliebigen) Basis liefert aber eine niitzliche
Perspektive: Wir werden das Lemma némlich nicht nur fiir den K™ sondern all-
gemeiner fiir n-dimensionale (Unter-) Vektorrdume verwenden, welche in der Form
Span(si, ..., s,) € KV gegeben sein mégen. Dabei wechselt man von der Standard-
basis des KV auf eine Basis, die sq,...,s, enthilt. Mit den Propositionen
und (beziehungsweise mit ihren Beweisen) ergibt sich das folgende Ergebnis.
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Korollar 5.1.10. Jede diagonalisierbare Matriz M mit Spec(M) = {A1,..., g}
ist dhnlich zur Matriz My & ... ® My, mit M; = X-1 € K*O>70) firn(i) = y(\).

Man beachte, dass M ®. ..® M}, hier eine Diagonalmatrix ist. Umgekehrt ist jede
Diagonalmatrix im Sinn von Definition diagonalisierbar (weil in diesem Fall
die Standardbasis aus Eigenvektoren besteht). Dasselbe gilt dann fiir jede zu einer
Diagonalmatrix dhnliche Matrix (weil ein Isomorphismus Eigenvektoren erhélt).

Wie man die Diagonalform bestimmt, ist in den zuvor erwéhnten Beweisen im-
plizit. Um es explizit zu machen, diskutieren wir einen konkreten Fall.

Beispiel 5.1.11. Wir betrachten die Matrix

1 3 3
M=|-3 -5 —-3] eR3*3,
3 3 1

Mit einem spéter zu besprechenden Verfahren bestimmt man Spec(M) = {—2,1}.
Die Bedingung M - v = —2 - v ist dquivalent zu (M +2-1)-v = 0 (wie schon im
Beweis von Lemma verwendet). Durch Losen des Gleichungssystems erhiilt
man E(—2) = Span(sy, s2) und E(1) = Span(ss) mit

-1 -1 1
s1i=11 und sas =10 und s3= | —1
0 1 1
Es ergibt sich also
-2 0 0 1 -1 0
St.mMm.-S=(0 -2 0] fir S=[1 0 -1
0 0 1 0 1 1

Im Beispiel haben wir v € Ep(A) durch Losen der Gleichung (M —A-1)-v =0
bestimmt. Dies motiviert die folgende Konstruktion.

Definition 5.1.12. Das charakteristische Polynom xp; einer Matrix M € K™*"
ist gegeben durch

xum(z) =det(M —x - 1).

Im Folgenden iiberzeugen wir uns, dass wir es hier tatsichlich mit einem Polynom
zu tun haben.

Bemerkung 5.1.13. Um die Definition zu prézisieren, kann man xs(x) formal
iiber die Leibniz-Formel definieren. Alternativ kann man den Integrititsring K|x]
der Polynome in seinen Quotientenkérper K (x) einbetten. Dieser besteht — analog
zur Konstruktion von Q aus Z — aus gekiirzten Ausdriicken p/q fir p,q € Klz]
mit ¢ # 0 (welche den sogenannten rationalen Funktionen entsprechen). Dies hat
den Vorteil, dass man M — z - 1 als Matrix iiber dem Korper K (z) auffassen kann,
sodass alle Ergebnisse iiber Determinanten auch in Gegenwart der ‘Unbekannten’
verwendbar sind.

Die Eigenwerte ergeben sich nun als Nullstellen.
Proposition 5.1.14. Fir M € K™*"™ gilt
Spec(M) ={X € K : xp(N) = 0}.
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Beweis. Hat man A € Spec(M), so findet man ein v # 0 mit M -v = A-v und dann
also (M —A-1)-v = 0. Hier ist M — A-1 nicht invertierbar und es gilt xps(A) = 0. Ist
umgekehrt M — A-1 nicht invertierbar, so ist die zugehorige Abbildung nicht bijektiv
und also nicht injektiv. Sie hat also nicht-trivialen Kern, was einen Eigenvektor zum
Eigenwert A liefert. O

Wir liefern nun nach, wie im vorigen Beispiel die Eigenwerte bestimmt wurden.

Beispiel 5.1.15. Fiir die Matrix M aus Beispiel |5.1.11]liefert die Regel von Sarrus
(als Spezialfall der Leibniz-Formel) das charakteristische Polynom

1—=z 3 3
xu@) =] -3 —5-2 -3 |=-2®-322+4=—(z+2)7 (z—1)
3 3 1—z

und also in der Tat Spec(M) = {—2,1}. Um das charakteristische Polynom zu
faktorisieren, hat man hier zwei Moglichkeiten: Entweder klammert man bei der
Berechnung von x5 von Vornherein den Faktor x—1 aus, oder man rit die Nullstelle
x = 1 und wendet Polynomdivision durch x — 1 an.

Mit unserer Definition des charakteristischen Polynoms erhélt man bei ungerader
Dimension stets Leitkoeffizient —1 (vgl. den Summanden —x® im Beispiel). Manche
Autoren definieren y s () als det(z-1—M), um ein normiertes Polynom zu erhalten.
In jedem Fall kann man sich von dem folgenden Ergebnis iiberzeugen.

Lemma 5.1.16. Fir M € K"*" hat man deg(xar) = n.
Die Theorie der Polynome liefert einen weiteren Begriff von Vielfachheit.

Definition 5.1.17. Die algebraische Vielfachheit a(\) von A € Spec(M) ist die
Vielfachheit von A als Nullstelle des Polynoms y s (im Sinn von Definition [4.3.11)).

Um algebraische und geometrische Vielfachheit in Relation zu setzen, werden wir
das folgende Ergebnis benutzen. Dieses erlaubt uns auch die allgemeinere Defini-
tion eines charakteristischen Polynoms ., fiir eine lineare Abbildung ¢ auf einem
endlich-dimensionalen Vektorraum: Man erkért x, = xas fiir eine und also jede
Matrix M mit der Eigenschaft, dass ¢ und Abb(M) dhnlich sind. Mit anderen
Worten hingt das charakteristische Polynom nicht von der Wahl einer Basis ab.

Proposition 5.1.18. Fir dhnliche Matrizen M und N hat man xp = xn und
damit auch Spec(M) = Spec(N).

Beweis. Fir N=S"1-M-Sundmitz-1=2-5"1-5=9"1.2.1.-8ist
xn(z)=det (S M-S—S5"z-1-5)
=det (S7') - det (M — - 1) - det(S) = xn(2).

Mit Proposition [5.1.14]stimmen dann auch die Eigenwerte iiberein (wobei sich letz-
teres auch direkt zeigen ldsst). (]

Wie versprochen erhalten wir eine Beziehung zwischen den Vielfachheiten.

Proposition 5.1.19. Fir jedes A € Spec(M) hat man v(A) < a(N).
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Beweis. Wir wihlen eine Basis s1, ..., s,(y) des Eigenraums F(\) und ergénzen sie
zu einer Basis sq,...,s, des K" (wobei M € K™*"). Wegen M -s; = \-s; ist M
gemifl Bemerkung ghnlich zu einer Matrix N = (v;;) mit

A wenn ¢ = j,
Uis —
" 0 sonst

fiir j < (). Mit anderen Worten sind in den ersten (\) Spalten von N allen-
falls die Diagonaleintrage A von Null verschieden. Durch Entwicklung nach diesen
Spalten erhélt man damit

xm(z) = xn(z) = (A =)™V - p(x)

fiir ein Polynom p. Die Vielfachheit von A als Nullstelle des charakteristischen Poly-
noms x s ist also mindestens y(\). O

Wir erhalten nun ein weiteres Kriterium fiir Diagonalisierbarkeit. Die Bedingung,
dass das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfillt (also AeSpec(M) a())
gleich deg(xas) ist) ist dabei automatisch, wenn K algebraisch abgeschlossen ist.

Proposition 5.1.20. Eine Matric M € K™*" ist genau dann diagonalisierbar,
wenn ihr charakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerfillt und a(X\) = y(\)
fiir alle X € Spec(M) gilt.

Beweis. Die vorige Proposition liefert
Yoy D> aM<n
AESpec(M) AESpec(M)
mit Gleichheit genau unter den Bedingungen aus der Proposition. Die Behauptung
folgt mit Proposition [5.1.7] O

Wir zeigen nun, wie Diagonalisierung fehlschlagen kann.

2 1
=0 )
ist selbst iiber dem algebraisch abgeschlossenen Korper C nicht diagonalisierbar.
Es gilt ndmlich

Beispiel 5.1.21. Die Matrix

X (@) = (2 - x)
und also Spec(M) = {2} mit «(2) = 2. Andererseits hat man
M - (m) =2- (I> & 2rx4+y=2x & y=0.
Y Y
Dies ergibt E(2) = Span(e;) und also v(2) = 1.
Zum Abschluss dieses Teilkapitels untersuchen wir die Frage, wann sich mehrere
Matrizen simultan diagonalisieren lassen.

Proposition 5.1.22. Fiir diagonalisierbare Matrizen M, N € K™*" sind dquivalent:

(i) Man hat M - N =N - M.
(ii) Es gibt eine invertierbare Matriz S € K™*", sodass S~1-M-S und S™1-N-S
beide Diagonalform haben.
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Beweis. Man kann sich {iberzeugen, dass Matrizen in Diagonalform stets kommu-
tieren. Hat man (ii), so erhilt man also

M-N=S-(5'"M-S)- (" N-§)-57"
=S (" N-S)- (' M-8)-ST=N-M.

Fiir die Gegenrichtung brauchen wir wegen der Diagonalisierbarkeit von M nur zu
zeigen, dass fiir A € Spec(M) jeweils

Ey(\) = EP{U, - € Spec(N)} mit U, = Exr(A) N En(p)
gilt. Ein beliebiges w € Ej;(\) ldsst sich wegen der Diagonalisierbarkeit von N
eindeutig schreiben als
W=3" cspec(n) Wu it wy, € En(p).
Gilt nun (i), so erhélt man jeweils
N-M-w,=M-N-w,=M-p-w,=p-M-w,
und also M - w,, € En(u). In Anbetracht von
ZuESpec(N) M - Wy = M-w=Xw= Z;LESpec(N) A Wy,

liefert die Eindeutigkeit jeweils M - w, = A - w, und also w, € U,. ([
5.2. Die Jordansche Normalform. Im vorigen Teilkapitel haben wir gesehen,
dass sich selbst iiber algebraisch abgeschlossenen Koérpern nicht alle Matrizen dia-
gonalisieren lassen. Wir untersuchen deshalb im Folgenden, inwieweit man jede
quadratische Matrix in eine Form bringen kann, die etwas aber nicht allzu viel
komplizierter ist als eine Diagonalmatrix.

Die Idee der folgenden Definition ist es, die Eigenrdume etwas zu vergroflern.

Wir rufen in Erinnerung, dass die Iterationen einer Funktion f : M — M durch
fO =ida; und f*H = f o f7 gegeben sind.

Definition 5.2.1. Wir betrachten eine lineare Abbildung ¢ : V' — V. Der Haupt-
raum (oder verallgemeinerte Eigenraum) von A € Spec(yp) ist gegeben durch

E*N)=E;N)=JErN)  fir  E"(\) =ker (¢ — X-idy)").
neN
Wir halten fest:
Korollar 5.2.2. Es gilt E(\) = E*(\) C E*()).
Die folgenden Ergebnisse sind analog zu solchen aus dem vorigen Kapitel.
Lemma 5.2.3. (a) Fir jedes A € Spec(yp) ist E*(\) ein Untervektorraum.
(b) Aus v € E*(X\) folgt p(v) € E*(N).

Beweis. (a) Dies folgt aus der Tatsache, dass E°(\) C E1()\) C ... eine Kette von
wachsenden Untervektorrdumen ist.
(b) Man hat

(= A-id) o p(w) = p(p(w)) = A p(w) = p(p(w) = A-w) = po (p—A-id)(w)
und also induktiv (¢ — A -id)" o o = p o (@ — A -id)™. Aus v € E™()) folgt somit
(o = A-id)"(p(v)) = ¢(0) =0
und daher p(v) € E™(\). O
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Um Proposition [5.1.3| zu verallgemeinern, zeigen wir zunéchst das folgende Lem-
ma. Es ergibt sich insbesondere, dass der Hauptraum E*(\) keinen anderen Eigen-
raum E(p) schneidet. Wir haben die Eigenrdume also nicht {iber Gebiihr vergrofiert.

Lemma 5.2.4. Fir Eigenwerte X # p gilt E*(\) N E*(u) = {0}.

Beweis. Wir nehmen an, es gilt

(p=A-1d)™(v) =0 = (¢ — p-id)"(v).
Per Induktion iiber n folgern wir v = 0. Hat man n = 1, so ergibt sich p(v) = pu-v
und man zeigt induktiv

(o= A-id)™(v) = (¢ = X-id)((p =" -v) = (L =A™ - v.
Ist dies gleich Null, so folgt v = 0 wegen A # p. Im Induktionsschritt beachtet man
(p—p-id)" Hw)=0  fir w=(p—p-id)(v).
In Anbetracht von

(p=A-id) o (¢ — p-id)(u) = @*(u) — - p(u) = A-p(u) + A p-u
= (p—p-id)o (¢ — A-id)(u)
ergibt sich auflerdem
(= A-id)™(w) = (¢ — p-id) o (¢ = A+ 1d)"(v) = (¢ — p-id)(0) = 0.
Induktiv erhélt man damit w = 0 und dann mit dem Basisfall v = 0. O
Wie versprochen kénnen wir nun das Folgende zeigen.

Proposition 5.2.5. Fir paarweise verschiedene Eigenwerte A1, ..., A\ und Vekto-
ren v; € E*(A\)\{0} ist {v1,..., vk} linear unabhdngig.
Beweis. Wir argumentieren per Induktion iiber k. Es gelte dafiir Zle wi v =0
sowie (¢ — A1 -id)™(v1) = 0. Man hat dann

k

D i (= A -id)"(v;) = 0.

=2
Wegen Lemma b) und Lemma hat man fiir i > 2 jeweils
(o = Ar-1d)"(vi) € E*(M)\{0}.
Induktiv ergibt sich also ps = ... = ui = 0 sowie dann auch p; = 0. O
Fiir algebraisch abgeschlossene Korper werden wir zeigen, dass sich der ge-
samte Vektorraum als direkte Summe der Hauptriume ergibt. Zunéchst untersu-

chen wir die Struktur eines einzelnen Hauptraums, wobei wir uns auf den endlich-
dimensionalen Fall beschréinken.

Lemma 5.2.6. Sei ¢ :V — V linear. Ist dim(V') = n endlich, so gilt
EL(\) = EZ()\) fir alle X\ € Spec(p).
Beweis. Gilt dim(E™(\)) < n, so hat man ein k < n mit E*(\) = EF*1()\). Fiir

beliebiges v € E*(\) withlen wir [ minimal mit ¥!(v) = 0 fiir ¢ = ¢ — X -id. Man
hat dann [ < k, da sonst ¢! =*~1(v) € E¥*1(\) = E¥()\) und also

¥ () = ¢F oy (v) =0
folgt. Es ergibt sich E*(\) C E¥(\) C E™()\) C E*(\). O
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Sind ¢ und A € Spec(yp) aus dem Kontext klar, so schreiben wir E* = E.()).
Mit Proposition [4.2.15 (un_d ihrem Beweis; vgl. auch die Dimensionsformel) haben
wir jeweils BTl = B @ FiT1/E* und fiir ¢ : V — V mit dim(V) = n also

* ~ 1l 2 1 n n—1
B\ 2 E'@E*E'e... 0 E"/E"\.

Wir kénnen eine Basis des Hauptraums also aus Basen der Faktoren E‘*!/E! zu-
sammensetzen (mit B! = E'/EY wegen E° = {0}), wobei eine geschickte Wahl der
Basen entscheidend ist. Fiir v € E**! hat man (¢ — X -id)(v) € E®. Gilt i > 0, so
haben wir also eine Funktion

¥ BTN B/ ET! mit i(v) = [p(v) — A-v].
Es gilt dabei
Pi(v) =0 < (p—X-id)(v)e B! & wveE,

also ker(¢;) = E;. Der Homomorphiesatz liefert eine injektive lineare Abbildung

B EFYE S BB mit () = i),
Wegen der Injektivitdt haben wir das folgende Ergebnis.
Lemma 5.2.7. Ist [v1],...,[vs] eine Basis von E*1/E! so sind die Elemente
[o(v1) = A-v1],..., [p(vg) — A -] € BY/ET!
paarweise verschieden und in E*/E*~ linear unabhdngig.
Wie oben angekiindigt erhalten wir nun eine Basis mit guten Eigenschaften.

Proposition 5.2.8. Sei ¢ eine lineare Abbildung auf einem endlich-dimensionalen
Vektorraum. Fir jeden Eigenwert A € Spec(yp) hat der Hauptraum Ej(\) eine
Basis B mit der Eigenschaft, dass fiir v = o — X -id gilt:

(a) Hat man v € B, so ist ¢(v) € BU{0}.

(b) Fiir v,w € B folgt aus ¥(v) = (w) # 0 stets v = w.

(¢) Die Menge BN E,(\) ist eine Basis des Eigenraums zu A.

Beweis. Lemmaliefert EL(\) = E;(A) = E" fiir ein geeignetes n € N. Wiihle
zuniichst B,, C E" so, dass {[v] : v € B, } eine Basis von E"/E"~! ist. Induktiv
nehmen wir an, dass {[v] : v € B;11} mit 0 < i < n eine Basis von E“1/E? ist.
Das vorige Lemma liefert uns eine Basis {[v] : v € B;} von E*/E*~! mit 1 (v) € B;
fiir alle v € B;y1. Wir setzen B = (J;_, B; und bemerken, dass diese Vereinigung
disjunkt ist: Hat man ¢ < j und w € B; € E/~!, so kann [w] = 0 € EF/\E/~! kein
Element der Basis {[v] : v € B;} sein. Es folgt

Bl =Y _|Bi| =) dim (E‘/E"") = dim (E;())),
i=1 1=1

wobei die letzte Gleichheit auf dem Absatz nach Lemma beruht. Wir zeigen,
dass B C Ej(A) linear unabhéingig und also eine Basis ist. Man betrachte dazu eine

Linearkombination
n
D SENTES 3D pPUs
vEB i=1 veEB;
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Indem wir Aquivalenzklassen in E™/E"~! nehmen (wo wie oben [v] = 0 fiir alle
v € B; mit i < n gilt), erhalten wir

> A-o]=0.

vEBy,

Es folgt A\, = 0 fiir alle v € B,,, weil {[v] : v € B,,} als Basis von E"/E"~! gewiihlt
war. Nimmt man als néichstes Aquivalenzklassen in E"~!/E™~2 so erhilt man auch
Ay = 0 fiir alle v € B,,_1 und induktiv fiir alle v € B.

Eigenschaft (a) ist erfiillt, da aus v € B;1 mit ¢ > 0 per Konstruktion % (v) € B;
sowie fiir v € By C E' = E,(\) stets ¢(v) = 0 gilt. Fiir (b) betrachten wir v € B;11
und w € Bji1 mit ¢(v) = Y(w) € B; N B;. Wie oben gesehen gilt dann ¢ = j
und mit dem vorigen Lemma also v = w. Schlieflich bemerken wir fiir (c), dass
{[v] : v € By} eine Basis von E'/E? = E' und also BN E,(\) = By eine Basis des
Eigenraums E' = E()) ist. O

Wir kénnen unsere Basis nun in Ketten zerlegen, die in Eigenvektoren wurzeln.

Definition 5.2.9. Sei B eine Basis wie in der vorigen Proposition. Fiir jeden
Eigenvektor v € E,(\) N B definieren wir

JB(U):{wGE:;(/\):z/;i(w):vﬁireiniEN} mit ¢ =¢p—A-id.

Die Mengen JZ(v) nennt man Jordan-Ketten. Es ist dringend zu beachten, dass
unsere Definition nur anwendbar ist, wenn bereits eine geeignete Basis gegeben ist.
Startet man mit einer beliebigen Basis des Eigenraums und wihlt dann beliebige
Ketten iiber den Basisvektoren, so erhilt man im Allgemeinen keine Basis des
Hauptraums, weil die Ketten in ‘Sackgassen’ geraten kénnen (vgl. die Bemerkung

am Ende von Beispiel |5.2.13)).

Lemma 5.2.10. Unter den Voraussetzungen der vorigen Proposition gilt:
(a) Fiir jedesv € E,(A\)NB gibt es einw € JB(v) und ein k € N mit *(w) = v

und J (v) = {¢°(w),..., " (w)}.
(b) Man erhilt B =U,cpnp JB(v) als disjunkte Vereinigung.

Beweis. (a) Setze vy = v und definiere induktiv v;41 € B als den eindeutigen Vektor
mit 1 (v;y1) = v;. Dies ist nur bis zu einer endlichen Schranke i < k moglich: Wére
némlich v; = v; mit i < j, so hiitte man ¢/ ~(v;) = v; = v; und also ¥'(v;) # 0 fiir
alle [ € N. Man setzt w = vy, (also *(w) = v_;) und verifiziert die Behauptung.
(b) Fiir jedes w € B C E*(\) hat man ein kleinstes k¥ € N mit ¢**1(w) = 0
und also ¥*(w) =: v € E(A)N B, was w € JB(v) ergibt. Schneiden sich zwei
Jordan-Ketten, so enden sie im selben Eigenvektor. ([

Die Untervektorrdume Span(.J?(v)) heifien zyklisch. Man mége sich iiberzeugen,
dass sie unter ¥ und damit auch unter ¢ = 1 + A - id abgeschlossen sind. Wir
diskutieren die Normalform der darstellenden Matrix zunichst fiir den Fall, dass
der gesamte Vektorraum ein solch zyklischer Raum ist.

Lemma 5.2.11. Wir betrachten eine Matrizx M € K@% ynd setzen P = M — \- 1.
Gibt es einen Vektor w € K% mit P%-w =0 und

K% = Span ({P0~w,...,Pd*1 w}),
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so ist M dhnlich zur Matriz
1 wennj=1i+1,

A1+ Ng mit Ng= (Vij)lgi,jgd fﬂ’f‘ Vij = {
0 sonst.

Beweis. Fiir jeden Basisvektor P’ - w mit i < d hat man
M-Pw=(\14+P)-P-w=X\-P.w+PT .w

und insbesondere M - P4~1 . = \- P41 .. Hat S Spalten P! . w,..., P%- w,
so hat man also S™!'- M-S = X\ - 1+ N; geméaB Bemerkung O

Im néchsten Schritt verallgemeinern wir auf den Fall eines einzelnen Hauptraums,
der aber in mehrere zyklische Unterrdume zerfallen mag.

Korollar 5.2.12. Jede Matriz M € K™*™ mit nur einem Hauptraum E}, () = K"
ist dhnlich zu einer Matriz der Form J1 @ -+ - @ Jpym mit J; = A+ 1+ Ngg).

Beweis. Wir wahlen eine Basis B wie in Proposition und zerlegen sie wie in
Lemma [5.2.10in Jordan-Ketten JZ(v;), wobei man also E(A\) N B = {vy,...,v;,}
hat. Fiir die zyklischen Unterriume Z; = Span(J (v;)) ergibt sich dann

Ey(\) =2z, 05" . aX" 7,
als direkte Summe. Gemifl der Bemerkung vor Lemma [5.2.11] folgt aus w € Z;
jeweils M - w € Z;. Mit Proposition [£.4.15] und den Ergebnissen aus Abschnitt

zerfallt M in Blocke J;, die laut dem vorigen Lemma die gegebene Form haben
(wobei jeweils d(i) = dim(Z;) = |JB(v;)] gilt). O

Es ist hochste Zeit, einen konkreten Fall zu diskutieren.

Beispiel 5.2.13. Man betrachte die Matrix

3 -1 -1 0
2 o0 0 <1 ua
M=l 1 1 1 |sF7

-2 2 -2 4

Das charakteristische Polynom kann man geschickt berechnen, indem man zunéchst
die zweite zur ersten Spalte addiert. Fahrt man auf &hnliche Weise fort, erhélt man

3—g¢ -1 -1 0 29— -1 -1 0
(w)_ 2 —x 0 -1 . 2—x —x 0 -1
XMET) =11 1 1 1-2 1 = 0 1 1-z 1
2 2 2 44—z 0 2 2 44—z
1 -1 -1 0
B 1 —z 0 -1 | .
=@-2) g 1 1.4 1 =@2-2),
0 2 -2 4-z

womit es nur den einen Hauptraum E3,(2) gibt. Durch Lésen von (M —2-1)-v =0
bestimmt man den Eigenraum

E' = E3,(2) = Span(vi,vs) mit v, =

O O = =
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Weiter rechnet man (M —2-1)? = 0 und erhélt E? = E%,(2) = E},(2) = R%. Gemi8
dem Beweis von Proposition suchen wir eine Basis [w1], [we] von E?/E!.
Aquivalent mochte man zu einer Basis vy, vs, w1, ws des R* ergiinzen. Man kann
hier die Einheitsvektoren w; = e; und ws; = e3 wahlen. Immer noch mit dem
Beweis von Proposition betrachten wir dann die Basis

B:{(M*Q'l)'61,61,(M72']].)'63,63},

wobei die ersten beiden und die letzten beiden Vektoren jeweils eine Jordan-Kette
bilden. Die Vektoren aus B bilden die Spalten der folgenden Matrix S, die wir samt
ihrer Inversen angeben als

1 1 -1 0 0 1 0 O
2 0 0 o L1 |2 20 41
=10 o1 af ™S =50 S0
-2 0 -2 0 0 0 2 -1
Gemif dem Beweis von Korollar ergibt sich
21 00
Qe 0200
s M5 = 0 0 2 1
0 0 0 2

Man beachte, dass (M —2-1)-e; und (M —2- 1) - e5 eine Basis des Eigenraums
bilden, die sich von unserer Ausgangsbasis aus v; und vy unterscheidet. Dies ist
essenziell, da die Gleichung (M — 2 - 1) - u = vy keine Losung u hat.

Um zu erkléren, warum die Struktur der Jordan-Blocke J = A-14 Ny rechnerisch
vorteilhaft ist, bemerken wir zunéchst, dass die Summanden kommutieren, dass man
also A+ 1- Ny = Ng-A-1 hat. Dies erlaubt es uns, J" wie im folgenden Beispiel
mit dem binomischen Lehrsatz

"~ (n D n n!
n — . n—1 . Y3 f —
(x+9) g(» ooy (z) i (n—1)!
zu berechnen (welchen man per Induktion iiber n priifen mége). Weiter ist dabei

relevant, dass die Matrix Ny nilpotent ist, es also ein j mit N7 = 0 gibt (néimlich
j=dwegen Ny-e1 =0und Ny-e;11 =¢;).

Beispiel 5.2.14. Die Matrix J = X - 1 + N3 € R3*3 hat wegen N3* = 0 fiir i > 3
die Potenzen

2
. , (n—=1
Jn:Z(T‘L>.)\n—z_]l_N?)l:)\n.]l_i_n.)\n—l.NS_i_n (n )_)\n—2.N32.
i=o \' 2
Es gilt also

A1 o0\" A" AT 2 (1) A2

0 X 1 =10 AT n- AL

0 0 X 0 0 A

Ist M #hnlich zu J vermége S~ - M - S = J, so rechnet man
M= (S-J-8H)'=8-Jm-857
weil die Produkte S~! - S jeweils wegfallen.
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Wir kommen nun zum allgemeinen Fall, in dem es mehrere Eigenwerte gibt.

Theorem 5.2.15. Fir eine lineare Abbildung ¢ : V. — V auf einem endlich-
dimensionalen Vektorraum V sind dquivalent:

(i) Das charakteristische Polynom von ¢ zerfillt in Linearfaktoren.
(i) Der Raum V ergibt sich als direkte Summe

V= @V {Ez(\) : X e Spec(p)} .
Insbesondere gilt (b) im algebraisch abgeschlossenen Fall.

Beweis. Gilt (b), so ist ¢ laut Korollar ghnlich zu einer Abbildung Abb(M)
fir eine Summe M = J; @ ... @ Ji von Jordan-Blécken J; = A; - 1 + Ny(;). Das
charakteristische Polynom ergibt sich mit Proposition [5.1.18 und Beispiel [3.2:6]
(Determinante von Dreiecksmatrizen) als

k
X ( H >‘ - l’ d(1 ’
i=1
sodass (a) erfiillt ist.

In der umgekehrten Richtung wissen wir aus Proposition dass die Summe
direkt ist. Zeigen miissen wir lediglich, dass sie ganz V' aufspannt. Mit (a) ergibt
sich dim (V') als Summe der algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte. Es geniigt
also, wenn wir

dim (E*(N\)) = a(N)
fiir alle A € Spec(p) zeigen (vgl. Proposition [5.1.20). Schreiben wir n = dim(V)
und ¥ = ¢ — X - id, so gilt E*(\) = ker(y") laut Lemma 6| fiir alle N > n. Wir
zeigen, dass
V = ler (") & img (")

eine direkte Summe ist. Wegen dem Rangsatz ist nur nachzuweisen, dass wir v = 0
fiir alle v € ker(¢)™) N img(¢)™) haben. Wir schreiben v = 9™ (w) und erhalten
dann 0 = ¢"(v) = Y*(w), also w € E*(\) = ker(y)") und damit v = 0 wie
gewiinscht. Nun ist img(¢™) unter ¢ abgeschlossen: Wie im Beweis von Lemma
kommutieren némlich ¢ und v, sodass aus v = " (w) € img(y™) auch

p(v) = 9" (p(w)) € img (")

folgt. Bis auf Ahnlichkeit hat also ¢ eine darstellende Matrix M & N, wobei der
Summand M = J; & ... ® J,, wegen Korollar in Jordan-Blocke zu unserem
fixen Eigenwert \ zerfallt. Mit M € K9*? fiir d = dim(E*(\)) ergibt sich (durch
Entwicklung nach den ersten d Zeilen) das charakteristische Polynom

Xe(2) = xar(2) - xn(2) = (A =) xwv (@)
Hierbei ist A keine Nullstelle von x . Sonst wére ndmlich A\ ein Eigenwert von N

und man hétte einen Vektor v € img(¢™)\{0} mit ¢(v) = 0 und also v € ker(¢)").
Es gilt also in der Tat dim(E*()X)) = d = a(N). O

Mit Lemma b) und Korollar [5.2.12| ergibt sich das folgende Ergebnis.

Korollar 5.2.16 (Satz iiber die Jordan-Normalform). Zerfillt das charakteristische
Polynom von M € K"*™ in Linearfaktoren, so ist M dhnlich zu einer Matrix

J1®...® g fir Jordan-Blocke J; = N -1+ Ng(;y mit Spec(M) = {X; : 1 <i < k}.
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Man beachte, dass die Jordan-Normalform mehrere Blocke zum selben Eigenwert
enthalten mag, sodass im Korollar also k > | Spec(M)| gelten kann.

Bemerkung 5.2.17. Die Jordan-Normalform einer linearen Abbildung ist im We-
sentlichen — ndmlich bis auf die Reihenfolge der Jordan-Blécke — eindeutig bestimmt
und von der darstellenden Matrix unabhéngig. Dies gilt ndmlich zunéchst fiir die
Vielfachheit dim(E*(\)) = «(A), mit welcher der Eigenwert A auf der Diagonalen
auftritt (vgl. Proposition. Die Dimensionen der Jordan-Blocke zu einem fes-
ten Eigenwert ergeben sich dann aus den Dimensionen der zugehérigen Quotienten
E™1/E" (vgl. den Abschnitt nach Lemma [5.2.6), welche nicht von der Wahl ei-
ner Basis abhéngen (die also nur die spezifischen Jordan-Ketten aber nicht deren
Léngen beeinflusst). Es folgt, dass zwei Matrizen genau dann #hnlich sind, wenn
sie dieselbe Jordan-Normalform haben.

Wir besprechen auch eine wichtige Abschwéchung der Jordan-Normalform:

Bemerkung 5.2.18. Eine Matrix M € KY*¥ heifit trigonalisierbar, wenn sie
dhnlich ist zu einer Matrix (;;) in oberer Dreiecksform, wobei also u;; = 0 fiir
j < i gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn xjs in Linearfaktoren zerfillt. Man
folgert dies aus Theorem [5.2.15 und seinem Beweis, in dem wir fiir die Richtung von
(b) nach (a) nur Dreiecksform und nicht die stérkere Jordan-Normalform verwendet
haben. Tatséchlich lassen sich Matrizen meist deutlich leichter trigonalisieren als in
Jordan-Normalform bringen, ndmlich durch das Gauflsche Eliminationsverfahren.
Letzteres kann auch verwendet werden, um eine Matrix — gegebenenfalls nach Per-
mutation von Zeilen oder Spalten — als Produkt L - R einer unteren und oberen
Dreiecksmatrix zu schreiben (LR-Zerlegung oder englisch LU decomposition; siehe
auch Proposition .

Als klassische Anwendung diskutieren wir, wie man mit der Jordan-Normalform
eine gewohnliche Differentialgleichung héherer Ordnung l6sen kann (wie sie in der
Physik etwa im Zusammenhang mit geddmpften Schwingungen relevant ist)E|

Beispiel 5.2.19. Wir suchen nach einer Funktion y : R — R, die zusammen mit
ihren Ableitungen die Gleichung

y///75'y//+8.y/74.y:0

erfiillt. Hierzu substituieren wir z1 = y und z9 = vy’ sowie 3 = 3”. Dies fiihrt auf
das Gleichungssystem

ri=z0 und zh==x3 und zj=4-x1 -8 - T2+5 T3

mit Matrixdarstellung

) x1 0 1 0
xh | =M- |z mit M=[0 0 1
xh x3 4 -8 5

Zur Bestimmung der Jordan-Normalform berechnen wir

xm(z) = (z — 2)2 (z—1).

97Der Autor stellt in seinen Priifungen zur linearen Algebra keine Fragen zu Differentialgleichun-
gen. Hingegen ist die Berechnung der Jordan-Normalform selbstverstdndlich Priifungsstoff.
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Die Eigenrdume ergeben sich als

1 1
Ep(2) = Span(vy) mitv; = | 2 und FEj(1) = Span(vz) mitvg = | 1
4 1
Weiter bestimmen wir die Losung
0
(M—2-1)-vg=v; fiir vo=|1
4
Die Jordan-Normalform ergibt sich als
2 10 1 0 1
M=S5"1J-8 mt J=|0 2 0] und S=[2 1 1
0 0 1 4 4 1

Wegen der Linearitdt der Ableitung ist unser System von Differentialgleichungen
dquivalent zu

n T 96'1 ?/1 n T
Ys €T3 xé Z/é Y3 T3

Wir haben es somit zu tun mit den Gleichungen

2-y1+ye=y; und 2-yp=y; und yz=y;.
Diese lassen sich 16sen durch

yi(t) =t-e und yo(t) =e* und y(t) =,
wobei allenfalls die Suche nach y; einiger Uberlegung bedarf. Indem wir mit S~
multiplizieren, erhalten wir insbesondere

y(t) = o1 (t) = (=3t +4) - e* — .

Man moge priifen, dass dies tatsdchlich die Differentialgleichung vom Beginn des

vorliegenden Beispiels 16st.

Das folgende Ergebnis verallgemeinert eine Beobachtung, die wir im Abschnitt
vor Beispiel [5.2.14] gemacht haben.

Proposition 5.2.20. Ist K algebraisch abgeschlossen, so lisst sich M € K™ ™
stets als Summe M = D + N einer diagonalisierbaren Matriz D und einer nilpo-
tenten Matriz N mit D - N = N - D schreiben.

Beweis. Der Satz iiber die Jordan-Normalform liefert eine invertierbares S mit

STV M-S = (A1 1+Nga)) @ ... (Ae - 1+ Nygy)-

Wir setzen
D=S-(M\-1®...®&X - -1)-S7" und N=5-(Ng1)®...® Nyi)) - S~
Man iiberzeuge sich, dass die Eigenschaften aus der Proposition erfiillt sind. O

Da sich Matrizen in K™*" untereinander und mit Skalaren aus K multiplizieren
lassen, konnen wir sie in Polynome iiber K einsetzen. Dies lasst sich auch so verste-
hen, dass wir jeden Koeffizienten v € K eines Polynoms mit der Matrix A-1 € K™*"
identifizieren.
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Theorem 5.2.21 (Satz von Cayley—Hamiltor@. Ist K algebraisch abgeschlossen,
so hat man xp (M) = 0 fir jede Matriz M € K™*™.

Beweis. Schreibe M = S~!-.J-S mit J in Jordan-Normalform. Man hat ys = x
und somit

xar(M) = x;(S™"-J-8)=5"xs(J)- 8.
Es geniigt also, xs(J) = 0 zu zeigen, was sich wiederum auf x s, (J;) = 0 fiir die
einzelnen Jordan-Blocke J; = A; - 1 + Ny(;) reduzieren lésst. Hier ergibt sich

d(i d(i
() = (1= )" = (= Nay) " =0,
wobei wir die letzte Gleichheit aus dem Paragraph vor Beispiel nehmen. [
Der Satz hat neben theoretischen auch rechnerische Implikationen:
Bemerkung 5.2.22. Wir betrachten eine Matrix M € K™*"™ und schreiben
0=xm(M)=a, - M"+...+ag- M°.
Ist M invertierbar, so multiplizieren wir mit A ~! und erhalten
Qn -M" 1+ . 4ag- M t=0.
In Anbetracht von ag = xs(0) = det(M) # 0 ergibt sich
1
M7 =——(ap - M""+. . 4a M.
ao
Wir haben also einen neuen Weg, inverse Matrizen zu berechnen. Fiir grofle N € N
erhalten wir durch Polynomdivision weiter
2N = xu(z) - q(x) +r(z) mit  deg(r) < deg(xar) = n.
Es ergibt sich
MY = xp (M) - g(M) +r(M) = r(M),
wobei wir auf der rechten Seite nur M? fiir i < n berechnen miissen.

Zum Abschluss dieses Kapitels besprechen wir kurz eine wichtige Variante des
charakteristischen Polynoms:

Bemerkung 5.2.23. Fiir eine Matrix M € K™*™ betrachten wir das Ideal
Iy ={p € K[z] : p(M) = 0} C K|[z]

mit [j; # 0 nach Cayley-Hamilton. Das Polynom gy = Y, a; - @' € In/\{0} mit
kleinstmoglichem Grad d € N und Leitkoeffizient aq = 1 heifit Minimalpolynom
von M. Es gilt Ip;y = (par). Fiir beliebiges p € I erhalten wir durch Polynom-
division nédmlich p = pps - ¢+ r mit deg(r) < deg(uar), wobei man dann r € Iy, und
wegen der Minimalitét von pys also r = 0 erhélt. Insbesondere ist pps ein Teiler
des charakteristischen Polynoms x,s. Man kann zeigen, dass das Minimalpolynom
einer Matrix M mit paarweise verschiedenen Eigenwerten \q, ..., \,, die Form

pan(@) = (2= M) L (= M) hOm)

hat, wobei d(i) die Dimension des grofiten Jordan-Blocks zum Eigenwert A; ist.
Auch wenn g im Vergleich mit x,; manche Vorziige hat, werden wir das Minimal-
polynom in dieser Vorlesung nicht weiter brauchen.

9BDieses Ergebnis ist benannt nach Arthur Cayley und William Hamilton. Es gilt auch ohne die
Voraussetzung, dass K algebraisch abgeschlossen ist, weil jeder Korper algebraischen Abschluss
hat, was wir in dieser Vorlesung aber nicht zeigen.
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5.3. Intermezzo: Rund um das Skalarprodukt. In diesem Abschnitt untersu-
chen wir Skalarprodukte (synonym: innere Produkte) und die geometrische Struk-
tur, die sie auf reellen und komplexen Vektorrdumen induzieren.

Die folgende Definition involviert die Konjugation auf den komplexen Zahlen
(vgl. Definition , die im reellen Fall wegen T = z fiir x € R entfillt.

Definition 5.3.1. Wir betrachten einen K-Vektorraum V mit X = R oder K = C.
Eine Abbildung (-,-) : V? — K heit Skalarprodukt, wenn gilt:

(Hermitesche{?ﬁymmetrie) (v, w) = (w,v),
(Sesquilinearitit) Avyw)y =X (v,w) und (u+v,w) = (u,w)+ (v,w),
(Positive Definitheit)

(v,v) e{xr €eR:2>0} und (v,v) =0 nur fir v=0.

Man nennt V' zusammen mit dem Skalarprodukt einen Innenproduktraum. Im re-
ellen beziehungsweise komplexen Fall spricht man auch von einem euklidischen
beziehungsweise unitidren Vektorraum.

Beziiglich der Sesquilinearitidt beachte man die abgeleiteten Eigenschaften
(v, \-w) = (A -w,v) =X (w,v) = X (w,v) = X (v,w),
(u, v+ w) = (v +w,u) = (v,u) + (w,u) = (v,u) + (w,u) = (u,v) + (u, w).

Als Motivation fiir die komplexe Konjugation mag gelten, dass sich (v,v) = (v,v)
stets als reelle Zahl erweist. Da man nur auf R und nicht auf C eine Ordnung hat
(und also von positiven Elementen sprechen kann), ist dies entscheidend fiir die
positive Definitheit. Mit Blick auf letztere sei angemerkt, dass die Sesquilinearitét
schon (0,v) = 0 = (v,0) garantiert.

Beispiel 5.3.2. Das Standard-Skalarprodukt auf dem C-Vektorraum C™ ist gege-

ben durch
w1 z1 n
< SN >sz
i=1

Wn, Zn

Hermitesche Symmetrie und Sesquilinearitdt kann man direkt nachrechnen, wihrend
sich die Definitheit aus Proposition [£.3.26] ergibt. Das Standard-Skalarprodukt auf
dem R-Vektorraum R ist genauso definiert, wobei die Konjugation entféllt. Ein an-
deres wichtiges Beispiel betrifft den R-Vektorraum der stetigen Funktionen von [0, 1]
nach R. Mit ein wenig Analysis sieht man, dass durch

1
)= [ @) o)
ein Skalarprodukt gegeben ist.
Das folgende Ergebnis ist von fundamentaler Bedeutung.
Proposition 5.3.3 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Man hat

(v, w)|* < (v,0) - (w, w).

9Djeser Begriff ist benannt nach Charles Hermite. Im reellen Fall spricht man schlicht von Sym-
metrie sowie von Linearitit statt Sesquilinearitét.
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Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass (v,w) € R und also (w,v) = (v, w) gilt.
Fiir jedes A € R hat man hier

0< W+ A w v+ w) = (v,0) + 2\ (v,w) + A? - (w,w).
Gilt w = 0, so ist die Aussage unmittelbar. Anderenfalls erhalten wir
0< (v0)+2- (— (v, ) ) (v, w) + (<“’“’> )2 (wyw) = (v, 0) — S
(w, w) (w, w) (w, w)

Die Behauptung folgt per Multiplikation mit (w, w).
Wir leiten das Ergebnis nun fiir den Fall ab, dass (v, w) ¢ R gilt. Man beachte

(u-v,0) = (v,w) - (v,w) = [(v,w)|> R fiir p= (w,v).
Mit dem zunéchst behandelten Fall ergibt sich
2 (0, w) 2 = [, )] < (a0, - ) - w,w)
=p- - (v,0) - (w,w) = |ul? - (v,0) - (w, w).
Die Behauptung folgt per Division durch |u|? # 0. O
Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung hat insbesondere die folgende Anwendung.

Korollar 5.3.4. Ist (-,-) : V2 — K ein Skalarprodukt, wird durch ||v| = /{v,v)
eine Norm induziert (das heifit, es gelten die Eigenschaften aus Proposition .

Beweis. Die positive Definitheit war fiir das Skalarprodukt explizit gefordert. Fiir
die Homogenitét beachten wir A - X = |A|? und also

1A= vll = V(A v, A v) = /A X (v,0) = [A]- o).

Die Dreiecksungleichung zeigt man analog zum Beweis von Proposition [4.3.26] wo-

bei die dort verwendete Gleichung |z - @W| = |2| - |w| ersetzt wird durch die Unglei-
chung |(v, w)| < ||v]| - ||w||, die modulo Wurzelziehen mit der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung iibereinstimmt. O

Wir kommen nun zu einem wichtigen geometrischen Begriff.

Definition 5.3.5. Man man nennt v und w orthogonal (im rechten Winkel) und
schreibt v L w, wenn (v, w) = 0 gilt.

Dass man den Begriff des rechten Winkels angemessen eingefangen hat, kann man
zundichst anhand von Beispielen im R? testen. Eine weitere Rechtfertigung ergibt
sich aus der néchsten Proposition und verwandten Ergebnissen im Folgenden.

Proposition 5.3.6 (Satz des Pythagoras). Man hat
viw =+ wl* = (v - w]?.
Im euklidischen Fall gilt auch die umgekehrte Implikation.
Man beachte, dass v — w der Hypotenuse zwischen w und v entspricht.
Bewets. Man hat
o —wl* = (v —w, v —w) = [[ol|* = (v, 0) = (w,v) + [[w]*.

Die Implikation folgt, da mit (v, w) = 0 auch (w,v) = 0 (also w L v) gilt. Umgekehrt
folgt (nur) im euklidischen Fall aus 0 = (v, w) + (w,v) = 2 - (v,w) schon v L w.
(]
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Zusétzlich zur Gleichung im vorigen Beweis hat man
lv+wl? = [[v]]* + (v, w) + (w, v) + [Jw]]*.
Addiert man die beiden Gleichungen, so erhélt man die Parallelogrammgleichung
lv+wl|® + flo = wl* =2 o] + 2 [Jw||*.
Sie sagt intuitiv, dass die Quadrate {iber den Diagonalen in einem Parallelogramm
in der Summe den Quadraten iiber den vier Seiten entsprechen. Tatséchlich ist eine

Norm genau dann durch ein Skalarprodukt induziert, wenn sie die Parallelogramm-
gleichung erfiillt (Satz von Jordan und von Neumann).

Bemerkung 5.3.7. Den Winkel zwischen Vektoren v, w # 0 in einem euklidischen
Vektorraum definiert man als

. (v, w)

<(v,w) =0 € [0,n] fiir cos(d) ol Tl
Dies ist wohldefiniert, denn mit Cauchy-Schwarz liegt der angegebene Bruch im
Intervall [—1, 1], welches durch den Cosinus bijektiv auf [0, 7] abgebildet wird. Eine
inhaltliche Rechtfertigung geben wir an dieser Stelle nicht, weil wir die Theorie der
trigonometrischen Funktionen aus der Analysis nicht voraussetzen wollen.

Wir verbinden mit einem Grundbegriff der linearen Algebra:

Proposition 5.3.8. Fir paarweise orthogonale Vektoren v, # 0 (also v; L v; fir
alle i # j) ist die Menge {v1,...,v,} linear unabhingig.

Beweis. Aus 0= Y"1" | \; - v; ergibt sich jeweils

n n
0= <Z Ai '%Uj> =D i (v vg) = X llvg?
=1 =1
und also A; = 0. O

Die Proposition motiviert den folgenden Begriff.

Definition 5.3.9. Sei B eine Basis eines Innenproduktraums. Wenn alle v, w € B
die Beziehung

1 wenn v =w,
<'Ua w> =
0 sonst

erfiillen, dann heifit B Orthonormalbasis.
Die Basisdarstellung beziiglich einer Orthonormalbasis ist leicht zu bestimmen:
Lemma 5.3.10. Ist B eine Orthonormalbasis von V', so erfillt jedes v € V die

Beziehung
v= Z (v, w) - w,
weB

wobei (v, w) # 0 nur fir endlich viele w € B gilt.

Beweis. Wir schreiben v = """ | \; - v; mit v; € B und rechnen

n

(v,vj) = Z)‘i g, v;) = A - ]2 = A

i=1

Ahnlich ergibt sich (v, w) = 0 fiir w € B\{v1,...,v,}. O
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Der Beweis des folgenden Satzes ist als Gram-Schmidt-Verfahren bekannt[/

Proposition 5.3.11. In jedem endlich-dimensionalen Innenproduktraum hat man
eine Orthonormalbasis.

Beweis. Wir beginnen mit einer beliebigen Basis {v1, ..., v,}. Per Induktion kon-
struieren wir orthonormale Vektoren wj mit

Span(vy,...,v;) = Span(wy, . .., wg).

Im Induktionsanfang setzt man schlicht wy = vy /||v1]]. Fiir den Induktionsschritt
definieren wir

k
w .
W41 = Tl mit W = Vp41 — E (Vg1 w3) - Wi,
i=1
wobel man w # 0 wegen vi11 ¢ Span(ws,...,wy) beachte. Man moge sich {iber-
zeugen, dass der Spann von vy, ..., V41 mit dem von wi, ..., w41 libereinstimmt.

Fiir j < k hat man

k
1
<wk+17wj> = Hw” : < vk+law] E Uk+17wz wZaw]>> = Oa
=1

sodass die Vektoren orthonormal bleiben. O

Waéhrend jeder Vektorraum eine Basis hat, gibt es Innenproduktriume iiber-
abzéhlbarer Dimension, die keine Orthonormalbasis besitzen. Die Konstruktion ei-
nes Beispiels erfordert einigen Aufwand. Wir verweisen deshalb schlicht auf die Vor-
lesung zur Funktionalanalysis (beziehungsweise auf entsprechende LehrbﬁcherFED.
Dort betrachtet man deshalb auch allgemeinere Begriffe von Basis, die etwa unend-
liche Linearkombinationen zulassen.

Als Anwendung von Orthogonalitit untersuchen wir nun, wie sich der Abstand
zu einem Untervektorraums bestimmen lidsst (Lot als kiirzeste Verbindung).

Definition 5.3.12. Fiir eine Teilmenge M C V eines Innenproduktraums V heifit
L={veV:vLw fir alle w € M}
das orthogonale Komplement von M.

Aus M C N erhilt man M+ O N=+. Weiter priift man M+ = Span(M)*,
weswegen man sich auf die orthogalen Komplemente von Untervektorrdumen kon-
zentrieren kann. Der folgende Beweis sei zur Ubung iiberlassen.

Lemma 5.3.13. Das orthogonale Komplement M~ ist stets ein Untervektorraum.
Wegen des folgenden Ergebnisses ist die Rede vom Komplement gerechtfertigt.

Proposition 5.3.14. Fir jeden endlich-dimensionalen Untervektorraum U C V
eines Innerproduktraums V ist V.= U @ U+ eine direkte Summe.

100pjeses ist benannt nach Jorgen Pedersen Gram und Erhard Schmidt.

101yyer Mathematik auf Franzésisch lesen kann, beachte als klassiche Quelle auch Jacques Dixmier,
Sur les bases orthonormales dans les espaces préhilbertiens, Acta Scientiarum Mathematicarum
(Szeged) 15 (1953) 29-30.
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Beweis. Zunichst sieht man, dass aus v € U N U~ schon (v,v) = 0 und also v = 0
folgt. Sei nun by, ...,b, eine Orthonormalbasis von U. Zu gegebenem v € V defi-
nieren wir w = Y . (v, b;) - b;. Man erhélt jeweils
(0 =w,b;) = (v,b;) = > (v, b;) - (bi, bj) =0
i=1

und also v —w € {by,...,b,}T =UL. Mit w € U folgt v=U @ U~. O

Als Folgerung erhalten wir ein weiteres Beispiel von Dualitét:
Korollar 5.3.15. Fir endlich-dimensionales U gilt (U+)t =U.

Beweis. Ist u € U, so hat man w 1 u fiir jedes w € U+ und also u € (UL)*. Ist
nicht nur U sondern auch der umgebende Raum endlich-dimensional, so erhélt man
die Behauptung aus Dimensionsgriinden. Allgemeiner kann man jedes v € (U+)+
wegen des vorigen Ergebnisses als v = v +w mit u € U und w € U+ schreiben.
Mit der bereits gezeigten Inklusion ergibt sich w = v —u € (U+)* und also w = 0,
womit wir auf v € U schliefen kénnen. (]

Der Begriff der direkten Summe erlaubt uns die folgende Konstruktion.

Definition 5.3.16. Sei U C V ein endlich-dimensionaler Untervektorraum eines
Innenproduktraums V. Die linearen Abbildungen pyy : V — U und pg : V — U+
sind dadurch charakterisiert, dass v = py(v) + pgz (v) fiir alle v € V' gilt.

Aus der Definition ergibt sich unmittelbar py o py = py (oder auch py(u) = u
fiir u € U). Weiter gilt jeweils v — pyr(v) € U™, sodass die Verbindung v — py(v) zu
jedem u € U orthogonal ist. Man nennt pyr deshalb auch die orthogonale Projektion
auf U. Wir weisen nach, dass diese den kiirzesten Abstand realisiert.

Proposition 5.3.17. Man hat ||v — py (v)| < ||v — u|| fiir jedes u € U\{pv (v)}.
Beweis. Wegen v — py(v) L py(v) —u € U erhélt man
I < llv = pu()II* + llpv (v) — ull?

= [l = pu(v) + pu(v) —ul? = [l —ul,
wobei die erste Gleichheit aus dem Satz des Pythagoras folgt. O

lv = pu(v)

Wir bestimmen nun Abstidnde in einem konkreten Fall.

Beispiel 5.3.18. Mit Proposition [5.3.14| definiert jeder Vektor w € R*\{0} eine
Ebene wt = {w}+ durch den Ursprung. Die parallele Ebene durch v € R? (mit
Normalenvektor w) ist gegeben durch

v+wt ={v+uecR: (u,w) =0} ={u € R: (v, w) = (v,w)}.

Ist dabei w normiert, so wird die Darstellung als Hessesche Normalform bezeichnet.
Der Abstand eines beliebigen Vektors u € R? von der Ebene w' berechnet sich mit
der vorigen Proposition als

lu = Py (W = llu = (u = puy () = llpguy (W) = [[{u, w) - wll.

Ist w normiert (also ||w|| = 1), so ergibt sich der Abstand als |{u, w)|. Der Abstand
von u zur Ebene v + w' ist gleich dem Abstand von u — v zu w*
normierten Fall gleich |[(u, w) — (v, w)|.

und also im
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Als néichstes betrachten wir die folgenden lingentreuen Abbildung.

Definition 5.3.19. Eine Abbildung ¢ : V' — V auf einem Innenproduktraunrfl
heifit Isometrie, wenn ||p(v) — @(w)|| = ||[v — w|| fiir alle v,w € V gilt.

Es folgt unmittelbar, dass jede Isometrie injektiv ist. Die Bedingung ¢(0) = 0
im folgenden Ergebnis ldsst sich durch eine Translation leicht erfiillen (betrachte
statt ¢ die verschobene Abbildung ¢ mit @(v) = ¢(v) — ¢(0)).

Proposition 5.3.20. Ist V euklidisch, so ist eine Isometrie o : V. — V mit der
Eigenschaft ©(0) = 0 stets linear .

Beweis. Man erhéalt zunéchst
()]l = lle(v) = @(0)|| = [lv — 0] = [|v]|.
Aus dem Beweis von Satz [5.3.6l hat man
_ el + flwl? = v —wl®

(v, w) = .

Man kann hier nun jeweils v und w durch ¢(v) beziehungsweise ¢(w) ersetzen.
Dadurch ergibt sich (p(v), p(w)) = (v,w). Man erhélt nun

lo(x - 0) = Ao = lor - 0)[IF = 2 (p(X - ), 9(v) + A2 - ()|
=[x v* =23 (A v, 0) + A7 o] =0
und also ¢(\-v) = A-¢(v). Ahnlich zeigt man [|p(v+w) — p(v) — p(w)||? =0. O

Die Proposition lédsst sich unter geeigneten Bedingungen auf normierte Vektor-
rdume ohne Skalarprodukt verallgemeinern, wo sie als Satz von Banach-Mazur be-
kannt ist. Im unitéren Fall gilt sie so nicht, da etwa C 3 z — Z € C abstandserhal-
tend aber nicht linear ist (wegen i-¢ = —1 = —1 und i-i=14-(—i) = +1). Wenn
wir im Folgenden allgemeine Innenproduktrdume betrachten, fordern wir deshalb
explizit Linearitdt, auch wenn diese im euklidischen Fall automatisch ist. Die fol-
gende Beobachtung aus dem vorigen Beweis gilt auch im unitdren Fall. Intuitiv
zeigt das Korollar, dass abstandstreue Abbildungen auch winkeltreu sind.

Korollar 5.3.21. Ist ¢ : V — V eine lineare Isometrie, gilt {p(v), p(w)) = (v, w)
fiir alle v,w € V.

Beweis. Der euklidische Fall wurde im vorigen Beweis behandelt. Im unitidren Fall
schlieft man analog mit der sogenannten Polarisationsidentitét

3
1
<v,w> = Z : Zzn ’ ||v+in -U)||2,
n=0
die man durch explizite Berechnung der rechten Seite verifiziert. Man beachte, dass
dabei noch Linearitét in der Form ¢(i - v) =i - ¢(v) eingeht. O
Das Folgende ist konvers zu einer Beobachtung im Beweis von Proposition [5.3.20

Lemma 5.3.22. Sei ¢ : V — V eine lineare Abbildung auf einem Innenprodukt-
raum. Gilt ||o(v)|| = ||v|| fiir alle v € V, so ist ¢ eine Isometrie.

Beweis. Man erhélt ||p(v) — p(w)]| = |le(v —w)| = ||lv — w]. O

102A11gemeiner kann man alle normierten und modulo Notation alle metrischen Rdume zulassen.
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Wir beschéftigen uns nun mit den darstellenden Matrizen von Isometrien, wobei
wir auf dem K™ stets das Standardskalarprodukt betrachten. Dies ist keine wesent-
liche Einschréinkung: Hat man ein anderes Skalarprodukt gegeben, so betrachte man
eine zugehorige Orthonormalbasis. Durch einen Basiswechsel auf die Einheitsbasis
kann man auf das Standardskalarprodukt reduzieren.

Definition 5.3.23. Es sei K = R bzw. K = C. Eine Matrix M € K"*" heifit
orthogonal bzw. unitir, wenn Abb(M) : K™ — K™ eine Isometrie ist.

Man sieht unmittelbar, dass die Komposition von Isometrien wieder eine Iso-
metrie ist. Weiter sind lineare Isometrien auf endlich-dimensionalen Innenprodukt-
rdumen bijektiv, wobei die Umkehrabbildung wieder eine Isometrie ist. Hieraus
ergibt sich das folgende Ergebnis.

Korollar 5.3.24. Sind M, N € K™*" beide orthogonal beziehungsweise unitir, so
sind es auch M - N und M~".

Mit dem Korollar sind die folgenden Begriffe gerechtfertig.

Definition 5.3.25. Fiir K = R beziechungsweise K = C schreiben wir O(n) bezie-
hungsweise U(n) fiir die Gruppe der orthogonalen beziechungsweise unitéiren Matri-
zen in K™*™ mit der Matrixmultiplikation als Verkniipfung.

In Anbetracht des folgenden Ergebnisses ist es etwas verwirrend aber iiblich,
von orthogonalen statt orthonormalen Matrizen zu sprechen. In vielen Texten wer-
den (b) oder (c¢) zur Definition von orthogonalen und unitiren Matrizen verwendet,
wobei dann die Verbindung mit Isometrien zur Proposition wird.

Proposition 5.3.26. Fir M € K™*"™ mit K =R bzw. K = C sind dquivalent:
(i) Die Matriz M ist orthogonal bzw. unitdr.
(i) Die Spalten M -eq,..., M - e, von M bilden eine Orthonormalbasis.
(iii) Man hat M7 - M =1 bzw. M' - M =1 (mit M = (1) fir M = (ui;))-

Beweis. Die Implikation von (i) nach (ii) gilt geméfl Korollar m daeq,...,e,
eine Orthonormalbasis ist. Fiir die Riickrichtung schreiben wir v = Y7 | \;-e; und
rechnen

||M.v||2_<z/\ M - eZ,Z)\ M - ej>

1

j=
n n
=D N> N (M e M -e) ZA i = ol
i=1 j=1
Gemé Lemma [5.3.22)ist also ¢ eine Isometrie, wie fiir (i) bendotigt.
Die Matrix M " - M hat an der Kreuzung der i-ten Zeile mit der j-ten Spalte

den Eintrag (M - e;, M - e;). Daher ist (ii) dquivalent zu M T - M = 1. Indem man
beide Seiten transponiert, erhélt man die Aquivalenz mit (iii). ([l

Das vorige Ergebnis zeigt die Bedeutung des folgenden Begriffs.

Definition 5.3.27. Es sei M € C"*". Man schreibt auch M* fiir 3 ' und nennt
diese Matrix die adjungierte (oder hermitesch transponierte oder konjugiert trans-
ponierte) Matrix von M.
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Bedingung (iii) aus Proposition [5.3.26| liisst sich auch als M~! = M* oder als
M - M* = 1 schreiben. Wegen (M*)* = M erhélt man

MeUn) <& M*eU(n).

Gleiches gilt mit O(n) anstelle von U(n), wobei dann M* gleich M " ist. Weiter
folgt nun, dass M genau dann orthogonal bzw. unitéir ist, wenn die Zeilen von M
eine Orthonormalbasis bilden.

Im Folgenden sind wir mit dem Standard-Skalarprodukt befasst. Man kann
adjunigerte Abbildungen auch allgemeiner definieren, wobei diese im unendlich-
dimensionalen Fall nicht immer existieren. In der Kategorientheorie hat man einen
abstrakten Begriff von Adjunktion, der durch dieselbe Struktureigenschaft charak-
terisiert ist.

Lemma 5.3.28. Fiir alle M € C™*™ und v,w € C" gilt
(M -v,w) = (v, M* - w).

Beweis. Man hat einerseits (M -v,w) = (M -v)"-w =v"-M T - und andererseits
auch (v, M* -w) =v" - M* - w=v"-M" -w. 0

Der folgende Begriff wird durch Beispiel erhellt.
Definition 5.3.29. Fiir w € R™ mit ||w|| =1 heifit
ow :R" =5 R" mit o,(w)=v—-2:(v,w) w
die Spiegelung an der zu w orthogonalen Hyperebene.

Man kann direkt nachrechnen, dass Spiegelungen linear sind. Tats#chlich erfiillen
sie die folgende stirkere Bedingung.

Lemma 5.3.30. Jede Spiegelung o, ist eine Isometrie.

Beweis. In Erweiterung des Satzes von Pythagoras schlieflen wir aus u | 4 zunéchst
auf v L —4 und dann auf

lu+all* = flu— (=@)|* = [lull* + |-al® = [lul* + >

Im vorliegenden Fall erhélt man

low(@)I* = ll(v = (v,w) - w) = (v,w) - w||?
= llv = (v, w) - w]]* + (v, w) - wl* = [|(v = (v, w) - w) + (v, w) - w||* = [[v]|
wegen v — (v,w) - w L w. O

Wir zeigen nun, dass O(n) durch Spiegelungen erzeugt ist.

Proposition 5.3.31. Jede Isometrie ¢ : R™ — R™ ist eine Komposition von
héchstens n Spiegelungen (mit n =0 fir die Identitdt).

Beweis. Ist ¢ nicht die Identitéit, so gehen wir modulo Symmetrie von ¢(e;) # e;
aus. Wegen [|¢(e1)] = |ler|| = 1 gilt

(ple1), pler) —e1) =1 —(p(e1),e1) = (e1 — p(e1), e1) = (—e1, p(e1) — e1)

und also 2 (p(e1), p(e1) —e1) = [lp(er) —er|]*. Fir w = (p(e1) —e1)/[lp(er) — el
erhalt man

owop(er) = pler) —2- (p(e1),w) - w
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(p(e1), ple1) —ex)
[(er) — ea?
Fiir 0, 0 ¢ = Abb(M) mit M = (\;;) hat man also A1 =1 und A\;; =0 fir ¢ > 1.
Wie im Abschnitt nach Definition bemerkt, gilt dann auch A;; = 0 fiir ¢ > 1,
sodass der Untervektorraum U = Span(es,...,e,) unter o,, o ¢ abgeschlossen ist.
Induktiv ist die Einschrankung von o, o ¢ auf U eine Komposition von héchstens
n — 1 Spiegelungen. Wir interpretieren diese als Spiegelungen des R™, welche e;
unberiihrt lassen. Wegen o2 = id ist ¢ Summe von hochstens n Spiegelungen. [

=p(e1) —2- (p(er) —e1) = ey.

Das folgende Ergebnis wird uns helfen, die Struktur von Isometrien noch besser
zu verstehen.

Lemma 5.3.32. Gilt M € O(n) oder M € U(n), so hat man |det(M)| = 1.
Bewets. Es ist
1 =det(1) = det(M* - M) = det(M) - det(M) = | det(M)|?,
wie gewiinscht. (Il
Gilt 0,y = Abb(M) mit w € R™, so nennen wir auch M € O(n) eine Spiegelung.
Lemma 5.3.33. Ist M € O(n) eine Spiegelung, so gilt det(M) = —1.

Beweis. Schreibe o,, = Abb(M) und betrachte eine Orthonormalbasis wy, ..., w,
mit w = w;. Ist T die Matrix mit Spalten w;, so ist T~' - M - T die Spiegelung
beziiglich e;, denn man hat

TV M-T ey =T ou(w)=T"" (—w) = —¢;
sowie T~1- M -T-e; = e; fiir i > 1. Es folgt det(M) =det(T~'-M-T)=-1. O

Die Komposition von zwei Spiegelungen ist eine Drehung. Wir verdeutlichen dies
im Folgenden mit Hilfe der trigonometrischen FunktionenFEI

Beispiel 5.3.34. Wir betrachten die Spiegelungen an v = e; und einem beliebigen
weiteren Vektor w im R?. Angesichts der Identitét sin(z)? + cos(x)? = 1 finden wir
genau ein § € [0,2 - 7) mit w = (cos(#),sin(f))". Es ergibt sich

) = o1~ 2- = (L ORY (-0

o oau(e) = s =2 o) o (2 O oA _ (a2 )

Damit ist o, 00, eine Drehung um den Winkel 2-6. Liegen v und w im R? statt R2,
so ist oy, 0 0, eine Drehung des Unterraums Span(v,w) = R?, die dazu orthogonale
Vektoren unveréndert ldsst.

In beliebiger Dimension fithren wir den folgenden Begriff ein.

Definition 5.3.35. Die spezielle orthogonale beziehungsweise unitédre Gruppe ist
gegeben durch

SO(n) ={M € O(n) :det(M) =1} und SU(n)={M € U(n): det(M) =1}.

Man bezeichnet die Elemente von SO(n) auch als Drehungen.

103p4 hier Resultate aus der Analysis eingehen, stellt der Autor in seinen Priifungen zur Analysis
keine Fragen zu dem folgenden Beispiel.



126 ANTON FREUND

Speziell fiir n = 3 folgt aus Proposition [5.3.31] dass jedes Element von SO(3) die
Verkniipfung von null oder zwei Spiegelungen und also eine der in Beispiel [5.3.34
betrachteten Drehungen ist.

Bemerkung 5.3.36. Der Satz vom Fuflball besagt, dass sich beim Anstofl der
ersten und zweiten Halbzeit zwei Punkte der Fulballoberfliche an derselben Stel-
le befinden. Man kann hier argumentieren, dass sich jede Bewegung des Balls als
diskrete Folge von Drehungen modellieren ldsst. Der Satz folgt dann, weil SO(3)
unter Multiplikation abgeschlossen ist (und weil eine Drehnug die Punkte auf der
Drehachse fixiert). Alternativ mag man argumentieren, dass die Lage des Fufiballs
zum Zeitpunkt ¢ durch eine Isometrie und also eine Matrix M; € O(3) zu beschrei-
ben ist, wobei My = 1 gilt. Aus Griinden der Stetigkeit wird man davon ausgehen,
dass stets det(M;) = +1 gilt, womit M, fiir jedes t eine Drehung beschreibt.

5.4. Normalformen in Innenproduktrdumen. Um Normalformen iiber R und
iiber C zu untersuchen, ist der Fundamentalsatz der Algebra unerldsslich. Wie be-
reits erwdhnt ist durch diesen garantiert, dass jede lineare Abbildung auf dem C™
einen Eigenwert besitzt. Es gilt auch die umgekehrte Implikation:

Lemma 5.4.1. Gilt Spec(M) # 0 fiir jede Matrizc M € K™*™ mit n > 0, so ist K
algebraisch abgeschlossen.

Beweis. Man hat

z —ao :x.($+al)+a0:$2+a1'$+ao.
1 x+a1
Durch Entwicklung nach der ersten Zeile erhilt man
x 0 ag
1 =z —-a :x~(x2+a2-x+a1)+a0:x3+a2~x2+a1-x+a0.
0 1 z+ao

Induktiv findet man fiir jedes Polynom p(z) = Y"1 ;(—=1)"-a;-2" € K[z] mit a,, =1
eine Matrix M € K™ mit p(x) = xam(z) und also p(A) = 0 fiir A € Spec(M).
O

Aquivalent zum Fundamentalsatz der Algebra kénnen wir also auch direkt die
Existenz von Eigenwerten nachweisen

Theorem 5.4.2. Es gilt Spec(M) # 0 fiir alle M € C™*™ mit n > 0.
Beweis. Wir behandeln zunéchst den Fall, dass n ungerade ist. Hier betrachten wir
V={NeC"™":N*=N}

als R-Vektorraum (vgl. Definition . Dieser hat die ungerade Dimension n?,
denn wir konnen auf der Diagonalen n reelle Eintrige und oberhalb der Diagonalen
> icn i komplexe Eintrége wihlen, wobei letztere 2 - = (n —1) - n reellen
Parametern entsprechen.

Mit Proposition [1.3.13| hat jede lineare Abbildung ¢ : V' — V einen Eigenvektor.
Wir betrachten die linearen Abbildungen ¢; : V' — V mit

M-N+N-M* M-N—-N-M*
Lpl(N):f und @2(N):#.

<n ¢

104per Beweis orientiert sich an Ausfithrungen von Harm Derksen, The Fundamental Theorem of
Algebra and Linear Algebra, The American Mathematical Monthly 110:7 (2003) 620-623.
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Unser Ziel ist es, einen gemeinsamen Eigenvektor N € V mit ¢1(N) = A - N sowie
w2(N) = p - N fiir geeignete A, € R zu finden. Man erhélt dann nédmlich

(Ati-p) - N=(pr+i-2)(N)=M-N,
sodass jede Spalte von N ein Eigenvektor von M ist.
Durch Rechnung priift man ¢; o o3 = @3 0 1, sodass unsere Abbildungen kom-
mutieren. Durch Induktion iiber ungerades d € N zeigen wir, dass zwei lineare

Abbildungen 1; : R* — R? stets einen gemeinsamen Eigenvektor haben. Sei dazu A
ein beliebiger Eigenwert von 1 (vgl. Proposition [4.3.13). Wir setzen

U = ker(¢; — A -id) und W =img(¢1 — A -id).

Wegen 1o (11(v) — A - v) = ¥1(2(v)) — A - 9h2(v) sind U und W unter v sowie
unter 1; abgeschlossen. Mit dem Rangsatz hat U oder W ungerade Dimension.
Weiter gilt U # {0} und also dim(W) < d. Wir koénnen induktiv schlieen, wenn
nicht U = R? gilt. Ist letzteres der Fall, so ist jeder Eigenvektor von ), ein gemein-
samer Eigenvektor.

Im allgemeinen Fall schreiben wir n = 2™ - k fiir ungerades k. Wir zeigen die
Behauptung per Induktion iiber m € N. Den Basisfall mit m = 0 haben wir bereits
behandelt. Wir nehmen nun m > 0 an und betrachten

V' ={NeC”":N" =N}
als C-Vektorraum. Da die Diagonaleintréige von N € C"*" gleich Null sind, gilt
dm(V)=n-(n—-1)/2=2""1k-(n—1),

wobei k - (n — 1) ungerade ist. Hat man zwei lineare Abbildungen ¢ : V' — V’,
so hat also nach Induktionsvoraussetzung jede einen Eigenwert. Ahnlich wie zuvor
folgert man, dass es sogar einen gemeinsamen Eigenvektor gibt. Genauer findet man
gemeinsame Eigenwerte von kommutierenden Homomorphismen ; : R¢ — R¢ mit
d = 27 - | per Induktion iiber j < m und Hilfsinduktion iiber ungerades .

Konkret betrachten wir die kommutierenden Homomorphismen ¢} : V! — V' mit

G(Ny=M-N—-N-M" und ¢y(N)=M -N-M".
Wir finden also N € V'\{0} sowie A, u € C mit ¢} (N) =X N und @5h(N) = p- N.
Es folgt N-MT =M -N—X-Nunddann - N =M - (M-N —\-N), also
(M?> = X-M—p-1)-v=0

fiir eine beliebige Spalte v von N, wobei wir v # 0 annehmen kénnen. Angesichts der
Losungsformel fiir quadratische Gleichungen betrachten wir eine komplexe Zahl n
mit 72 = A% + 4 - u (welche nach Lemma [4.3.27| existiert). Es folgt

At p A—u
M_2"P Y (=2 1) .v=0
e ) e

Also ist (A — p)/2 oder (A + pu)/2 ein Eigenvektor von M. O
Mit Lemma folgt der sogenannte Fundamentalsatz der Algebra:
Korollar 5.4.3. Der Korper C ist algebraisch abgeschlossen.

Jede Matrix iiber C lidsst sich also in Jordan-Normalform bringen (aufgrund
von Korollar [5.2.16) und insbesondere trigonalisieren. Mit dem Gram-Schmidt-
Verfahren folgern, dass sich die Transformationsmatrix unitir wihlen ldsst.
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Proposition 5.4.4 (Satz von SchuIFEI). Fiir jede Matrix M € C™ "™ gibt es eine
Matriz U € U(n), fir die U=Y- M - U in oberer Dreiecksform ist.

Der Beweis wird zeigen, dass man U € O(n) wéhlen kann, wenn M € R™*"
iiber R trigonalisierbar ist.

Beweis. Gemif Korollar (siehe auch Bemerkung|5.2.18)) lisst sich M trigona-
lisieren. Man hat also eine Basis b, . . ., b, mit der Eigenschaft, dass Span(b, ..., b;)
jeweils unter Abb(M) abgeschlossen ist. Mit dem Beweis von Proposition
konnen wir annehmen, dass diese Basis orthonormal ist. Es gilt nun also jeweils

M'bj:ZAij‘bi mit Aj; =0 fir ¢ > j.
i=1

Sei U € U(n) die Matrix mit Spalten U - e; = b; (vgl. Proposition [5.3.26]). Gemis
Bemerkung ist dann U1 - M - U = (\;). O

Als Variante des vorigen Beweises erhalten wir eine Zerlegung, die bereits in
Bemerkung [5.2.18] angesprochen wurde.

Proposition 5.4.5 (QR-Zerlegung). Fir jede invertierbare Matriz M € C**™ gibt
es eine Matriz Q € U(n) und eine obere Dreiecksmatriz R € C™*™ mit M = Q - R.

Der Beweis zeigt, dass dieselbe Aussage auch mit R und O(n) anstelle von C
beziehungsweise U(n) gilt.

Beweis. Mit dem Gram-Schmidt-Verfahren (also dem Beweis von Proposition|5.3.11])
erhalten wir eine Orthonormalbasis by, ..., b, mit

Span(M -eq,...,M -e;) = Span(b,...,b;)

fiir alle ¢ < n. Man erhélt also jeweils
n
M'ej:ZMij'bi mit p;; = 0 fiir i > j.
i=1

Es sei @ die Matrix mit Spalten b,...,b,. Da die Einheitsvektoren e; die Spalten
der Matrix 1 ausmachen, liefert Bemerkung die Gleichung Q~1-M -1 = (\;;).
Die Proposition gilt also mit R = (\;;). O

Zur konkreten Berechnung weisen wir darauf hin, dass im vorigen Beweis jeweils
wij = (M - e;,b;) gilt, wie sich aus Lemma ergibt. Als néchstes beschiftigen
wir uns mit Diagonalisierbarkeit iiber Innenproduktraumen, wobei sich der folgende
Begriff als zentral herausstellt (vgl. auch den Beweis von Theorem .

Definition 5.4.6. Eine Matrix M € K™*" mit K = R bzw. K = C heifit symme-
trisch bzw. selbstadjungiert, wenn M = M T bzw. M = M* gilt.

Manchmal werden selbstadjungierte Matrizen auch als hermitesch bezeichnet.

Proposition 5.4.7. Alle Eigenwerte einer selbstadjungierten Matrix sind reell.

Beweis. Wir betrachten M € C™"*" mit M = M* sowie M -v = A-v fiir v # 0. Mit
Lemma erhilt man

Al = (A v, 0) = (M- v,0) = (0, M* - v) = (0, M -v) = (v, -v) = X~ [|v]]*.
Es gilt also A = X und somit A € R. O

105Djeses Ergebnis ist benannt nach Issai Schur.
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In diesem speziellen Fall garantiert der Fundamentalsatz der Algebra auch iiber
den reellen Zahlen die Existenz von Nullstellen:

Korollar 5.4.8. Fiir jede symmetrische Matriz M € R™ ™ zerfdllt das charakte-
ristische Polynom xpr tber R in Linearfaktoren.

Beweis. Wir kénnen M auch als selbstadjungierte Matrix in C**™ auffasen und
erhalten mit dem Fundamentalsatz der Algebra eine Faktorisierung

XM(]J) = (/\1 — Z‘)a(l) et ()\k — .’L‘)a(k).
Hierbei gilt a priori A\; € C aber mit dem vorigen Ergebnis tatsdchlich \; e R. O
Das folgende Ergebnis wird eine orthonormale Diagonalisierung ermoglichen.

Proposition 5.4.9. Ist M symmetrisch oder selbstadjungiert, so sind Figenvekto-
ren zu verschiedenen Eigenwerten von M stets orthogonal.

Beweis. Es gelte M -v =X-vund M - w = p - w. Nach Proposition ist dabei
© € R und also 7 = p. Mit Lemma [5.3.28| folgt
A (v,w) = (A-v,w) = (M -v,w) = (v, M* - w)
=(u,M- -w)={(v,p-w) =7 (v,w) =p-{v,w)
Gilt A # p, so folgt daraus (v, w) = 0. O
Die folgende Aquivalenz bleibt giiltig, wenn man in Aussage (ii) Diagonalmatrizen

D € C™*™ zuldsst (mit C statt R) und dafiir in (i) nur fordert, dass M normal ist,
also M - M* = M* - M erfiillt. Auch dieses Ergebnis ist als Spektralsatz bekannt.

Theorem 5.4.10 (Spektralsatz). Fir M € C™*™ sind dquivalent:

(i) Die Matriz M ist selbstadjungiert.

(ii) Es gibt U € U(n) und eine Diagonalmatriz D € R™ ™ mit M =U-D-U~".
Beweis. Wir nehmen zunéchst (i) an und folgern (ii). Betrachte A € Spec(M) C R
und schreibe N = M — X\- 1. Aus M* = M folgt N* = M* —X-1 = N und damit

IN-v||>=(N-v,N-v)= (v, N*-N-v) = (v, N?-0).
Gilt also N2-v = 0, so folgt bereits N-v = 0. Damit ist der Hauptraum E7},(\) gleich

dem Eigenraum FEj;(A) (vgl. den Beweis von Lemma/|5.2.6)). Geméf Theorem [5.2.15
(und mit dem Fundamentalsatz der Algebra) erhilt man

C" =@ {Em(N) : A € Spec(M)}.
Mit dem Gram-Schmidt-Verfahren wihlen wir jeweils eine Orthonormalbasis By
von Ejp(A). Mit der vorigen Proposition ist dann B = (J{B) : A € Spec(M)} eine
Orthonormalbasis des C™. Ist U die Matrix mit den Vektoren aus B als Spalten, so
ist also U~ - M - U die gewiinschte Diagonalmatrix.
Gilt umgekehrt M =U -D-U~'=U-D-U* wie in (ii), dann erhilt man
M*={U"*-D*-U*=U-D-U"=M,
sodass (i) erfiillt ist. O

Fiir konkrete Berechnungen ist die folgende Beobachtung niitzlich.
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Bemerkung 5.4.11. Wir betrachten das vorige Theorem mit Eigenwerten A; und

Basisvektoren b;, wobei also jeweils D-e; = \; -e; und b; = U - ¢; gilt. Es ergibt sich
U-D-Ul by=U-D-e;=U-Ni-e;=X\-U-e;=X\ b,

Nach Lemma [5.3.10| hat man stets v = Y ;" (v, b;) - b; und damit

n

M.v:Z@,bg.U.D.U*l-bi:ikwv,bﬁb@

i=1 1=1
Diese Darstellung ist als Spektralzerlegung von M bekannt.

Im reellen Fall haben wir das folgende Ergebnis.

Korollar 5.4.12. Fiir jede symmetrische Matriz M gibt es O € O(n) und eine
Diagonalmatriz D € R™"™ mit M =0 -D -O~1,

Beweis. Man argumentiert wie im vorigen Beweis, wobei Korollar [5.4.8] die Rolle
des Fundamentalsatzes der Algebra iibernimmt. O

Symmetrische Matrizen treten unter anderem in der Analysis auf, wo man mit
ihnen Maxima und Minima von Funktionen in mehreren Variablen bestimmen kann.

Beispiel 5.4.13. Wir betrachten die Funktion f:R? — R mit
flay)=a'+y'—4-2-y.

Die partiellen Ableitungen (bei denen wir nach einer Variablen ableiten und die
andere als Konstante behandeln) sind gegeben durch

9] 0
8—£(x,y)24~w3—4-y und a—;(x7y):4-y3—4-x.
Als zweite partielle Ableitungen erhilt man
>*f »  O*f *f *f 2
_ 4 =12 = —4 = —_— =12- .
82$(x’y) T, 8x8y<x’y) 8y3x(x’y)7 82y($7y) Y
Die sogenannte Hesse-Matrix ist damit gegeben durch

12 - 22 —4

Da die partiellen Ableitungen unter geeigneten Bedingungen vertauschbar sind, ist
die Hesse-Matrix auch allgemein symmetrisch.

Im Zusammenhang mit der eben erwidhnten Anwendung in der Analysis sind die
folgenden Begriffe von Bedeutung.

Definition 5.4.14. Eine symmetrische bzw. selbstadjungierte Matrix M € K™*"
heifit positiv definit, wenn (v, M - v) > 0 fiir alle v € K™\{0} gilt.

Wegen M = M* ist (v, M -v) = (M - v,v). In der Definition wird (v, M -v) € R
vorausgesetzt, was sich durch den folgenden Beweis erklért.

Lemma 5.4.15. Ist M symmetrisch bzw. selbstadjungiert, so ist M genau dann
positiv definit, wenn alle Eigenwerte von M positiv sind.
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Beweis. Gilt M -v = X-v mit v # 0 (geméB Proposition [5.4.7/ mit A € R), so hat
man (v, M -v) = X ||v]|?. Ist M positiv definit, so muss also A > 0 gelten. Wir
nehmen nun umgekehrt an, dass alle Eigenwerte positiv sind. Selbiges gilt dann
fiir die Diagonaleintrége der Matrix D = U~! - M - U aus dem Sprektralsatz. Fiir
beliebiges v # 0 setzen wir w =U* v #0 (alsov =U-U*-v =U - w). Es folgt

(v,M-v)=(U-w,U-D-w)={(w,D-w) >0,
wobei wir Korollar [5.3.21] verwendet haben. O
Wir kénnen nun das folgende Ergebnis ableiten.

Proposition 5.4.16 (Kriterium von Sylvester@). Ist M € K™*™ symmetrisch
bzw. selbstadjungiert, so ist M genau dann positiv definit, wenn det(Ay) > 0 fir alle
k={1,...,n} gilt. Hierbei geht A aus A durch Streichen der letzten k — 1 Zeilen
und Spalten hervor (wobei man det(Ay) auch als k-ten Hauptminor bezeichnet).

Beweis. Wir argumentieren per Induktion iiber n > 0. Im Basisfall von n = 1
schreiben wir M = (A\) mit A € R. Fiir v = (2) ist dann (v, M - v) = X - |z|%. Dies
ist genau dann fiir alle v # 0 positiv, wenn det(A4;) = det(A) = A > 0 gilt.

Im Induktionsschritt nehmen wir zunéchst an, dass M € K™*™ mit n > 1 positiv
definit ist. Die Matrix M,,_; ist ebenfalls selbstadjungiert und positiv definit: Man
hat niamlich (v, M,,_1-v) = (w, M -w), wenn w € K™ den Vektor v € K"~* um den
letzten Eintrag Null verldngert. Induktiv ist also det(Mj) > 0 fiir alle k < n — 1.
Weiter ist det(M,,) = det(M) positiv: Sonst hiitte die diagonalisierbare Matrix M
(vgl. den Spektralsatz) einen Eigenwert A < 0. Fiir einen zugehorigen Eigenvektor v
wiirde dann aber (v, M - v) = X - ||v]|? < 0 gelten.

Fiir die Riickrichtung im Induktionsschritt nehmen wir an, dass det(M},) > 0 fiir
alle k < n gilt. Induktiv folgt daraus, dass M,,_; positiv definit ist. Der Spektralsatz

liefert eine Orthonormalbasis vy, ..., v, aus Eigenvektoren von M, wobei jeweils
M -v; = N\ - v; gelte. Wegen 0 < det(M) = A -...- A, kann es nicht genau ein
i€ {l,...,n} mit \; < 0 geben. Fiir einen Widerspruch nehmen wir nun an, es

gibt 4 # j mit A\;, A\; < 0. Sind z; und z; die letzten Eintréige von v; und vj, so ist
der letzte Eintrag von w = z; - v; — 2; - v; gleich Null. Da M,,_; positiv definit ist,
muss dann (w, A - w) > 0 gelten. Andererseits erhélt man

<’LU,A'IU>:<Zj"Ui—Zi“Uj,Zj')\i'Ui—Zi')\j"Uj>=IZj|2-)\i+|Zi‘2'>\jSO,

was einen Widerspruch ergibt. Somit sind alle Eigenwerte von M positiv. Wir schlie-
Ben mit dem vorigen Lemma. ([

Beispiel 5.4.17. In der Analysis lernt man, Extrema der Funktion f : R? — R
aus dem vorigen Beispiel wie folgt zu bestimmen. Zunéchst sieht man, dass die
Gleichungen

of of

L dey=0=4-4°—4.-3p =L

ox . Y Y T o
fiir (z,y) die Losungen (—1,—1) und (0,0) und (1, 1) zulassen. Die Hessematrix

12 —4
Hf(il,jzl):<_4 12)

106Djeses ist benannt nach James Joseph Sylvester. Den hier gegebenen Beweis kenne ich aus
einem Artikel von Giorgio Giorgi, Various Proofs of the Sylvester Criterion for Quadratic Forms,
Journal of Mathematics Research 9:6 (2017) 55-66.
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ist nach dem Kriterium von Sylvester positiv definit. Die Punkte (—1, —1) und (1,1)
sind damit lokale Minima der Funktion f.

Zum Abschluss dieses Kapitels zeigen wir, wie die Jordan-Normalform iiber dem
algebraisch abgeschlossenen Koérper C auch eine Normalform fiir Matrizen iiber R
induziert. Wir beschrianken uns dabei auf einen konkreten Fall.

Beispiel 5.4.18. Wir betrachten die Matrix
2 1 1 -3

0 5 3 0
M= 0 -6 -1 0
3 1 0 2
Mit den Methoden aus Abschnitt [5.2] berechnet man die Jordan-Normalform

2 — 31 1 0 0

J— 0 2— 31 0 0

o 0 0 2+ 31 1

0 0 0 2430

Es ist es kein Zufall, dass die Eigenwerte hier in konjugierten Paaren auftreten: Da
die Koeffizienten von x s reell sind, folgt aus xas(z) = 0 auch xu(Z) = xm(2) = 0.
Die Eigenvektoren ergeben sich als

-3 -2 —1
0
0
2—-3

M- vy = =(2-3i)-v; mit v =

= O O

sowie als

M-t7=M-v1=2-30) -v1 = (24 3i) - 77.
Mit Blick auf die Jordan-Ketten rechnet man
0
1
—-1—9
0

(M7(273i)~]1)~v2:v1 fir vy =

Es ergibt sich damit auch

(M—(2+3i)-1)-va=(M—(2-3i)-1) - vo =71.

Indem wir v und vs in Real- und Imaginérteil aufspalten, erhalten wir die Vektoren

0 -1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0

Wegen wy = (v1 +771)/2 ergibt sich

_ M-v+M-v, (2—3i)-v1+(2—30) - vy

2 o 2

M - un =2-wy; +3-wo,

N OO
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was dem Realteil von M - vy entspricht. Mit wy = (v; — 77)/2 und analogen Be-
schreibungen von ws und wy erhalten wir

M-wyg = =3 w1 +2-wy, M-w3=w1+2-w3+3-wy, M- wy=wo—3 w3z+2 wy.

Ist S die invertierbare Matrix mit Spalten wq, ..., w4, so hat man also
2 -3 1 0
_ 3 2 0 1
1 —
S M-S = 0 0 2 =3
0 0 3 2

In dieser ‘reellen Jordan-Normalform’ wurden die Eigenwerte 24+3¢ und die Eintrége
Eins oberhalb der Diagonalen ersetzt durch die 2 x 2-Matrizen

2 -3 . . 1 0
<3 2) beziehungsweise (0 1).
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