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Visualisierung von Symmetrieebenen mit
immersiver virtueller Realitit: eine
innovative Erfahrung fiir den Geometrieunterricht

ANTONIO RUANO-CANO - SILVIA-NATIVIDAD MORAL-SANCHEZ - HANS-STEFAN SILLER

(Technische) Weiterentwicklung der jiingeren Vergangenheit, z.B. Virtual-Reality-Tools, machen es notwendig, didaktische
Konzepte fiir die Arbeit am raumlichen Verstandnis im Klassenzimmer anzupassen, insbesondere fiir die Untersuchung
geometrischer Korper. Der Medieneinsatz im Mathematikunterricht wird auf diese Weise beim Erlernen der Geometrie
erfahrungsgemaB als motivierend empfunden. In diesem Beitrag stellen wir Aktivitaten vor, bei denen die Identifizierung
und Positionierung von Symmetrieebenen regelmaBiger Polyeder mit 14-15-jahrigen Schiiler/inne/n erarbeitet werden. Die
Ergebnisse zeigen, dass von Lernenden gemachte Fehler praktisch verschwinden, wenn sie diese Art von Werkzeugen ver-
wenden, die raumliche Visualisierung unterstiitzen.
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1 Einfithrung

Der Mathematikunterricht steht derzeit
vor groBen Herausforderungen; insbeson-
dere ist es notwendig, dass Lernende
geeignetes Wissen erwerben, um kiinftige
Bildungsabschnitte erfolgreich zu bewalti-
gen (FLORES et al., 2015).

Eine dieser Anforderungen besteht darin,
raumgeometrische Transformationen zu
erkennen und zu verstehen, wie z.B. die
Symmetrie. Studien, z.B. jene von PEREZ
und GUILLEN (2007), zeigen, dass es not-
wendig ist, dem raumlichen Verstandnis
im Rahmen des Mathematiklehrplans
einen hohen Stellenwert einzuraumen,
insbesondere in Bezug auf die Raumgeo-
metrie.

Die zunehmende Nutzung neuer Technolo-
gien (NUREz et al., 2022) beeinflusst die
mogliche Gestaltung von Lernerfahrungen,
so dass die Vorteile, die sie im Hinblick auf
die raumliche Visualisierung bei der
Bestimmung bestimmter Eigenschaften
geometrischer Korper bieten, genutzt
werden sollten.

Eine dieser neuen Technologien, die im
Mathematikunterricht eingesetzt werden,
ist die immersive virtuelle Realitdt. Damit
sind Technologien gemeint, die der Per-
son, die sie benutzt, eine realistische,
manipulierbare Umgebung bieten, in der
reale oder fiktive Situationen dargestellt
werden (YUNKUL, 2022). Zu Beginn ihrer
Entwicklung war es schwierig, diese Art
von Technologie in den Unterricht einzu-
beziehen, entweder wegen ihres hohen
Preises oder wegen der Komplexitat ihrer
Anwendung.

Heutzutage ermaglichen die (Weiter-)Ent-
wicklung und der Einsatz sowohl von Hard-
ware als auch von Software mit spezifi-
schendynamischen Geometrieprogrammen
den Einsatz in Schulen (PErrI et al., 2022).
Eine solche Geometrie-Software ist
Neotrie VR (CANGAS et al., 2019). In der
von diesem Programm bereitgestellten
Schnittstelle finden sich mehrere Werk-
zeuge, um Eigenschaften geometrischer
Korper anwenden und ableiten zu konnen.

Erfahrungen wie die von RUANO-CANO und MORAL-SANCHEZ (2024)
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Abb. 1. NeotrieVR Software
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Abb. 3. Erstellen einer Symmetrieebene

2 'Theoretischer Rahmen

oder MORAL-SANCHEZ et al. (2023) zeigen verschiedene Anwen-

dungen in der Sekundarstufe, der Primarstufe und in der Fort-

und Weiterbildung.

-290-

2.1 Neue Werkzeuge fur die Arbeit mit Geometrie
Studien zeigen (z.B. MORALES et al., 2022; CANGAS et al., 2019;
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nur zuganglich(er) sondern auch reichhal-
tiger wird. Diese immersive virtuelle Welt
eroffnet die Moglichkeit, mit Werkzeugen
an Aktivitaten zu arbeiten, die in der Rea-
litat aufgrund der logistischen Zwange,
die sie mit sich bringen konnen, sonst nur
schwer durchfiihrbar waren (RODRIGUEZ et
al., 2021). Ebenso ermdoglicht die Techno-
logie in der immersiven Umgebung ein
MaB an Aufmerksamkeit und Konzentra-
tion, das mit anderen manipulativen oder
digitalen Werkzeugen vermutlich nicht
erreicht werden kann (MORAL-SANCHEZ et
al., 2023). Die immersive virtuelle Reali-
tat, im Kontext der Geometrie, ermog-
licht auch die Entwicklung von Kreativitat
und mathematischem Wissen angesichts
der Moglichkeiten, die sie in kirzester
Zeit bietet (OVALLE & FONSECA, 2020).

Ein weiterer Schritt bei der Nutzung
dieser Art von immersiver Virtual-Reali-
ty-Technologie ist die Kombination mit
gemischter Realitat innerhalb derselben
Siftware-Arbeitsumgebung.  Auf  diese
Weise konnen Objekte in der Welt um uns
herum modelliert werden, um sie in die
Umgebung zu integrieren und mit ihnen zu
interagieren (TRENCHEV et al., 2019). In der
Mathematikausbildung sind sowohl immer-
sive virtuelle Realitat als auch gemischte
Realitat (noch) nicht weit verbreitet,
obwohl es einige Beispiele wie das Lab@
Future-Projekt gibt (z.B. BAUDIN et al.,
2004).

2.2 Geometrische Kérper und
Symmetrieebenen

Eines der Merkmale, mit denen im Unter-
richt nur schwer manipulativ gearbeitet
werden kann, ist die Lage der Symmetrie-
ebenen innerhalb der platonischen Korper.
Nach SAFAPOUR und SHAFIEE (2012) ist ein
platonischer Korper bzw. der regelmaBige
Polyeder ein konvexes Polyeder, dessen
Flachen kongruente regelmaRige Polygone
sind und bei dem an jedem Scheitelpunkt
die gleiche Anzahl von Flachen zusammen-
treffen. Es gibt also nur funf davon:
Tetraeder (mit 4 Flachen, die gleichseitige
Dreiecke sind), Wiirfel oder Hexaeder (mit
6 Flachen, die Quadrate sind), Oktaeder
(mit 8 Flachen, die gleichseitige Dreiecke
sind), Dodekaeder (mit 12 Flachen, die
MORAL-SANCHEZ & SILLER, 2022; MORAL-SANCHEZ et al., 2022), dass  regelmaBige Fiinfecke sind) und lkosaeder (mit 20 Flachen, die
der Erwerb und das Erlernen mathematischer raumlicher Kom-  gleichseitige Dreiecke sind). Nach SAWADA und FARSHCHI (2022)
petenzen und Fertigkeiten durch die Verwendung immersiver  hat eine dreidimensionale Figur eine Symmetrieebene oder ist
virtueller Realitat aus visueller und prozeduraler Sicht nicht  spiegelsymmetrisch, wenn sie durch eine Ebene in zwei iden-

Abb. 6. Symmetrieebenen des Tetraeders (ll)
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tische Halften geteilt werden kann, das
heiBt, wenn sie in zwei symmetrische
Objekte geteilt wird.

Wenn Lernende die Symmetrieebenen in
platonischen Korpern finden, treten oft
Fehler und Schwierigkeiten auf (MORAL-SAN-
CHEZ et al., 2023). Fehler sind Teil jedes
Lernprozesses und sollen als Lerngelegen-
heit genutzt werden. Die Arbeit mit Sym-
metrieebenen bei geometrischen Korpern
kann mit Fehlern bei der Beschreibung
visueller Darstellungen und einem man-
gelnden Verstandnis grundlegender geo-
metrischer Konzepte zusammenhangen,
wie z.B. orthogonaler Ansichten (GUILLEN,
2000; RAMIREZ UCLES, 2012; RAMIREZ JOFRE et
al., 2023), sowie mit Problemen bei der
Visualisierung und mentalen Darstellung
(RAMIREZ JOFRE et al., 2023).

Daher wird ein Hilfsmittel bendtigt, um
das Erlernen dieser Art von Aktivitaten zu
erleichtern und die Fehler und Schwierig-
keiten zu beheben, die beim Umgang mit
manipulativen Materialien auftreten. Ein
solches Hilfsmittel konnte eine immersive
Virtual-Reality- oder eine Mixed-Reali-
ty-Software sein.

3 Praktische Umsetzung

27 Lernende im Alter von 14 bzw. 15 Jah-
ren einer Sekundarschule in der Provinz
Malaga (Spanien) haben an dieser prak-
tischen Umsetzung teilgenommen. Nur 8
dieser 27 Lernenden haben bereits einmal
eine  Virtual-Reality-Brille benutzt
(29,63 %). Fur die restlichen 19 Lernenden
(70,37 %) war es das erste Mal, dass sie
eine immersive Virtual-Reality-Brille ver-
wenden durften. Die Lern-Aktivitaten
wurden mit drei Gruppen von je 4 Perso-
nen und drei Gruppen von je 5 Personen
absolviert. Es kamen insgesamt drei Virtu-
al-Reality-Brillen, Modell Oculus Quest 2,
zum Einsatz. Jede Brille war mit einem
Tablet verbunden, auf dem die Lernenden,
die die Brille gerade nicht nutzen, sehen
konnten, was der Brillentrager sieht. Die
Erfahrung(en), die die/der Brillentrager/in
machte, waren also auch fiir den Rest der
Gruppe sichtbar. Die verwendete Soft-
ware ist NeotrieVR.

Visualisierung von Symmetrieebenen

Abb. 7. Horizontale Symmetrieebenen des Wiirfels

Abb. 8. Diagonale Symmetrieebenen des Wiirfels

.

Abb. 9. Vertikale Symmetrieebenen des Wiirfels

der Raumgeometrie einzutauchen, da verschiedene dreidimen-
sionale Objekte in einer ansprechenden und immersiven Umge-

Abbildung 1 zeigt die Schnittstelle dieser Software. Dieses  bung mit mehreren Werkzeugen, mit denen man interagieren kann,
Virtual-Reality-Programm ist eine Umgebung, um in das Studium  erstellt oder manipuliert werden konnen (CANGAS et al., 2019).
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Abb. 11. Symmetrieebenen des Oktaeders (ll)

4 Erfahrung mit VR-Geometrie

Die Lernenden erhielten, bevor sie selbststandig arbeiten durf-
ten, eine Schulung zur grundlegenden Nutzung der Neotrie-
VR-Software. Unter anderem ist es wichtig, die Funktionalitat
der einzelnen Bedienelemente der Brille zu kennen, um das
Erlebnis durchfiihren zu konnen:

« Die Bewegung in der virtuellen Umgebung erfolgt iiber
den Joystick in der Richtung, in die die Hand zeigt, d.h.
wenn die Hand nach oben zeigt und der Joystick nach
vorne gedriickt wird, erfolgt die Bewegung nach oben.
Wird der Joystick in der gleichen Position nach hinten
gedrickt, erfolgt die Bewegung entsprechend nach unten.

Der untere Ausloser bewirkt, dass ein Attraktorstrahl
erzeugt wird, der bei Betatigung des oberen Auslosers das
anvisierte Geoemtrieobjekt oder den Korper anzieht.

« Indem man den oberen Ausloser driickt, erzeugt man mit

der Erstellungsfunktion Punkte, indem sie den oberen
Ausloser driickt, und verbindet Punkte durch Segmente,
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indem sie den Ausloser zweimal drickt,
so dass der Zeiger einmal auf einen
Endpunkt und einmal auf den anderen
Endpunkt zeigt.

Eine weitere Funktion ist die Greif-
funktion, mit der man Elemente in der
Umgebung greifen kann, indem man
den oberen Ausloser driickt, solange
man nahe genug an der Figur ist. Wenn
es jedoch eine Figur gibt, die auf diese
Weise nicht gegriffen werden kann,
wird sie mit dem unteren Ausloser
gegriffen und die Funktion des oberen
Auslosers in Kombination mit dem
Greifen ausgefiihrt.

o Durch Dricken der obersten Taste auf
der Fernbedienung (die B- oder Y-Taste,
je nachdem, ob es sich um die rechte
oder linke Taste handelt) wird ein
Menii geoffnet, das unter anderem ein
Symbol fiir eine Virtual-Reality- Brille
enthalt. Dieses Symbol ist das Mixed-
Reality-Symbol, mit dem man von der
anfanglichen Umgebung, in der sich die
Schiiler/innen in der virtuellen Realitat
befinden, dazu tbergehen konnen, die
realen Objekte in der Umgebung um sie
herum zu sehen, allerdings mit den von
NeotrieVR bereitgestellten Kreationen
und Werkzeugen. Um diesen Modus
zu aktivieren, bringt man einfach die
Hand in die Nahe des Symbols, oder
man richtet den Attraktorstrahl (der
Strahl, der durch Driicken des unteren

Auslosers erscheint) auf das Symbol und driickt den oberen

Ausloser. Um diesen Modus zu deaktivieren, ist es ratsam,

ihn auf die gleiche Weise erneut zu driicken. Um das Menii zu

schlieBen, drickt man in beiden Fallen dieselbe Taste, mit der

man es geoffnet hat (Taste B oder Y).

Der Zeitplan hat 8 Sitzungen vorgesehen, sodass jede Gruppe 4
Sitzungen absolvieren konnte. Die Gruppen, die die Brille nicht
benutzen, durften andere Aktivitaten im Zusammenhang mit
den Symmetrieebenen bearbeiten. Die Abfolge der Aktivitaten,
mit denen die Symmetrieebenen mit Hilfe der virtuellen Reali-
tat bearbeitet werden sollen, wird im Folgenden beschrieben.

4.1 Aktion 1: Erstellen von Symmetrieebenen

Ziel der ersten Aktivitat ist es, das Bewusstsein dafiir zu schar-
fen, was eine Symmetrieebene eines dreidimensionalen
Objekts ist, und gleichzeitig den Umgang mit der virtuellen
Realitdat zu Uben. Zu diesem Zweck wird den Lernenden im
Unterricht erklart, was eine Symmetrieebene ist, und sie
mussen in der virtuellen Umgebung anhand der nachfolgend
beschriebenen Auftrage Ebenen erstellen, die sie als Symme-
trieebenen verwenden konnen:
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o Zundchst sollen drei beliebige Punkte im Raum gewahlt
werden, wie in Abbildung 2 dargestellt, indem man seine
Hand auf die Erstellungsfunktion legt. Durch Driicken
des oberen Knopfes des Auslosers wird ein Punkt erzeugt.
Wenn man dies an drei verschiedenen Stellen im Raum
wiederholt, werden die drei fiir die Konstruktion der
Ebene bendtigten Punkte erzeugt. Die Handfunktion sollte
dann auf Greifen eingestellt werden, da sie sehr niitzlich
ist, um die Position der zu erstellenden Punkte oder
Ebenen auf weniger umstandliche Weise zu verandern.

Dann soll der Controller in die Nahe der Nutzerin/des
Nutzers gebracht und der untere Ausloser gedriickt
werden, um das Werkzeug zur Oberflachenerstellung

zu greifen. Mit der anderen Hand soll der Ebenenmodus
gewahlt werden, der es ermoglicht, aus drei Punkten im
Raum Ebenen zu erstellen. Die anderen Modi erzeugen
aus drei Punkten einen Zylinder (Mittelpunkt des
Basiskreises, ein Punkt auf dem Basiskreis und die Hohe),
einen Kegel (Mittelpunkt des Basiskreises, ein Punkt auf
dem Basiskreis und die Hohe) oder, mit zwei Punkten,
eine Kugel (Mittelpunkt und ein Punkt auf der Kugel),
aber diese anderen Modi interessieren in diesem Fall
nicht.

« SchlieBlich soll der blaue Pfeil auf dem Werkzeug in
Richtung der drei Punkte bewegt werden, die in beliebiger
Reihenfolge erstellt wurden, und die gewlinschte Ebene
erscheint, wie in Abbildung 3 dargestellt.

4.2 Aktion 2: Identifizieren der Symmetrieebenen
der platonischen Kérper

Ziel dieser Aktivitat ist es, dass die Schiler/innen alle Symme-

trieebenen regelmafiger Polyeder mit Hilfe der Werkzeuge

einer immersiven Virtual-Reality-Software identifizieren und

solche auch erstellen.

Bevor sie beginnen, werden sie gefragt, wie viele Symmetrie-
ebenen ihrer Meinung nach jedes der regelmaBigen Polyeder
hat. Sie sollen dies dann in die immersive digitale Umgebung
Ubertragen, um die gewiinschten Plane auf folgende Weise zu
ermitteln:

« In der Umgebung werden den Schiler/inne/n die bereits
erstellten regelmafigen Polyeder zur Verfligung gestellt,
wie in Abbildung 4 zu sehen ist. Die Schiiler missen sie
innerhalb jedes Polyeders lokalisieren, indem sie das
Greifwerkzeug und die verschiedenen Ausldser verwen-
den, wobei sie so viele Symmetrieebenen wie notig fiir
jedes Polyeder verwenden und diese von denjenigen
tibernehmen, die sie zuvor in der vorherigen Aktivitat
erstellt haben. Auf diese Weise sollten sie alle Symme-
trieebenen finden, die jedem der fiinf regelmaBigen
Polyeder entsprechen. Sie sollten die Ergebnisse in Form
von Screenshots sammeln, d. h. die Polyeder mit all ihren
Symmetrieebenen in den verschiedenen Raumrichtungen,
die sie fiir angemessen halten, und auBerdem sollten
sie herausfinden, wie viele Symmetrieebenen jedes

-294-
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regelmabiige Polyeder hat, einige Beispiele sind in den
Abbildungen 5 und 6 beim Tetraeder, in den Abbildungen
7, 8 und 9 beim Wirfel bzw. in den Abbildungen 10 und 11
beim Oktaeder dargestellt.

Abb. 12. Rubiks Wiirfel in Form eines Hexaeders und eines
Dodekaeders

4.3 Aktion 3: Modellierung der Symmetrieebenen
mit gemischter Realitit

Letztere besteht darin, Objekte in der realen Umgebung zu

modellieren, um dann Symmetrieebenen in diesen Objekten zu

finden:

o Zundchst wird die bereits oben erwahnte Mixed-Reality-
Option angeklickt. Auf diese Weise konnen die Schiiler/
innen den realen Raum sehen, der sie in der Umgebung
umgibt, und auf diese Weise konnen sie mit den Objekten
um sie herum durch die Virtual-Reality-Brille interagieren.

« AnschlieBend erhalten sie zwei Rubik‘s Cubes: einen in
Form eines Wiirfels und einen in Form eines Dodekaeders,
wie in Abbildung 12 dargestellt. Wie in Aufgabe 2 mussen
die Schiler die Symmetrieebenen dieser beiden regel-
maRigen Polyeder identifizieren, indem sie die realen
Objekte mit den virtuellen Symmetrieebenen kombinieren.
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Tetrahedron Hexaeder Oktaeder Dodekaeder Ikosaeder
Gruppe | Ehemals Dann Ehemals Dann Ehemals Dann Ehemals Dann Ehemals Dann
1 2 6 2 4 4 8 6 15 10 15
2 4 6 6 9 8 9 12 15 20 15
3 6 6 8 9 16 9 6 15 20 15
4 3 6 4 9 4 9 6 15 19 15
5 4 6 6 9 8 9 12 15 6 15
6 6 9 9 8 9 24 15 12 15

Tab. 1. Ergebnisse des Vergleichs der Lage der Symmetrieebenen in jedem der rechteckigen Polyeder mit traditionellen manipulativen
Materialien und mit der immersiven virtuellen Realitatsumgebung Neotrie VR.

5 Ergebnisse und Schlussfolgerungen

Die Ergebnisse der Antworten der einzelnen Schilergruppen in
Bezug auf die Anzahl der Symmetrieebenen jedes der regel-
maBigen Polyeder sind unten dargestellt. Auf diese Weise ist es
moglich, zu vergleichen, wie viele Symmetrieebenen sie mit
traditionellen Hilfsmitteln beobachten und lokalisieren konn-
ten (vorher) und wie viele sie mit der immersiven virtuellen
Realitdt in Aktivitat 2 lokalisieren konnten (nachher).

Angesichts der Tatsache, dass der Tetraeder insgesamt 6 Sym-
metrieebenen, der Hexaeder und das Oktaeder 9 Symmetrie-
ebenen und das Dodekaeder sowie das lkosaeder insgesamt 15
Symmetrieebenen aufweisen, wie in Tabelle 1 dargestellt, gibt
es mehr Fehler und Schwierigkeiten bei der Verwendung von
herkommlichem manipulativem Material als bei der immer-
siven virtuellen Realitat.

So gelang es den meisten Gruppen bei visuell einfacheren Figu-
ren wie dem Tetraeder, dem Hexaeder und dem Oktaeder
kaum, die Halfte der Symmetrieebenen zu identifizieren, und
es gibt sogar Gruppen, die eine viel hohere Anzahl von Symme-
trieebenen identifizierten, als tatsachlich vorhanden sind, z.B.
beim Oktaeder, wahrend mit der immersiven Umgebung prak-
tisch alle Gruppen naher an die korrekte Identifizierung aller
Symmetrieebenen in diesen Figuren herankamen (MORAL-SANCHEZ
et al., 2023).

Andererseits ist bei visuell komplexeren Figuren wie dem Dode-
kaeder oder dem lkosaeder der Unterschied zwischen den bei-
den Vorgehensweisen noch deutlicher, so dass man sagen kann,
dass die immersive virtuelle Realitat und die mit ihr verbunde-
nen Werkzeuge dazu beitragen, das visuelle Identifizieren und
Positionieren der verschiedenen Symmetrieebenen regelmaBiger
Polyeder zu verbessern.
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