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Kurven

k

urven begegnen uns in allen Lebenslagen...

...aber nicht alle Kurven sind algebraisch!

Rechts: die ersten drei Generationen der Hilbert-Kurve (ein stetiges, den Raum fillendes
Bild eines Intervalls); mehr Gber raumfillende Kurven lernt man bei Michael Bader

(http://wwws5.in.tum.de/lehre/vorlesungen/algowiss/ss04/vorlesung/rfk.pdf)
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AlgebraischeKurven

‘ sind uns die liebsten! Sie lassen sich als Nullstellengebilde von Polynomen  beschreiben: \




AlgebraischeKurven

‘ sind uns die liebsten! Sie lassen sich als Nullstellengebilde von Polynomen  beschreiben: \

Parabel Hyperbeln

Ellipse: (X/a)? + (Y/b)? = 1 — Planeten bewegen sich auf elliptischen Bahnen (Kepler) .
Parabel: Y = aX? — Flanken im FuRball sind Parabeln (Kaltz).
Hyperbel: X2 — dY? =1 — Bogen in der Architektur (Gaudi).

\_AII diese Beispiele treten als Kegelschnitte auf! J
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Dieser Vortrag ist im Internet erhéltlich unter
http://www.mathematik.uni-wuerzburg.de/~steuding/
Beil Fragen melden Sie sich bitte per email an
steuding@ mathematik.uni-wuerzburg.de
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1. Beispiel
- -

Bereits mit den einfachsten algebraischen Kurven

— Gerade und Krels —

lassen sich interessante entdecken!
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Pythagoraische Tripel
-

fRechtwinklige Dreiecke mit ganzzahligen Seitenlangen sind
nutzlich bei der Konstruktion rechter Winkel : Z.B.

32 4+4% =52 524122 =13%
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Pythagoraische Tripel

fRechtwinklige Dreiecke mit ganzzahligen Seitenlangen sind
nutzlich bei der Konstruktion rechter Winkel : Z.B.

32 4+4% =52 524122 =13%
Euklid : Alle pythagoraischen Tripel (a, b, ¢) sind gegeben durch
a=k*—/0* b=2kl, c=k*+0> (k> (ganzzahlig).

ZB.k=2/¢=1qibtdas Tripela =3,b =4,¢c =5.
Insbesondere gibt es unendlich viele pythagoraische Tripel!
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Pythagoraische Tripel— Bewels

-

Pythag. Tripel (a,b, c) « rationale Losungen u,v von U? + V2 =1
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Pythagoraische Tripel— Bewels

-

Pythag. Tripel (a,b, c) « rationale Losungen u,v von U? + V2 =1

-

Die rationalen Losungen entstehen alle durch Schnitt des Kreises
U? +V? =1mitden Geraden V = ml/ + 1 mit Steigung m € Q.
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Pythagoraische Tripel— Bewels

- N

Pythag. Tripel (a,b, c) « rationale Losungen u,v von U? + V2 =1

Die rationalen Losungen entstehen alle durch Schnitt des Kreises

U? +V? =1mitden Geraden V' = m{U + 1 mit Steigung m ¢ Q*.
. . . ) 1—m2

Der Schnittpunkt hat die Koordinaten (u,v) = (.27, 1 =77)-

Mit m = % ergeben sich die pythagoraischen Tripel.

le Bild (u,v) = (82, -39) « (a,b,c) = (39,80, 89). J
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Die Fermatsche Vermutung

-

Pierre de Fermat , * 1607(?7) — T 1665
Hobbymathematiker und Jurist in Toulouse
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Die Fermatsche Vermutung

-

Pierre de Fermat , * 1607(?7) — T 1665
Hobbymathematiker und Jurist in Toulouse

Gibt es ganze Zahlen z, y, z mit
b+ oyt =z2", wobei n > 3,

dannist xyz = 0. Nur triviale Losungen im Gegensatz zu den
pythagoraischen Tripeln bei n = 2!
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Die Fermatsche Vermutung

-

Pierre de Fermat , * 1607(?7) — T 1665
Hobbymathematiker und Jurist in Toulouse

Gibt es ganze Zahlen z, y, z mit
b+ oyt =z2", wobei n > 3,

dannist xyz = 0. Nur triviale Losungen im Gegensatz zu den
pythagoraischen Tripeln bei n = 2!

Leider hatte Fermat keinen Platz, seinen 'wunderbaren Beweis’ aufzuschreiben...
Vermutlich glaubte er, dass sein Beweis fur n = 4 allgemein gultig wére.
Andrew Wiles bewies 1995 die Fermatsche Vermutung mit Hilfe von
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Asthetik

‘ Die Fermat-Kurve fur den Exponenten n = 5: Keine rationalen Punkte! \

(Der Beweis ist schwierig!)

‘ Wie macht man solche schénen Bilder? Computeralgebra: MATHEMATICA; Maple... \

— p.9/20



2. Beispiel
=

Etwas schwierigere Beispiele algebraischer Kurven sind

Hyperbeln

Besitzen auch diese



Die Pellsche Gleichung
- -

X?—-dY? =1 mitd e N quadratfrei.

X? —2Y? =1 — geometrisch: eine Hyperbel!

o |

—p.11/20



Die Pellsche Gleichung
- -

X?—-dY? =1 mitd e N quadratfrei.

X? —2Y? =1 — geometrisch: eine Hyperbel!

Gesucht: Losungen x,y in 7 bzw. N ?
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Die Pellsche Gleichung
- -

X?—-dY? =1 mitd e N quadratfrei.

X? —2Y? =1 — geometrisch: eine Hyperbel!

Gesucht: Losungen x,y in 7 bzw. N ?
Triviale L 6sungen: =z = +1,y = 0;

LSymmetrie: Mit (x,y) l0sen auch (£z, ty). J
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Einer fur alle

e

egeben eine Ldsung, z.B.
r=3,y=2 (3*-2.22=1),

entstehen durch Potenzieren:

(3+2v2)? =174+ 12v2  und 2_9.

Tatsachlich entstehen so alle Losungen!

|
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Einer fur alle

e

egeben eine Ldsung, z.B.
r=3,y=2 (3*-2.22=1),
entstehen durch Potenzieren:

(342v2)2=174+12v/2  und 2_92.122=1.
Tatsachlich entstehen so alle Losungen! u.a.
(34+2v2)3 =994+ 70v/2  und 2_2.70% =1,

Es ist kein Zufall, dass 2’ das Lange—Breite-Verhaltnis von Din A4 ist! (=~ v/2).
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Einer fur alle

e

egeben eine Ldsung, z.B.
r=3,y=2 (3*-2.22=1),
entstehen durch Potenzieren:
(34+2v2)?=17+12v/2  und 2_2.122=1.
Tatsachlich entstehen so alle Losungen! u.a.

(34+2v2)2 =994 70v2  und 2_92.70%2 =1,

Es ist kein Zufall, dass 2’ das Lange—Breite-Verhaltnis von Din A4 ist! (=~ v/2).

Aber wie findet man oder sogar
Die kleinste Losung von X2 — 61Y2 = 1 in natirlichen Zahlen ist

r=1766319049, y = 226153980.
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3. Beispiel
-

Mit den rationalen Punkten auf

Elliptische Kurven

kann man addieren wie mit Zahlen!



Was sind elliptische Kurven?

B

opologisch: donuts!

Algebraisch definiert durch

L Y2=X34+aX +0b furgewisse a,be Q. J
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Addition auf elliptischen Kurven

- N

9360006 15120493920

o (1324801’ 1524845951 )

(__3 EX)GB (1074902978 394955797978664)
) 20157406092 90500706122273
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Addition auf elliptischen Kurven

- N

(_3 9) D (1074902978 394955797978664) _ (9360006 15120493920)
) 20157406092 90500706122273 13248017 1524845951

Dies hat Anwendungen in der Kryptographie!
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Maogliche Struktur des Seminars

-

Zahlen und die reellen Irrationalzahlen Q vs. R / Wissenswertes tiber Polynome

: Grundlagen: Elementare Zahlentheorie (incl. modularer Arithmetik) / Die rationalen

o |

~p.16/20



Maogliche Struktur des Seminars

-

Zahlen und die reellen Irrationalzahlen Q vs. R / Wissenswertes tiber Polynome
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Maogliche Struktur des Seminars
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Zahlen und die reellen Irrationalzahlen Q vs. R / Wissenswertes tiber Polynome

Il. Beispiele algebraischer Kurven: Lineare diophantische Gleichungen /

analytische Geometrie und Kegelschnitte / Die Pellsche Gleichung / Pythagoraische Tripel

und die Fermat-Gleichung

IlI. Elliptische Kurven: Theorie tiber Q / Theorie tiber endlichen Kérpern /

Anwendungen: Faktorisieren, Primzahltests, Kryptographie (mit Computereinsatz)
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Maogliche Struktur des Seminars

- N

: Grundlagen: Elementare Zahlentheorie (incl. modularer Arithmetik) / Die rationalen

Zahlen und die reellen Irrationalzahlen Q vs. R / Wissenswertes tiber Polynome

Il. Beispiele algebraischer Kurven: Lineare diophantische Gleichungen /
analytische Geometrie und Kegelschnitte / Die Pellsche Gleichung / Pythagoraische Tripel

und die Fermat-Gleichung

IlI. Elliptische Kurven: Theorie tiber Q / Theorie tiber endlichen Kérpern /

Anwendungen: Faktorisieren, Primzahltests, Kryptographie (mit Computereinsatz)

I\VV. Allgemeine Theorie algebraischer Kurven: singularitaten / Hilbertscher

Nullstellensatz(?) / Diskussion des Satzes von Faltings (ohne Beweis)
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Maogliche Literatur

-

e J. Steuding: Elementare Zahlentheorie [zahlbereiche / diophantische
Gleichungen (incl. pythag. Tripel und die Fermat-Glg. / Pellsche Gleichung]

-

www.mathematik.uni-wuerzburg.de/~steuding/elemzahltheo.htm (ab Ende Oktober!)

e St. Reith, J. Steuding: Elliptische Kurven mit Anwendungen in der
Kryptographie [Theorie (Uber Q und endlichen Korpern) und Praxis (Faktorisieren,
Primzahltests, Kryptographie)]

www.mathematik.uni-wuerzburg.de/~steuding/Elliptic.ntm (ab Ende Oktober!)

e G. Fischer: Ebene algebraische Kurven [Spezielle algebraische Kurven

(Zykloiden) / Varietaten / Singularitaten / Satz von Bézout / allgemeine Theorie] Vieweg 1994

® G. Fischer: Analytische Geometrie [Elementargeometrie / Kegelschnitte]
Vieweg 2001, 7. Auflage

e W.P. Barth: Ebene algebraische Kurven [Grundlagen / Singularitaten /

Schnittzahlen und der Satz von Bézout / Kubiken] via www.mi.uni-erlangen.de/ barth/skripten.shtml
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Notwendiges

fDie Schuler bendétigen Begabung , Motivation und T

Ohne Begeisterung besteht keine , sich eingehend mit einem Problem zu

beschaftigen - die Mathematik des W-Seminars ist aber teilweise schwieri  ger als die Ubliche

Schulmathematik!
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o

Ohne Begeisterung besteht keine , sich eingehend mit einem Problem zu

le Schuler bendtigen Begabung , Motivation und

beschaftigen - die Mathematik des W-Seminars ist aber teilweise schwieri  ger als die Ubliche

Schulmathematik!

Kaum Vorkenntnisse!
Der kanonische Schulstoff ist ausreichend; schén waren Vorkenntnisse lber analytische
Geometrie und elementare Zahlentheorie und einige Beweiskonzepte (z.B. indirekter

Beweis). Falls nicht bekannt, so kdnnte dies auch thematisiert werden!
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Notwendiges

o

Ohne Begeisterung besteht keine , sich eingehend mit einem Problem zu

le Schuler bendtigen Begabung , Motivation und

beschaftigen - die Mathematik des W-Seminars ist aber teilweise schwieri  ger als die Ubliche

Schulmathematik!

Kaum Vorkenntnisse!
Der kanonische Schulstoff ist ausreichend; schon waren Vorkenntnisse Uber analytische
Geometrie und elementare Zahlentheorie und einige Beweiskonzepte (z.B. indirekter

Beweis). Falls nicht bekannt, so kdnnte dies auch thematisiert werden!

eines
Eine Schulerin beschéftigt sich mit und stellt dieses Thema der

Gruppe vor:
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V4

Résumeé

-

® Mathematik ist schwierig, aber gerade deshalb

® Mathematik ist unglaublich niatzlich und universell einsetzbar!

® Mathematik ist und
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V4

Résumeé

-

® Mathematik ist schwierig, aber gerade deshalb

Andrew Wiles 16st 1995 nach Uber 350 Jahren die

® Mathematik ist unglaublich niatzlich und universell einsetzbar!

Kegelschnitte werden in Architektur und Ingenieurswissenschaften eingesetzt.

® Mathematik ist und

In der modernen werden seit 1986 benutzt.
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5 N

leser Vortrag ist im Internet erhéltlich unter
http://www.mathematik.uni-wuerzburg.de/~steuding/

Bel Fragen melden Sie sich bitte per email an

steuding@mathematik.uni-wuerzburg.de

Vielen Dank!
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