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1 Explizite Einschrittverfahren zur zur numerischen LGsung
von allgemeinen AWP

1.1 Einfiihrung

Definition 1 (Anfangswertproblem) Seien N € N,a,b € R : a < b,yg € RY und
f:]a,b] x RN — RN dann heifit

Y () = f(ty(t)), t € [a,b], y(a) =yo (1)

ein Anfangswertproblem fiir ein System von N Differentialgleichungen 1.Ordnung (kurz:
AWP). Eine auf dem Intervall [a,b] differenzierbare Abbildung y in den RN mit
heift ,,Losung® des AWP Die Ableitung y'(t) sei durch komponentenweise Differentiation
erklart.

Definition 2 (Lipschitzstetigkeit) Seien a,b,N,f wie in Def.1 gegeben,
|1 : RY — Rxq sei eine Norm auf dem RN dann heift f lipschitzstetig im 2. Teilargu-
ment &

3Ly > 0:Y (tu), (t,v) € [a,0] x RY < || (t,u) = f (t,0) || < Ly||u — o] (2)

Lemma 1.1 Seien f und y wie in Def.1 gegeben und es sei p € N. Ist f p-mal stetig
partiell differenzierbar,dann ist y mindestens (p+1)-mal stetig differenzierbar.

Beweis(Fiir den Fall N=1): Es reicht zu zeigen : Vp € N : f p-mal stetig partiell dif-
ferenzierbar = Vt € [a,b] : yPT1(¢) ist eine Summe von Produkten héchstens p-facher
partieller Ableitungen von f an der Stelle (t,y(t)). Fiir p = 0 ist ¥/(t) = f(¢,y(¢)), also
ist y'(t) eine O-fache partielle Ableitung von f an der Stelle (t,y(t)),somit insbesondere
von der behaupteten Form. Sei nun p € N und gelte die Behauptung fiir p,dann reicht
es nach der Summen- und Produktregel zu zeigen dass die Ableitung eines jeden Faktors
eines jeden Produktes,Summe von Produkten hochstens (p+1)-facher partieller Ablei-
tungen von f an der Stelle (¢,y(t)) ist. Es sei g : [a,b] x RY — RN mit g eine hochtens
p-fache partielle Ableitung von f,dann gilt nach der Kettenregel Vt € [a,b] : (g(t,y(t))) =

9e(t,y () + gyt (Y)Y () = ge(t, y(t)) + gy (¢, (y(2) f(t,y(t)), g, gy und £ sind hochstens
(p-+1)-fache partielle Ableitungen und daher folgt die Behauptung.

Satz 1.1 (von Picard/Lindel6f)
Seien a,N,f wie in Def.1 gegeben,weiters sei f stetig und erfiille . Dann existiert ein
b > a und genau ein y : [a,b] — RY das stetig differenzierbar ist und erfullt.

Beweis : Siehe Literatur z.B. [3].



Bemerkung 1

Im Folgenden sei f wie in Def.1 gegeben und erfille zusdtzlich Bedingungen(z.B.von Satz
1) die die Existenz und Findeutigkeit der Losung y in garantieren, weiters sei mit y
diese Lisung im folgenden bezeichnet. Zusdtzlich bezeichne fir eine beliebige Menge M

und n € N MO .= Abb([0,n] NN, M).

1.1.1 Definition eines Einschrittverfahrens und damit verbundener Begriffe

Definition 3 (Verfahren und Verfahrensfunktion) Seien a,b,N wie in Def.1 gege-
ben, ||-|| : RN — Rxq sei eine Norm auf dem RY, Dy, n = {(t,u, h) € [a,b] x RN xR |
h <b-—t}

o Eine Verfahrensfunktion ¢ ist eine Abbildung ¢ : Dgp n — RN

o Sei p eine Verfahrensfunktion,dann heifit ¢ lipschitzstetig im 2. Teilargument genau
dann, wenn

0,20V (tuh)eDayy 1 19 (B ush) — @ (B0, h) || < Lollu — | (3)

e Sein € N;Fa,b,n = {(tl)?:() € [a, b][O,n} ‘ to = a,t, = b, vOglgnfltl < tl+1}.
Dann heifit T'yp,, die Menge aller Gitter des Intervalls [a,b] der Ordnung n.
Set A€Tqpy und 0 <1 <n—1dann heifft ha; = ti41 — t; die Schrittweite des
Gitters A an der Stelle | und ha mar := max{ha; |0 <1 <n—1} heifit die grofite
Schrittweite des Gitters

o Sei p eine Verfahrensfunktion, A € T'yy , ein Gitter der Ordnung n,
(uf’A)?zo € (RN)[O’H] sei wie folgend rekursiv definiert :

A
UO = Yo, A
R -5 7. WA »,A
Vo<icn—1:ufly == u"" +hagp(ty, = hay)

,dann heifit (uf’A)?ZO das durch das Gitter A und die Verfahrensfunktion ¢ gege-
bene explizite Einschrittverfahren.

oV, = UneN{(uf’A)fzo € (]RN)[O’H] | A € Typnt heifft das durch die Verfahrens-
funktion ¢ bestimmte explizite Einschrittverfahren.

Bemerkung 2 (Simplifizierung der Notation) Sollte aus dem Zusammenhang so-
wohl klar hervorgehen, welche Funktion ¢ dem Verfahren zugrunde liegt, als auch das
spezielle Gitter A feststehen, so kann (uf’A)l”:O durch (1)}, und hay durch hy ersetzt
werden. Hierauf wird in folgenden Kapiteln oft zuriickgegriffen.



Definition 4 (lokaler und globaler Verfahrensfehler)
Seien a,b wie in Def.1 gegeben.|| - || : RY — Rsq sei eine Norm auf dem RY.
Doy :={((t,h) € [a,b] x Rsg | h < b—t}

e Sei p eine Verfahrensfunktion und sei (t,h) € D, p,dann heifit

n(t, k) == y(t) + he(t,yt),h) —y(t +h)

der lokale Verfahrensfehler im Punkt (t + h,y(t + h)) beziiglich der Schrittweite h.

o Sei (uf’A)?ZO € (RN)[O’n} ein durch die Verfahrensfunktion o und das Gitter

A € Tgpp bestimmtes Verfahren,dann heifit

A) = A
Gola) = o [ip = o)

der globale Verfahrensfehler des Verfahrens (uf’A)l”:O.

Die quantitaive Beschreibung der Giite eines Verfahrens bei gegebener Verfahrensfunkti-
on wird durch die Einfithrung nachfolgender Begriffe ermoglicht:

Definition 5 (Konsistenzordung und Konvergenzordnung)
Sei Vi, ein durch die Verfahrensfunktion ¢ bestimmtes Verfahren.

e Man sagt V,, besitzt Konsistenzordnung p> 1 &

3020w hyen,, ¢ IIn(t,h) || < ChPH! (4)

e Man sagt V,, besitzt Konvergenzordnung p> 1 <

Ik >0YnenVaer, . : Go(A) < KR (5)

A,mazx

1.1.2 Ein Konvergenzkriterium fiir explizite ESV

Lemma 1.2 (Fehlerakkumulation) Seienn € N, L >0, (a1)i,, (h)] € ]RLOE)”],
b>0 und
Vo<i<n—1 a1 < (14 hyL)a; + hyb

Vo<i<n sei ;= 22—210 h;. Dann gilt:

eLxl -1 I
Vo<i<n a1 < 7 b+ e"ay




Beweis : Durch Induktion nach I:
Lx; 1

l:0:>$1:O:>Tb+eL”a0:ao

SehlL

. hyL eLxl —1 Lx;
=i+l <(Q+hL)a+hb<e ——b+eTag | + b
(eL(lH-hl) —1—hb

L
I, + hl> b + €L(xl+hl)a0

Lz
e —1
g 7[/ b _|_ eLml+1 ao

Satz 1.2 Seien a,b,N wie in Def.1 gegeben und es sei p € N.Sei Vi, ein durch die Verfah-
rensfunktion ¢ bestimmtes Verfahren.Dann gilt : Wenn V,, Konsistenzordnung p besitzt
und (3) erfiillt,dann besitzt V,, Konvergenzordnung p.

Beweis : Seien L, C die nach Vorraussetzung existierenden Konstanten in ,. Sei

K = %(eLv’(b_“) —1),neNund A €Ty}, Esgilt:

Vo<i<n—1 Y(tix1) = y(t) + heae(tr, yi, heg) — 0t hey),
A A A
uﬁl = uf’ + hAJgO(tl, uf’ , hAJ) =

A A A
Vo<icn—1:ufy —y(tig) = ul" + hagp(t, ul= hag) — y(t) — heae(ts, y(t), hay)
+ 77(75l, hA,l) =

A
VO <I<n—1:ufi — ylt)]

A A
< Nup™ =yl + hagllolt, uf = hag) — et y(t), ha)ll + n(t, ha)ll
A A !
< Jluf® =yl + haaLolluf® =yt + CHY,
A
< (1+ hagLo) |[uf™ = y(t)|| + haChY

A,mazx

Mit Lemma (wobei a; = ||uf Ay, b= hag, L:= Ly, b:=ChY .
x; =1t —a, ap=0) folgt somit:

L«p(tl—a) _

e
Yocicn © U™ = y(t)|| < —————ChA

Lgo A,mazx < K1,

A,mazx

1.2 Spezielle Einschrittverfahren

Bemerkung 3
Im folgenden seien f, f,, die partiellen Ableitungen von f(im Fall N=1) nach der ersten
baw.zweiten Komponente.|| - || : RY — Rsq sei eine Norm auf dem RY.



Beispiel 1 (Euler-Verfahren)
Das explizite Einschrittverfahren E, mit der Verfahrensfunktion

©: Dopn — RY
(t,u,h) — f(t,u)

wird als Euler-Verfahren(auch:Eulersches Polygonzugverfahren oder vorwdartsgerichtete
Euler-Formel) bezeichnet.Ist A € T'qpp ein Gitter der Ordnung n,so ist das Euler-
Verfahren gegeben durch : uf A=y und V0 <1<n—1: u}i’? =uf® 4 hagf(t,u) ’A)

Graphische Veranschaulichung des Euler-Verfahrens:

e
L F ol : - ¥ T"'"f
{'f a 1.1- ‘I-z_ 1'3 -h} fn=b
Satz 1.3

Ist f 1-mal stetig partiell differenzierbar,so besitzt das Eulerverfahren E, Konsistenzord-

nung 1. Ist f zusdtzlich lipschitzstetig im 2. Teilargument so besitzt £, Konvergenzordnung
1.

Beweis :
Wegen Lemma 1 ist y 2-mal stetig differenzierbar.Sei C' = §max{||y"(1)|| | T €
la,b]},sei (t,h) € Dgp. Nach dem Satz von Taylor gilt Vi<i<nIrepirn * Yt +h) =

y(t) +hy'(8) + B () ()N, =
y'(t) 2
[0 (8, 1) lloo = lly (&) + B F (£, (£) =(y (0) + hy/ (0) + 5 (5 (7)), |1

h2 N
=B @) I < on



Aufgrund der Aquivalenz der Normen auf dem RN ergibt sich die Behauptung fir jede
beliebige Norm. Sei nun f zusdtzlich lipschitzstetig im 2. Teilargument. Wegen Satz 2
reicht es zu zeigen dass ¢ (3) erfillt: Sei Ly, := Ly,seien (t,u,h), (t,v,h) € Dop N =

HSO(taU»h) - go(t,v,h) || = Hf(tau) - f(tav)H < L<P||u - UH
Beispiel 2 (modifiziertes Euler-Verfahren)
Das explizite Einschrittverfahren ME, mit der Verfahrensfunktion

¢:Dapn — RY
()= (14 ot B o)

wird als modifiziertes Euler-Verfahren bezeichnet.

Ist A € Topy ein Gitter der Ordnung n,so ldsst sich das Verfahren (u, P )i fol-

%A A
Yl = +

gendermaflen darstellen : ug’A = yo,Yo<i<n—1 : L1 =t + =5 hAl
2

h @, A @,A
3+ f(t, )“;PH = uf’ +hAlf(tl+ y l+ 1)

Gmphzsche Veranschaulichung des modzﬁzzerten Euler-Verfahrens:

Ve

§ - p S mea— FT

oty h % b fs b

Beispiel 3 (Verfahren von Heun)
Das explizite Einschrittverfahren H, mit der Verfahrensfunktion

P Da,b,N —RY

(60, h) = 5 f (60) + 37 (64 ot hf (1)



wird als Verfahren von Heun bezeichnet.
Ist A € Typp ein Gitter der Ordnung n,so lisst sich das Verfahren (uf’A)?:O fol-

gendermafen darstellen : Yo<i<n—1 : vf’A = u;p’A + hA,lf(tl,uf’A),wf’A = uf’A +
507A <P,A _ 1 SD,A ,A

haaf(te, o) ufyy = 307" +wi™)

Graphische Veranschaulichung des Verfahrens von Heun:

Satz 1.4

Seien ai,a2,b1,bo € R mit a1 + ao = 1,a9b1 = %,agbz = %, Ist f 2-mal stetig parti-
ell differenzierbar,so besitzt das Verfahren Vg vaxbiba gos durch die Verfahrensfunktion
0t Dapn — RY mit o(t,u,h) = arf(t,u) + asf(t + bih,u + bohf(t,u)) bestimmt
wird Konsistenzordnung 2. Ist f zusdtzlich lipschitzstetig im 2. Teilargument so besitzt
Vﬁl’”’bl’bz Konvergenzordnung 2. Insbesondere ergibt sich die Aussage fiir das modifi-
zierte Fuler-Verfahren sowie das Verfahren von Heun.

Beweis :(Nur fiir den Fall N=1)

Wegen Lemma 1 ist y 3-mal stetig differenzierbar. Nach dem Satz von Taylor gilt somit:

V(t,h) € Doy y(t +h) =y(t) + hy'(t) + h;y"(t) + O(R).



Weiters gilt nach dem Satz von Taylor :

V(t,h) € Doy : @(t,y(t),h) = (a1 + a2) f(t, y(t)) + hazbi fi(t, y(¢))
+azba fu(t,y(t)) f(1y (1)) + O(h?)

= Jt9(0) + o (e, (0)

+ fult.y (@) f(ty(1) + O(?). =

V(t, h) € Da,b : U(t7 h‘) - y(t> + hgp(t, y(t)7 h) - y(t + h)
2

=y(t) + hf(t,y(t) + %(ft(t, y() + fult, y()) f (£, y(1)))

2
= (y(t) + hf(t,y(t)) + %(ft(t y(1) + fult,y(D) f(ty(1))) + O(R?)
= O(h%)
Sei nun f zusdtzlich lipschitzstetig im 2. Teilargument. Wegen Satz 2 reicht es zu zeigen
das ¢ (3) erfillt: Sei L, := |a1|Ly + |az|Ls + |a2bo|(b — a)Lfc,seien (t,u,h), (t,v,h) €
D,y N =
o (&, u, h) = (0, ) || = llarf (8, u) 4+ azf (+ bih, u + bah f (¢, u))
—aif (t,v) —aaf (t +bih,v+bohf (t,v))]]
< laa|Lyllu = o[ + laz| Lypllu + bah f (t,u) — v = bohf (¢, 0) ]
< (Jar|Lg + lasl Ly + lasbolhL3) llu — v]| < Lyllu — o]

1011 11

Da ME, =V, ">? und H, = Vg’i’l’l gilt ergibt sich die Zusatzbehauptunyg.

Beispiel 4 (einfaches Kutta-Verfahren)
Das exzplizite Einschrittverfahren K, mit der Verfahrensfunktion

P Da7b,N — RN

1
(t,u,h) — 6 (k{v“ 4 4k§,u,h + ké,u,h)

wobei ki = f(t,u), k™" = Ft 4+ B ut BEV), K o= f(t+ hyut (=R 4 2k5™)
wird als einfaches Kutta- Verfahren bezeichnet.

Satz 1.5

Ist f 3-mal stetig partiell differenzierbar,so besitzt das einfache Kutta-Verfahren K, Kon-
sistenzordnung 3. Ist f zusdtzlich lipschitzstetig im 2. Teilargument so besitzt K, Kon-
vergenzordnung 3.
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Beweis :(Nur fiir den Fall N=1)
Wegen Lemma 1 ist y 4-mal stetig differenzierbar.Dann gilt nach dem Satz von Taylor:

2 3

h h
V(t,h) € Doy y(t+h) = y(t) + hy'(8) + 59" (6) +

2
=y(t) +hft,yt)) + %(ft(t, y(@) + fult,y(@)) f (£, y(t)))
3
+ %(ftt(t,y(t)) + 2feu(t, y () (8 y(8) + fuult, y()) f2(t,y(1))
+ felt y () fult,y(8)) + f2(Ey(0)) f(Ey (1)) + O(RY)

y"(0)+O(h)

2

(1, h) € Dy K570 = (1, (0) + 2t 9(0) + Fult y Oy (0) + = (Fulr, y(0)
20y (D) (4. 9(0) + Funlt yO)F(E(0) + O(B)
V(th) € Dy : K" —f(t y(t)) + Wit y(0) + (=R 205" Fu(t, (1))
S0t y(0)) + 202K 4 205N o (0, y(0)

+ 2=k o OM E (1)) + O(h)
= F(t.y() + h(fi(t, () + fult.y(£) F (8, 5(1)))

2

+ A0y Fult 9 0) + 28200, 50 10, 0(0)) + Fult, (1)
27O ot 5(0) + 720 9(0) + Fub:9(0)) + O(K)

V(t,h) € Doy @(t,y(t), h) = f(t,y(8)) + 5 (fe(t, y(8) + fult, y(£) f (2, y(1)))

2
0 0) 2y T, 90)) + Fua 1, 9(0) 0, (0)
YOVl y(0)) + Sy 20 p(0) + O =

V(t, h‘) € Da,b : 77(757 h‘) - y(t> + h@(tﬂy(t)? ) - y(t + h)
2
=y(t) + hf(t,y(t) + %(ft(t, y() + fult,y(@)) [ (L, y(t)))
3

+ %(ftt(tv y(t) + 2fea(t, y(0)) (Y (1) + fuu(t,y(0) 2 (E y (1))
+ felt, y () fult,y(0)) + f(Ey(0)) 2t (1))

— (0(0) + AF(y(e) + o Fultyt1)
3
F Rty OV () + o Gt 9(0)
2

+ 2 et y(0)) (£ y () + fuut, y(0) f7(E, y (1))
(

+ [t y(0) fult, (1) + fo(ty(0)) (L y(1) + O(RY)
= O(h%)

N | >

~—
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Sei nun f zusdtzlich lipschitzstetig in der 2. Komponente. Wegen Satz 2 reicht es zu zeigen
das ¢ (3) erfiillt: Sei L, := Ly + %L?(b —a)+ %L?}(b —a)? seien (t,u,h), (t,v,h) €
Dopn =

||(70(t7u>h’) _@(taf%h)H

1
I (" kg k) — (ka0 |
1
6 (||l€tu k;iva + 4||kév’u,h _ k;ﬂhhH + ||k§,u,h _ k‘g’U’hH)
<! h
6 2Lf‘|u — o] + 4Ly |Ju —v[| + §Lf||u — ||

h
+6LM<LMU—UW+M40M—WH+QLNU—MO)

’—‘Q

) 1
- (Lf + éthc + 6h2L§c> [|u — vl

< Lyllu |

Beispiel 5 (klassisches Runge-Kutta-Verfahren)
Das explizite Einschrittverfahren RK, mit der Verfahrensfunktion

2 Da,b,N - RN

1
(tu,h) = o (5" + 2k5™" + 2k 4 k)

wobei k" = f(t,u),k:;’u’h = f(t+4u+ %kl),ké’u’h = f(t+ 5, u+ bko),
ki’u’h := f(t+ h,u+ hks) wird als klassisches Runge-Kutta- Verfahren bezeichnet.

Satz 1.6

Ist f 4-mal stetig partiell differenzierbar,so besitzt das klassische Runge-Kutta- Verfahren
RK, Konsistenzordnung 4. Ist f zusdtzlich lipschitzstetig in der 2. Komponente so besitzt
RK, Konvergenzordnung 4.

Beweis :(Nur fiir den Fall N=1)

Wegen Lemma 1 ist y 5-mal stetig differenzierbar. Dann ergibt sich die Behauptung dhnlich
wie in Satz & durch Reihenentwicklung nach Taylor. Sei nun f zusdtzlich lipschitzstetig im
2. Teilargument. Wegen Satz 2 reicht es zu zeigen das ¢ (3) erfillt: Sei L, := %(5Lf +

12



(b— a)L?« +2(b— a)L?J’c + (b—2a)2 L;%),seien (t,u,h), (t,v,h) € Dgp N =

||30(t’u7h) _w(t7v>h) H

t t,u,h t,u,h t,u,h
(K5 -+ 2h5™" 4+ 2k 4 k)

— O =

é ktv+2ktvh+2ktvh k‘ZUh)H
< o (I = K+ 201k — o))
2 (2l — R IR — )
g%(BLfHu—vH—i-hL [lu—v]])
+é (2L¢||u — v|| + hL}|Ju — v]|)
+é< ;4L + L4)|Iu—vH
gé<5Lf+hL +2hL§z+h L4>|Iu—v!|
< Ly|lu— |

1.3 Rundungsfehleranalyse

Eine fehlerbehaftete Verfahrensvorschrift sei von der Form:

vep1 = v+ hxp(te,ve,h)+pe £=0,...,n  vg:=yo+eo (6)
lpell <0 leol| < e

mit geeigneten Vektoren eg, p; € R™ und einer Vektornorm ||-||.

Satz 1.7 Zur Losung des AWP: y' = f(t,y) y(a) =yo t € [a,b]

sei eine fehlerbehaftete Verfahrensfunktion wie in @ mit Konsistenzordnung p > 1 gege-
ben. Die Verfahrensfunktion o soll einer Lipschitzbedingung in v geniigen. Dann gelten
folgende Abschatzungen fir die durch @ gewonnenen Approrimationen:

o= y(t)]| < K(2 + ) + ekt .
K = M(waa)—l)l
L‘P

'Fiir C siehe Definition der Konsistenzordnung

13



Beweis: Mit
ee=v—yo, Ye=1y(ty), £=0,1,...,n,

ne = n(te, h), £=0,1,...,n—1,
gilt fir £=0,1,...,n—1

Yer1 = Ye + ho(te, yes h) — e,

Vep1 = Ve + hep(te, ves h) + po,

und daher
eor1 = e+ hp(te,ves h) — o(te, ye; h)] 4 pe + 1

beziehungsweise
leerall < llell + R lle(te, ve; h) — o(te yos B+ llmell + llpell
< (14 hLy) [lec]| + h(ChP? + ),

Die Abschitzung |le¢]| < € und Lemma liefern zusammen die Aussage des obigen
Satzes.

Bemerkungen

Die rechte Seite der Abschitzung setzt sich aus 3 Teilen zusammmen:

Summand der oberen Schanke Abschitzung von

K - h? globalem Verfahrensfehler des Einschrittverfahrens
K- % aufgehduften Rundungsfehlern

gele(b—a) fehlerbehaftetem Anfangswert

Lemma 1.3 (optimale Wahl von h:) Es seiec =0, d.h. vg = yp
Dann gilt mit der Konstante K (wie oben) die Fehlerabschdtzung:

D (5
< K —
eE{O,,?fn} ||U€ y(tg)” = (h + h>

1

Mit der Wahl von h = hop = (%) P erhalt man:

2K _p_
max vy — y(te)| < < 2 )5”‘1;1

£€{0,...,n} prl
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Skizze

\

Y,
\ ,
\'\
“

S Gesamtfehler
“\_\_ -—___,—-

——

erfahrensfehler K/ ’_’:'\_H_“:“:ar_—___ ___ Rundungsfehler K0 /h

R = — Schrittweite h
h—op[
Der Gesamtfehler in Abhéngigkeit von Verfahrensfehler und Rundungsfehlexﬂ

1.4 Asymptotische Entwicklung der Approximation
Vorbemerkungen

Es sel Vg Hi := {% :m €N } Eine hilfreiche Schreibweise im Rahmen der Be-
trachtung der Schrittweitenabhéngigkeit von Approximationen sei nun angefiihrt:

Viela V- t=a) ey, up(a) := yo,

up(a+ (04 1)h) := up,(a + €h) + hp(a + th,up(a + Lh), h)  (8)
£=0,....,n—1

up, heiftt Gitterfunktion von .
Besitzt das zugrunde liegende FEinschrittverfahren die Konsistenzordnung p > 1 und
erfiillt ¢ eine Lipschitz-Bedingung so gilt nach Satz

up(t) = y(t) + O(hP), h—0,,

was im Grunde genommen eine Kurzschreibweise fiir darstellt. In dem Bemdiihen,
aus bereits bestehenden konsistenten Verfahren, deren Verfahrensfunktion gewisse Dif-
ferenzierbarkeitseigenschaften erfiillt, Approximationen héherer Ordnung zu gewinnen,
erweist es sich als niitzlich, das Verhalten von wuy(t) — y(t); ¢ € [a,b], h € H; einer
genaueren Untersuchung zu unterziehen. Das Hauptresultat einer solchen Untersuchung
soll im folgenden Satz prasentiert werden.

2Quelle: Plato - Numerische Mathemetik kompakt; 2. Auflage, Vieweg 2004
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Satz 1.8 (asymptotische Entwicklung des globalen Verfahrensfehlers) FEine Ver-
fahrensfunktion ¢ besitze die Konsistenzordnung p > 1 und sei lipschitzstetig im Sinne
von . f und ¢ seien (p + r)-mal stetig partiell differenzierbar.

Dann gibt es Funktionen cpyj € C"17([a,b],R™) j = 1,...,7 — 1 mit cp4j(a) = 0,
sodass:

r—1
up(t) = y(t) + Zcp+j(t)hp+j + O(hP*"), te€[a,b], heH;:= {t ;@alm € N} 9)
j=0

Den Beweis hierzu findet man z.B. in [I].
Fiir den lokalen Verfahrensfehler erhdlt man folgenden

Satz 1.9 (asymptotische Entwicklung des lokalen Verfahrensfehlers) Unter den Voraus-
setzungen des vorherigen Satzes gilt fiir jedes fize £ € N die folgende Entwicklung des
lokalen Verfahrensfehlers:

up(a + Lh) = y(a + £h) + by 1 AP 4 by ohPT2 4 by RPTTTE 4 O(RPTTY (10)

mait h > 0 und von £ abhdngigen Koeffizienten bpy1,...,bpyr € R"

Beweis von ([L0):

r—j—1 )
prilatth) = 3 (@@ Loy j=0,1,...,r—1
=1

r—1
= up(a+Lh) =yla+Lh) + Y cpyj(a—+ Ch)PTT + O(RPTT)
=0
S k
k L
>l wla) g

k=1

r—1
= up(a+th) =y(la+Lth)+ > hPTs + O(hPTT)
s=1

N

=:bp+ts
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1.5 Extrapolation von Verfahren hGherer Ordnung

Aus der Darstellung des Verfahrensfehlers

r—1

up(t) = y(t) + Y ey (P + O(WPTT), teab], heH :={
j=0

t—a

In e N} (11)

n

fiir ein Verfahren mit den Voraussetzungen aus Satz[I.§ wollen wir in unserem Bestreben,
y zu approximieren, Nutzen ziehen. Zu diesem Zweck betrachten fiir ein fixiertes ¢ € [a, b]
und sukzessive verkleinerte hy € H; hy < hp—1, 1 <k <m+1; m <r das Polynom

m—1

P(&) = do + Z dp+j§p+ja

J=0

wobei die dy, dp45, 0 < j < m — 1 durch die Interpolationsbedingungen P(hy) = up, (%)
gegeben seien (zur Eindeutigkeit und Existenz eines solchen Polynoms siehe z.B. [2]). Es
stellt sich heraus, dass unter genannten Bedingungen der konstante Term des Polynoms P
als geeignete Approximation an y fungiert. Im Folgenden nehmen wir iy = %, 0<k<m
zu festgelegtem h € H; und ng € N mit ny,, > ny,_1 > -+ > ng an und benennen das
aus den entsprechenden Interpolationsbedingungen resultierende Polynom Py, .

Satz 1.10 Es seien die Voraussetzungen von Satz@ erfillt. Fiir das Verfahren V,, und
firt € [a,b], h€e Hy, n, €N, 0 < k <m <r sei P, wie oben gegeben. Dann gilt:

r—1
aAm,Aerl,...,ArflERNXN Ph(O) = y(t) =+ Z (A,{Cp_;'_n(t)hp""’{) + O(h,p"r'r)’

R=m

wober die cpyp; m <k <1 —1 aus @D stammen.

Beweis: Zunichst fithren wir ihn fiir N = 1 und schreiben die Interpolationsbedingung
in Matrixform:

—A

T £ L1 do

nb n§+1 n§+m71 p Uhy (t)
1 L 1 1 dyh un, (1)

D FT - Fm—1

ny o} " dp+1hp+1 _ hl‘ (12)
1T 4+ 4 __1 ) _ up,, (T

nfn nf,jl nf,jm*l dp+m71hp+m 1 ( )

Aufgrund der Eindeutigkeit des interpolierenden Polynoms ist A invertierbar. Aus der
asymptotischen Entwicklung folgt
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1 L 1 1
Uhy (1) ng o opbt T pptmeT y(t)
un, (1) L oo 2 oo T cp(t)hP
_ = ! 1 1 +w(h) (13)
Up,, (t) 1 % ﬁ S opFmeT Cp+m*1(t)hp+m_1
mit
1
nbFk
! p1+k
w(h) = cpr®)hPTF [ ™ + O(hP*T) (14)
k=m :
1
nbFF
und ergeben
;] Lot 1
X DA nh do —y(t)
—5 “BFT -+  pFm=T d — C (t )hp
o " el =w(h)  (15)
I - R (dp+m—1 = Cprm—1(t))hP+m 1

Durch Multiplikation von mit A~! auf beiden Seiten und Betrachtung der ersten
Zeile erhdlt man schliefslich die Behauptung. Im héherdimensionalen Fall ersetze man
die Eintrédge nk%ﬂ in A durch ﬁEN und die Eintrdge in den Vektoren durch ihre
héherdimensionalen Gegenstiicke (man beachte die geringfiigige Anderung der Notation

n .

Insgesamt haben wir unter Verwendung von also eine Approximation von y erhalten,
deren Konvergenzordnung p+m betragt.

Beispiel 6 Wir betrachten den Fall up(t) = y(t) + cp(t)hP + cpy1 (£)RPTE + O(hPT2) und
P(h) = do + dph?. Mit erhdlt man fir 1 < j < N:

dy + dhhP = () und & + i (h/ma)? = i, ()
Eine einfache Rechnung ergibt

Uh/ny (t) - uh(t)
nzlo —1

do = Uh/nq (t) +

18



Leicht verifiziert man fir die Matriz A, welche im besprochenen Fall die Form
Ey Ey
En nipIEN
1

P
1 n
—3EN S5En

hat, folgendes:

e B L
TN
Aufgrund
) P cpt1(t) n—1
. ) I ) ) 1 =c ) ——5—
( Tony N 1N (Cp+1(t)n§+1 i )(1—”1;)”1
gilt:

ny — 1
(1—ni)ny
Die einfache stetige Differenzierbarkeit von cp41 ergibt fiir t = Ch;¢ € N die folgende
Taylorentwicklung (unter Beriicksichtigung, dass cp41(a) =0):

do = P(0) = y(t) + cpr1 (P + O(hPF?)

cpri1(a+Lh) = O(h).
Somit folgt:
P(0) = y(t) + O(hP*?)

1.6 Schrittweitensteuerung
1.6.1 Einfiihrung

Es sei wieder das AWP ' = f(t,y) y(a) = yo mit gegebenener Verfahrensfunktion
@ : Dgpny — R™ der Konsitenzordnung p > 1 zu lésen. Dazu ziehen wir diesmal die
folgende Vorschrift heran:

w = uy + %90 (te,uz; %)

hl hg hg (]‘6)
u2><h/2 = uf-‘rl:w—'_?@ (t€+77w57)) tf+1:t€+h’é7 62051

Das Ziel ist bei jedem Schritt die Schrittweite hy so zu wéhlen, dass der Fehler der
Approximation durch die uy kontrollierbar klein bleibt!

Bemerkung 4 Der Schritt (ty,up) — (to41,ue+1) der hier angewandten Verfahrensvor-
schrift entspricht einfach zwei Schritten (te,us) — (tor12,Upg1/2) — (tev1,uwer1) des
ganz zu Beginn behandelten Einschrittsverfahrens mit halber Schrittweite hy/2.
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1.6.2 Problemstellung

Wir definieren zunéchst z : [tg, ] — R als analytische Losung des AWP
2= f(t,2), t € [te,b]; z(tg) = uy (17)

Man beachte hier, dass z(t) die nicht notwendig Losung des AWP mit dem Anfangswert
z(a) = yo ist.

Es soll nun an der Stelle ¢, € [a,b] der Fehler der Approximation uy ~ y(t¢) € R in der
Grofsenordnung eines bestimmter Wert € > 0 liegen, also:

lugsr — 2(te + he)| = € (18)

mit upy1 € RN aus dem hier betrachteten Verfahren.

Bemerkung 5 Die Forderung fiir die Schrittweitensteurung beruht auf dem loaklen
Verfahrensfehler. Man erhofft sich damit naheliegender weise einen moglichst geringen
globalen Verfahrensfehler.

Einerseits soll die ||ug+1—2(te+he)|| die vorgegebene Schranke € > nicht iiberschreiten was
dadurch erreicht wird, dass man die Schrittweite h, klein macht. Andererseits ist es aber
auch nicht wiinschenswert dass hy sehr klein gemacht wird sodass |Jugr1—z(te+he)|| << €
da sich dann die Rundungsfehler hdufen wiirden.

Bemerkung 6 Die Niherung an z soll uns befdhigen, von der Integralkurve von f, auf
der (tg,ug) liegt, so wenig wie maoglich abzuweichen. Es ist zu beachten dass z(t) auch
noch nicht bekannt ist. Wir werden aber im ndchsten Abschnitt eine Niherung bespre-
chen. Diese kann aufgrund der Defition von z und der speziellen Form unseres Verfahrens
mit geringem Rechenaufwand aus [I.10] bezogen werden.

Es folgt eine schematische Beschreibung des Ablaufs der Schrittweitensteuerung. Um die
Schrittweite hy zu bestimmen, fiir die unsere Forderung erfiillt ist , nehmen wir eine
nicht zu kleine Startschrittweite A’ und gehen fiir k = 0,1... wie folgt vor:

e Zunichst berechnet man fiir h*) den Vektor Ugy (k) /2 € RV,

e Anschliefend wird der Fehler |uy, ;) /o — 2(t¢ + h(®)|| geschiitzt. Man bricht den
Iterationsprozess ab falls der Fehler kleiner als € ist und nennt k. := k.

e Falls die Schétzung hingegen grofer als € ausfillt, ermittelt man eine neue Test-
schrittweite A(*T1) < (%) und fingt wieder von vorne an.

Wenn wir unser passendes h(¥<) ermittelt haben fihrt man damit, hy = h¥<) und tyr1 =
ty + h'5<) in der Verfahrensvorschrift fort.
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1.6.3 Nadherung von z(t)

Zur Abschéitzung des Fehlers [[ug, ) o — 2(te +h®) || muss z(t, 4+ h*)) genihert werden.
Wir schiitzen z(t, + h(®)) durch z,) € RN wie folgt ab:

Uh — U2xh/2

T mit vy = ug + heo(tg,ug; h), h >0 (19)

Rh = U2xh/2 —

Dabei erhilt man z, mittels lokaler Extrapolation entsprechend Beispiel [f] mit n; = 2.
Damit erhdlt man durch Umformen und Bilden der Norm fiir den gendhernden Fehler:

l|lvn — u2><h/2H
2r —1

Ist also die Abschiitzung 6%) < & begniigt man sich mit hy = ) und fihrt dann mit ¢

um eins erhoht fort.

08 = gy pewr j — 2500 | = (20)

1.6.4 Bestimmung einer neuen Testschrittweite

Gilt jedoch fiir ein A%), dass 6() > ¢, wiederhohlt man die Berechnung mit k um eins
erhéht , also mit einer neuen Testschrittweite h(*T1) < (%) Es wire prinzipiell moglich
irgendein h*+1) zu wihlen mit der einzigen Anforderung, dass es kleiner als h(¥) sein
soll. Dies ist aber einerseits nicht optimal da es sein konnte dass wir unser A%+ un-
notig klein machen und somit die Rundungsfehler erh6hen. Andererseits ist unser neues
A+ vielleicht immer noch zu grof und wir miissen einen neuen Versuch mit einem
Rk+2) - pkH3) - starten was in der praktischen Anwendung Rechenzeit kosten
wiirde.

Darum bedient man sich bei der Festlegung einer neuen passenden Testschrittweite h(++1)
der Darstellung des genéherten Fehlers ugyp, /0 — 21, 44!

Lemma 1.4 Unter den Bedingungen von Satz[1.8 iber die Asymptotik des globalen Ver-
fahrensfehlers (dort fiir r = 2), kann man den Fehler wie folgt abschatzen:

h p+1 P2
[ugxns2 = ztp+nll = (h<k)> s®  + 0 ((h(’“)> ) L 0<h<h®  (21)

Dieser genédherte Fehler soll also ungeféhr gleich ¢ sein:

€:<h(k’)> (5()+O<(h( )) >

Unter Vernachlissigung des Fehlers der Ordung (h("’))p+2 erhdlt man durch Umformen:

e \/(+1)
pD o = <%> h®) (22)
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Nun haben wir unser passendes h(*T1) mit dem unserem Fehler §(¥), der bis auf eine Ab-
weichung der Gréfsenordnung O ((h(k))p+2>, in Nihe unseres ¢ liegt! Mit diesem h(*+1)

fahren wir jetz in unserer Schema fort.
Beweis von Abschitzung (21)):
Geméf Satz exsistiert ein von h unabhéngiger Vektor b,411 € RY derart, dass:

Upsh2 = Zterh = bppthPTH 4+ O(RPF?), h >0, (23)

gilt. Wir werden hier jetzt eine Abschdtzung von b,y liefern um die Richtigkeit der
Aussage Zu zeigen .

Aus Beispiel [f] iiber die Asymptotik des globalen Verfahrensfehlers geht hervor dass der
Fehler
2 — z2(tg+h) = O

die Ordnung hP*2 hat. Wenn man dies nun in einsetzt erhélt man:
Uppje— 20 = bppthPTh 4+ O(WPT?) (24)

Wenn man nun die Norm bildet und man statt dem allgemeinen h, h*) schreibt, erhilt
man:

ltgnore = 2nw | = o (PP 0 (a8)2)
Mit der Beziehung ||ty ) /2 — 20 || = §*) und durch Umformen ergibt sich folgender
Ausdruck:
5(k) )
1bp+1ll = (Wit +  O((h'™) (25)

Nun bildet man von die Norm und setzt den gerade erhaltenen Ausdruck fir ||b,11||
ein.

§5(k)
Hu2><h/2 — Zh” = ((h(k’))p"'l + O((h(k))> * h(p-i-l) + O(hp+2)

h p+1
= <h(’f)) §F 4 oWy« pPt 4 O(RPT?)

mit 0<h<h®)  folgt:

h p+1 P2
Huth/z—ztﬁhy:<w> 5 4 o((mm) )

also die Behauptung.
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Bemerkung 7 Ein paar Erginzungen:

e Fiir den Startschritt empfiehlt sich die Wahl h(©) = €2 mit 1/(p +2) < ¢ < 1.

e Zu der hier vorgestellten Schrittweitenstrategie gibt es natirlich auch Alternativen.
Ebenfalls sinnvoll ware einen Epsilonbalken anzugeben indem das Abbruchskritrium
als erfiillt gilt, wenn: cie < d(ke) < cae gilt. Falls h¥ nicht passt kann 6% oberhalb
oder unterhalb des Epsilonbereichs liegen, also kan hier offentsichlich auch eine
Schrittweitenvergroferung von hFT1 > h¥ stattfinden.

o FEs konnte natirlich auch sein, dass die in gewissen Fallen das erfillen der Bedin-
gung, dass der Fehler in der Griofienordnung von € liegt, nicht erreicht werden kann.
In diesen Fdllen misste man nach einer bestimmten Anzahl von Versuchschritten
k® < oo abbrechen.

Pseudocode zur Schrittweitensteuerung

Der folgende Pseudocode soll den schematischen Aufbau eines Computerprogramms zur
Schrittweitensteuerung darstellen. Die Verfahrensvorschrift sei die selbe wie in der Ein-
fiihrung dieses Kapitels.

Zu Beginn seien: tg =a, up =1y, [ =0, undh® e>0repeat k=0;
repeat

if k=0 then h=hO clse h= (5" %h end;
w=u+ 2o (thusl); wmi=w+lo(to+ Lwl);

v =g+ ho (tg, ug; h) ; 5:%; k=k+1;

until 6 <e¢g;

tepr=te+h; I=1+1;

until ty > b;
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2 Alligemeine Theorie der Mehrschrittverfahren

2.1 Grundlagen

Definition 6 FEin m-Schrittverfahren zur ndherungsweisen Bestimmung einer Lésung
des Anfangswertproblems y' = f(t,y), y(a) = yo hat die Form:

m
Yo ajupyj = ho(te, ug, ..., Uppms b), £=0,....,n—m, (26)
=0

mit

o Koeffizienten o € R mit oy, # 0 und einer Funktion

¢ :[a,b] x (RM)™H xR, — RY (27)
o Schrittweiten
te=a+th  firt=0,1,...,n  mith="52 (28)
e und Startwerten ug, ..., Um—1 € RV.

Bemerkung 8 Ein paar Erlduterungen zu Definition [0

o In den meisten Faillen setzt man ug := yo und die weiteren Startwerte
U1, Uz, ... Um—1 € RN werden in einer Anlaufrechnung (z.B. mittels eines simplen
ESV)ermittelt.

e Nach der Anlaufrechnung wird fir jedes ¢ € {0,1,...,n —m} mit den bereits be-
kannten Ndherungen wug, ..., Uprm—1 € RN und der Verfahrensvorschrift die
Niherung upym € RY berechntet, mit dem Ziel, dass

Ul4m = y(tl-i-m) .

o Zur Vereinfachung der Notation wird im Folgenden der Definitionsbereich der Funk-
tion  immer wie in angegeben. Bei den meisten m-Schrittverfahren ist der
Ausdruck o(t,vo, ..., vm—1;h) aber nur fir h < % wohldefiniert.

e Hdngt in der Verfahrensvorschrift die rechte Seite von der Unbekannten upyy,
ab, so spricht man von einem impliziten m-Schrittverfahren, andernfalls von ei-
nem expliziten m-Schrittverfahren.

o Auf variablen Gittern sind m-Schrittverfahren von der Form

m
Z QjUpy5 = hf—i—m@(tf? oo bopmy Uy - Wipms hﬁ—‘rm)a £=0,...,n—m.
Jj=0
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e Hat die Funktion o in der Verfahrensvorschrift die Form

m

@(t7U0a .. .,’Um;h) = Zﬁjf(t+jhvvj)a
7=0

so wird als lineares m-Schrittverfahren bezeichnet.

Beispiel 7 FEin spezielles lineares 2-Schrittverfahren ist die Mittelpunktregel,

UP+2 :ul—|—2hf(t[+1,w_,_1), £=0,1,...,n—2.

2.1.1 Konvergenz- und Konsistenzordnung

Die Approximationseigenschaften eines Mehrschrittverfahrens werden durch seine Kon-
vergenzordnung beschrieben.

Definition 7 FEin Mehrschrittverfahren zur Losung des Anfangswertproblems iy’ =
ft,y), yla) =yo besitzt die Konvergenzordnung p > 1 falls sich zu jeder Konstanten
¢ > 0 und beliebigen Startwerten ug, ..., um—1 € R mit |ux —y(tr)|| < ch? fir k =
0,1,...,m — 1 der globale Verfahrensfehler in der Form
max ||ug — y(te)|| < KhP
l=m,...,n

)

abschdtzen ldsst mit einer von der Schrittweite h unabhdngigen Konstante K > 0

Definition 8 Fiir ein Mehrschrittverfahren zur Losung des Anfangswertproblems
y/ = f(t,y)7 y(a) = yo bezeichnet

—ho(ty(t),y(t+h),...,y(t +mh);h)

n(h,t) = [f) a;y(t + jh) (29)

J=0

b—t
0<h<bt

den lokalen Verfahrensfehler im Punkt (t,y(t)) (beziglich der Schrittweite h).

Definition 9 FEin Mehrschrittverfahren zur Losung des Anfangswertproblems y =
ft,y), yla)=yo besitzt die Konsistenzordnung p > 1, falls gilt:

Ju=0doso  |nt, )| <ChYT, a<t<b, 0<h<H (30)

Die Konsistenzordnung wird oft nur kurz als Ordnung eines Mehrschrittverfahrens
bezeichnet.
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2.1.2 Nullstabilitdt, Lipschitzbedingung

Bei der Behandlung der Konvergenzordnung eines Mehrschrittverfahrens wird auch die
folgende Lipschitzbedingung an die Funktion ¢ : [a,b] x (RV)™+1 x R, — R aus der
Verfahrensvorschrift eine Rolle spielen:

m
et vo, - vmi h) = @t wo, .., wms )| < Ly Y oy —will - (vj,w; € RY)  (31)
j=0

Bemerkung 9 Fulls f : [a,b] x RV — R eine stetige Funktion ist, die die Lipschitz-
bedingung erfillt, so ist fir lineare Mehrschrittverfahren die Lipschitzbedingung
erfillt mit der speziellen Lipschitzkonstanten L, = Lmax;—q . m |ﬁj|.

Beziiglich der Existenz und Eindeutigkeit der Approximationen, welche ja nicht a priori
gewahrleistet sind, 1dfst sich folgender Hilfssatz formulieren:

Lemma 2.1 Aus der Lipschitz-Stetigkeit der Verfahrensfunktion eines m-Schrittverfahrens
im Sinne von folgt die Existenz und Eindeutigkeit der Naherungen uy firm < k <mn

Beweis:

Es sei zu gegebener Verfahrensfunktion ¢ : [a,b] x (RY)"™ x Rsq — R, Schrittweite
h > 0 und erzeugendem Polynom («;)j—o,...m (siehe (32)) mit oy, # 0 die Funktion Z,
fiir 0 < ¢ < n —m wie folgt definiert:

_ 1 m—1
= RN - RNﬂ x = ? hgp(u@ue-f—h s U[+m_1,33) - Z QjUpyj
m .
7=0
Mit der Lipschitzstetigkeit von ¢ gilt mit 0 < h < H < 521 ;
Vn<iVy, zyern|[Ee(z1) — (22|
1
= m”h’ (QD(U[, Up+1y -+ UWl+m—1, xl) - (P(Ub Up+1y -+ s UWi+m—1, .%'2)) H
m
Lyh L,H
< oy = wofl € TP lw — |
|| ||
=y erfiillt also eine Lipschitzbedingung mit der Konstanten x := fjj < 1, ist somit eine

Kontraktion und besitzt als solche einen Fixpunkt .

Definition 10 Ein m-Schrittverfahren zur Losung des Anfangswertproblems y' =
fit,y), yla) =yo heift nullstabil, falls das erzeugende Polynom

p(t) == a;t) (32)
j=0
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die folgende Dahlquistsche Wurzelbedingung erfillt:

p(te) =0 = |to| < 1;
p(to) =0, |to| =1 = to ist einfache Nullstelle von p.

2.2 Ein Konvergenzkriterium

Ein paar vorbereitende Hilfssdtze werden der Hauptaussage dieses Abschnittes voraus-
geschickt.

Lemma 2.2 (Charakterisierung der Stabilitit einer Matrix) Fir A € C"*" sind
folgende Aussagen dquivalent:

1. (AF)en idst beschrinkt (< ppA ist stabil)

2. Alle Nullstellen des Minimalpolynoms von A sind betragsmdafig kleiner oder gleich
1 und all seine Wurzeln mit Vielfachheit > 1 liegen in K;1(0) := {{ € C||{] < 1}

3. Alle Diagonalelemente der Jordan’schen Normalform von A sind betragsmajig klei-
ner oder gleich 1 und alle Jordanblocke der Normalform mit Diagonalelementen,
die auf 0K1(0) liegen, haben Dimension 1.

4. Es exisitiert eine invertierbare n x n-Matriz S mit || STLAS || < 1.

Beweis: Wir zeigen (1.) = (2.) = (3.) = (4.) = (1.). Angenommen es gelte 7(2.). Im
ersten Fall konnen wir annehmen, dass es ein v € R" gibt, sodass Av = Av mit |A| > 1.
Somit gilt

LAR 1ol > (A% = [x*]lo]],

woraus
IR > IAIF — 005 & — o0

im Widerspruch zu (1.) folgt. Im zweiten Fall (alle Eigenwerte liegen innerhalb der ab-
geschlossenen Kreisscheibe mit Radius 1 um 0 in der komplexen Ebene) sei j > 2 die
Vielfachkeit einer Wurzel A\ des Minimalpolynoms mit [A| = 1. Wir wéhlen 0 # u €
ker(A — AE,)7 und setzen w := (A — AE, )’ ~?u und v := (A — AE,,)w. Dann gilt

Aw = w +v mit  Av = .
Aus AFw = X\fw 4+ kEXNF=v k€ N folgt schliesslich
lkv + Awl| = [Now + kXN = [|ARw]| < || A% [lw]
und somit

klloll
]l

1A% >

1—00; k— o0
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Da die Diagonalelemente der Jordan-Normalform den Eigenwerten von A entsprechen
und die groften Jordanblocks beziiglich einfacher Nullstellen des Minimalpolynoms von
Dimension 1 sind, folgt (3.) aus (2.). Fiir (3.) = (4.) wihle man fiir S die regulére Matrix,
die A in ihre Normalform iiberfiihrt.

1AM < ISHISTTASIISTH < ISIM IS ASlo ST < [ISIIM2 ]S

(Norméquivalenz in endlichdimensionalen Réumen) liefert die letzte Implikation.

Lemma 2.3 (Gronwall) Sei eine stetige Funktion g : I — R>q gegeben (I € R ein
nichtleeres Intervall) mit der Eigenschaft
¢
[ atrir
to

Viter 9(t) < Aexp(Blt — to)

Ja,Bers Vg ter  g(t) <A+ B

Dann gilt:

Der Beweis ist in einer Fiille von Lehrbiichern, so z.B. in [3], nachzulesen.
Nicht ohne Beweis bleiben soll der nachfolgende Hilfssatz, der eine Variante des Gronwall-
Lemmas darstellt:

Lemma 2.4 Seien s € No, hj > 0,0 < j < s—1undv; € R fiir 0 < j < s sowie
A, B € R> 0 gegeben, und es gelte fir alle 0 < j < s die Abschdtzung

j—1
v <A+ B hylog|.
k=0
Dann gilt:
j—1
Vo<jcs  |vjl < Aexp(BD  hy)
k=0
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Beweis:
Zunéichst die kleine

Definition 11 (charakteristische Funktion) Sei M € RY. Dann heifit

1y :RY SR, 2+ L fireeM
0 sonst
die charakteristische Funktion oder Indikatorfunktion von M.

Wir definieren nun ¢p := 0 und fiir 1 < j < s: t; := Zf;lo hi Ij := [tj—1,t;). Weiters sei
die Funktion .
U= Z [vk—1|1r, + |U5|1{ts}
k=1
gegeben. Sei nun t € [ := (Uj‘:1 Ij> U {ts}. Dann gilt (da Jo<j<s—1 t € Ij41 oder
t=ts):
tr+1

Jj—1 Jj—1
z9(t):\vj|SA—i—BZhn\UK\:A—i—BZ/ I(r)dr
k=0 k=0"1

t t
:A+B/]19(T)dT§A+B/ I(7)dr,
0 0

und nach Lemma [2.4] gilt:
j—1
|vj| = 9(t;) < Aexp(Bt;) = Aexp(B > _ hy),

k=0

was zu beweisen war.

Ein weiteres Resultat, diesmal aus der linearen Algebra, welches im Beweis des Haupt-
satzes der Theorie allgemeiner m-Schrittverfahren eine mafgebliche Rolle spielt, betrifft
die Form des charakteristischen Polynoms einer bestimmten Matrix.

Lemma 2.5 Sei fir ein 1 < m € N (a;)j=0,..m—1 € R™ gegeben, und die Matriz A €

R™*™ seqi definiert durch
0 1 0 0
A= : ' _ 0
0 . 0 1
—ap —aip —ag ... —Qm—1

Dann gilt:

m—1
XA(t) = det(tEy — A) = mp (t) = t" + Y ajt?
§=0
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Der Beweis ist einfach und erfolgt z.B. induktiv (nach m). Er sei hiermit dem interes-
sierten Leser iiberlassen.

Nun kommen wir zu einem der wichtigsten Ergebnisse aus der Theorie der Mehrschritt-
verfahren, das uns erlaubt, aus der Konsistenz mit Ordnung p und der Nullstabilitéit des
Verfahrens auf die Konvergenz mit ebenderselben Ordnung zu schlieffen. Diese Aussage
stiitzt sich auf das nun angefiihrte

Lemma 2.6 Fir ein nullstabiles m-Schrittverfahren mit im Sinne von lipschitzste-
tiger Verfahrensfunktion o gilt:

maxagtgb—hm HU(’% h) ”)

. V| < P — i
oo g g~ o(6)] < K (s g =)+ o

0<j<m—

Beweis: Wir behandeln den Fall N=1. Die Maximumsnorm ermdglicht dann, durch Be-
trachtung der Komponentenfunktionen den allgemeinen Fall auf den speziellen zuriick-
zufithren. Im Folgenden sei || - || = || * [|co-

Vorab ein paar Definitionen (h = b_Ta):

Yo<j<n  Yji=y(t;) = yla+jh) ej:=u;— vy,

\v/()gjgnfm n; = n(tjv h) = (Z aky(tj + kh)) _hgp(tja y(tj)a y(tj+h)7 v 7y(tj+mh)v h)

k=0
Damit gilt:
m wWj
Z Q€4 = h (@(tﬁ Ujy Ujt1ye--y Ujdm, h) - Sp(tja y(t])7 y(t] + h)? ceey y(t] + mh)7 h)) —nj
k=0
(33)

Dies 14ft sich in folgende Form bringen:

€j+1 0 1 0 ... 0 e; 0

€it2 : : €j+1 0

= .. . 0 +
0 o K
Ci+m e Tam Tan e T €j+m—1 o
5;1 =: & F;

Nun gilt aber nach Lemma [2.5

1 m—1
_ _m k
xA(t) =mp(t) =t + 7am kgo oyt”,
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was zur Folge hat, dass die Eigenwerte von A den Nullstellen des erzeugenden Polynoms
p entsprechen. Laut Voraussetzung geniigt dieses jedoch der Dahlquistschen Bedingung,
womit sich auf A Lemma anwenden 1aft. Wir konnen also M > 0 als obere Schranke
fiir {||A7]||j € No} annehmen. Weiters gilt:

j—1

E=Ag+Y AFE  0<j<n-m+1 (34)

k=0
welches durch Induktion nach j bewiesen wird: Fiir j = 0 ist nichts zu beweisen. Sei also
fiir ein beliebiges 0 < j < n —m bewiesen. Dann gilt:

Jj—1 J
Eip1 = Agj +F; =1v A (Ajgo + Z Aj(kJrl)]:k) +F; = Aj+150 + Z Ajfk]:k
k=0 k=0

Was wiederum die Abschétzung

-1
1€l < M (Hgo\l +> ka\> (35)

k=0
bedingt. Bleibt noch der zweite Summand der rechten Seite von abzuschitzen:

m
o 17l = i —wil < mmax o] + Rl Y lensa

=0
< hL,|E hL,||&
< g max fnel + mhLollEkl + hLol €l
was durch Summation auf
j—1 Jj—1 j—1
jom| D I Fall <5 max | +mhLy Y |IE]l + hLg (Z €] + ||5j||>
k=0 == k=0 k=0
-1
< h 1)L hL ;
<0 Juss el bt DL S 6l + LIS

=y

fithrt. Nun gilt mit (35) und h < H € Rsg, wobei H < ]‘ggl (0.B.d.A L, > 0):

j—1
1€l < M (I!50|| +) Hﬂ\l)

k=0

1 -
< .
<M (H%H + [noggg_n!nk\ +hy D €] + thHQHD

[evm| k=0

hML 1 i1
s(1- =g < M (nsou o [noggln}f el + Ry kaII])

|| || =0
HML hML
und 0 < (1 — 2y < (1 - —-%)
|| |
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Folglich gilt:

M Mh
It < 5 (16l + 2w nk|)+cvkzo||sku,

woraus mit Lemma, [2.4] folgt:

M(b—
(el + 2 o el esp (22205

<M

C

M (b—a) M —a)
C(||eou+ i 0<%n|nk|) exp( ; 7)
<M

e

(1ol + s, oo, el e (0-a) [1+22))

h|ay,| a<t<b—hm

151 <

Unter Beachtung der Definition von &;, 0 < j < n —m + 1 ist die Behauptung des
Lemmas damit vollstindig bewiesen.

Satz 2.1 (Korollar zu Lemma [2.6)) Ein nullstabiles m-Schrittverfahren mit im Sinne
von lipschitzstetiger Verfahrensfunktion und Konsistenzordnung p € R>q ist konver-
gent von derselben Ordnung.

2.3 Konsistenz linearer Mehrschrittverfahren

in diesem Abschnitt wollen wir ein einfaches Konsistenzkriterium fiir lineare m-Schrittverfahren
angeben, das sich einerseits auf Differenzierbarkeitseigenschaften von f, andererseits auf
bestimmte Relationen zwischen den Koeffizienten der erzegenden Polynome E;n:o o’

und Y7, Bjal stiitzt.
Lemma 2.7 Fulls zu einem gegebenem linearen m-Schrittverfahren

D opuipr =Y Bef(ti+ khugg), 0<I<n—m
k=0 k=0

und p € N die p + 1 Gleichungen

m

> (Ko — vk ') =0, 0<v<p
k=0

erfullt sind, so ist das Verfahren konsistent mit Ordnung p.
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Der Beweis verwendet, wenig iiberraschend, das essentielle Hilfsmittel der numerischen
Approximation gew. Differentialgleichungen: die Taylorentwicklung der exakten Lsung
y. Da y als Losung von ¢/ (t) = f(t,y(t)); y(a) = yo p+ 1 mal differenzierbar ist, haben
folgende Talorentwicklungen in ¢ € [a, b] Giiltigkeit:

l/

gt +kh) =S 2

p
k”h” + O(hPTY,
=0

P vt P )
/ _ Y (t) vyv _ Y (t) (v—=1)3(v—-1)
y (t+kh) = 50 —r E'RY + O(hP) = Eol/ k h + O(hP)

Nun gilt fiir den lokalen Verfahrensfehler:
h) =Y opy(t+kh) =Y Bef(t+kh, y(t+kh)) =Y apy(t+kh)—h > Buyf (t+kh) =
k=0 k=0 k=0 k=0

P () &
3 h”y Z apk? — vBek@ D) +O(RPHY),
v=0 k=0

=0

was den Beweis vervollstandigt.
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2.4 Ausblick auf spezielle Mehrschrittverfahren

In diesem kurz gehaltenen Abschnitt wird versucht, einen kleinen Einblick in eine Idee zu
verschaffen, der eine Vielzahl spezieller m-Schrittverfahren zugrundeliegt. Man bedient
sich bei der Konstruktion der erwéhnten Verfahren der folgenden Eigenschaft der exakten
Losung y des Anfangswertproblemes (I)):

Vevewy y(t) — y(t) = /  (r)dr = / f(r,y(r))dr (36)

Man versucht nun, im j-ten Schritt des Verfahrens durch geeignete Polynome P; den
Verlauf von f(¢,y(t)) anzundhern und definiert schliesslich:

tj+m
u]‘+m — u]'er,l = / 73]‘ (37)

titm—1
Es bezeichne I := {f : R — RNHaO,al,_._,ameRNVteR f) =30t ant”}.
Beispiel 8 (Adams-Moulton-Verfahren) Fir 0 <j <n-—m, 0 <k <m setze man
fitk = f(tjsn, ujrr). Pj € I sei gegeben durch
Vo<k<m  Pji(tj+k) = fit-

Anwendung von liefert dann das Adams-Mowulton- Verfahren m-ter Klasse. Hier-
zu eine Illustration:

4
Pilt)

f:.i R S R A R S R S R R R S Iern SRR S ,

Ficra s o R O T S AR A R R T R SRR AR ;

IR , P =]

L .
Fi

¥

Livr tiya tita Ljm

Das Adams-Moulton Verfahren
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Mit ein wenig Interpolationstheorie und sonstigem technischen Aufwand 1a#t sich folgen-
der Satz beweisen:

Satz 2.2 Das Adams-Moulton-Verfahren m-ter Klasse ist linear, nullstabil und im Falle
der (m~+1)-fachen stetigen Differenzierbarkeit von f konsistent mit Ordnung m + 1.

Der Beweis findet sich z.B. in [I], wo auch &hnlich strukturierte Verfahren unterschiedli-
cher Konsistenzordung vorgestellt werden.
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