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1 Gewohnliche Differentialgleichungen

Eine (gewohnliche) Differentialgleichung (DGL, englisch: ode) ist eine Gleichung, welche eine
Funktion sowie deren Ableitung(en), enthélt. Anders ausgedriickt ist eine DGL eine Gleichung
der Form

F (‘,L‘7 y?y/7 A 7y(n)) = O’

wobei y = y(x) eine von z abhéngige C"-Funktion auf einem Intervall I ist (d. h. y € C™(1))
und v/, 3", ..., y™ dementsprechend die Ableitungen vy’ = d%y, Yy = Cf—;zy, oy = (ﬁg—:y sind.

n nennt man die Ordnung der Differentialgleichung. Hat eine Differentialgleichung die Gestalt

y" (2) = f (z,y(2),y (2),....y" Y (2)),

so liegt sie in Normalform vor. Eine Funktion y, welche eine solche Differentialgleichung
erfiillt, heiftt naheliegenderweise Lésung der Differentialgleichung. Die Lsungskurven einer
Differentialgleichung nennt man Trajektorien. Es kann durch aus mehrere geben, welche dann
eine Schar bilden. Da fiir Differentialgleichungen Anfangswerte y(zo) = yo, v (z0) = ),
sy o) = y"™) vorgegeben sein kénnen, bezeichnet man zur Unterscheidung die ali-
gemeine Lésung (ohne diese) mittels y(z; ¢y, ..., ¢,) mit freien, aber konstanten Parametern
Cly eeey Cp.

Als erste ,Grobeinteilung” fiir eine Differentialgleichung erster Ordnung in Normalform lassen
sich folgende Fille betrachten:

y (x) = f (z,y(z)) ny(x):&y(x):/xof(t)dHc

Steigung : y(z)
Y (o) P —
/ k
/

z z
/ Z0 Zo

Dies ist eine Differentialgleichung erster Ord- Hieran sieht man, dass die allgemeine Losung

nung in ihrer allgemeinsten Form, 3y’ héngt einer Differentialgleichung im Allgemeinen

sowohl von y als auch von z ab. nicht eindeutig ist, sondern beispielsweise nur
bis auf additive Konstanten.
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- ¥ —¥ — Y — — —

“Isokline

Differentialgleichungen dieser Form, bei

Die sogenannten ,Isoklinen® sind bei einer sol-
chen graphischen Darstellung Kurven, entlang
denen die Steigung y'(z) konstant bleibt. Das
Tripel (z,y,vy") = (z,y, f(x,y)) ist ein Lini-
enelement, die Menge aller Linienelemente
heifst Richtungsfeld. Richtungsfelder erlau-
ben eine geometrische Losung: In einem Punkt
(x0,y0) wird die Losungskurve durch diesen
Punkt durch eine Gerade durch diesen Punkt
mit Steigung f(xo,y(x¢)) approximiert. Folgt
man nun den durch das Richtungsfeld vorge-
geben Richtungen, erhdlt man nicht unbedingt
die exakte Losungskurve, aber eine gute Vor-
stellung, wie diese ungefahr aussieht.

denen f nicht von der freien Variablen
abhéngt, heillen autonom.

Die bisherigen Skizzen sind jedoch nur exemplarisch, bei einer qualitativen Analyse von Diffe-
rentialgleichungen lassen sich verschiedenste Verhalten der Losung(en) beobachten, wie folgende

kleine Auswahl zeigt:

Y =y

In diesem Falle wére die allgemeine Losung
1}2
zum Beispiel y(z;¢) =c-e7.

v =2y—y’
— Nullstelle bei y = 2 (Ruhelage)

y =ky* k>0

g

:

Hier ist die allgemeine Losung y(z;c) = ——,

die Losungskurve hat eine vertikale Asymptote
bei r = 7.

Eine solche Situation, bei der sich die
Losungskurven der Kurve einer Losung ¢ (hier
y = 2) asymptotisch (r — oco) anndhern wird
Trichter genannt. Entfernen sie sich, liegt ein
Antitrichter vor.

Erfiillt eine Funktion die Differentialgleichung v/'(z) = f (x,y(z)), x € I (I Intervall) nicht,
kann sie immer noch einer Art ,Differentialungleichung® geniigen: Ist fiir eine Funktion «
a(z) < f(z,a(x)), z € I, so ist @ Unterfunktion. Eine Funktion 5, welche f(x) > f (z, 5(z))
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erfiillt, heifst entsprechend Oberfunktion. Gilt:

e a(x) < f(z) auf einem Intervall I, so bildet der Bereich a(z) <y < B(x) zusammen mit
I einen Trichter.

e a(z) > [(z) auf einem Intervall I, so bildet der Bereich a(z) > y > f(x) zusammen mit
I einen Antitrichter.

e a(x) < f(x) (Trichter) und ist y'(z) = f (x,y(z)) Losung der DGL mit a(z*) < y(z*) <
B(x*) fir ein z*, so ist a(x) < y(x) < B(x) fur alle z > 2*.

e a(x) > B(x) (Antitrichter), so existiert (mindestens) eine Losung y(z) von ¢’ = f (z,y),
welche f(z) < y(z) < a(z) fiir alle x € I erfiillt.

Eine genauere Betrachtung des Verhalten von Losungen, speziell von deren Stabilitét, erfolgt
jedoch erst spéter. Vorher soll erarbeitet werden, wie derartige Gleichungen gel6st werden kon-
nen. Als Referenz-Literatur sei auf die Quellen [1]-[6] verwiesen.

1.1 Elementar losbare Differentialgleichungen

Im Folgenden sollen verschiedene Klassen elementar 16sbarer Differentialgleichungen sowie ihre
(allgemeinen) Losungen betrachtet werden.

(1) ¥’ = f(2): Der Losungsansatz ,,F'(z) + ¢ = [ f(x)dz* fihrt auf y(z;c) = F(z) + ¢, wobei
¢ konstant und F'(z) beliebige eine Stammfunktion zu f(x) ist.

(2) v = f(y): Der Losungsansatz ,dy(z) = f(y(z))dx* fiihrt < f%dy _ fdx“) auf

F(y) = x + ¢, wobei ¢ erneut konstant sowie F'(y) beliebige Stammfunktion zu ist.

f(y)
(3) ¥ (z) = f(x) g (y): Der Losungsansatz ,, [ ﬁdy = [ f(x)da* fithrt auf G (y) = F () +¢

mit beliebigen Stammfunktionen F'(x), G(z) von f(x) bezichungsweise ﬁ. ¢ bezeichne

wie gehabt eine Konstante.

(4) v/ (x) = f (a + by + ¢): Durch die Substitution u = a:z:+by—|—c erhélt man die Differential-
oy du = [ da* liefert (siehe
L nach Rucksubstltutlon folglich

gleichung v’ = a+ by’ = a+ bf(u). Der Lésungsansatz o)
F(u) = 2 + k mit F(u) Stammfunktion zu
Flax +by+c)=x+k.

+bf a+bf(u)

(5) ¥ = f (%): Durch die Substitution v = ¥ (d. h. y = uz und somit y' =« - z + u) erhélt
man fiir v die Differentialgleichung f(u) = v’z + u beziehungsweise v'z = f(u) — u.
Bezeichnet F ( ) eine Stammfunktion von m, so erhdlt man analog zu mittels

o tdr = J Fay—adu’ als Losung log(z) + ¢ = F'(u) und somit F'(¥) = log(x) + ¢

Beispiele:

(Zu Gegeben sei
Y (x) = (z+y)°
Substitution: u=z+y = v =1+4+y =1+’

Ansatz: .
1
/ du = / dx
L) 14+u?

arctanu=x+c¢ = wu=tan(r+c¢) = y=tan(r+c)—x
Seite 6
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(Zu Gegeben sei

Substitution: u = £ L g70 Y =uzx

Folglich (wegen y' = v/z + v und somit u — % = vz + u):

1
—ulu = bzw v = ———

T xu?
Losung (siehe |(3))):

3
—%zlogx+c = u'=-3logr —3c =

u=—+/3logr+3c = y=—xv3logx+3c

Ein weiterer elementar losbarer Differentialgleichungstyp ist der Folgende:

(6) v = p(z)y + q(x): Eine Gleichung dieser Form nennt man inhomogene, lineare Diffe-

rentialgleichung. Thre Losung setzt sich aus zwei Komponenten zusammen:

a)

Der Losung der homogenen Gleichung y' = p(x)y: Der aus bekannte Ansatz
Wp(w) = [ Ldy = [p(a)da” fithet auflogy = [ p(x)dz+c. Somit lautet die Losung

y = el p)is

beziehungsweise (nach ,Umtaufen” von ¢ und Definieren von P(x) := ;2 p(z)dz)

Yhom. (.T, C) =C: eP(a:)

Allgemeine Losung der homogenen Gleichung

(Streng genommen wurde bisher nur gezeigt, dass Funktionen dieser Form Losungen
der homogenen DGL. darstellen. Betrachtet man jedoch zwei C'-Funktionen w, usy
mit uy # 0, so lasst sich durch Differentiation des Quotienten leicht verifizieren, dass
tatséchlich jede Losung diese Form hat.)

Einer partikularen Losung y, von

Yp = p(@)yp + q(x)

Da fiir zwei Losungen y1, y» die Differenz stets die entsprechende homogene Gleichung
erfiillt, geniigt es, eine spezielle Losung y, zu kennen, um alle Losungen darstellen
zu konnen. Eine solche findet man iiber die sogenannte Methode der Variation
der Konstanten: Der Ansatz hierfiir lautet ,c(x) - e/ P®4% (In diesem Falle hingt
die ,Konstante ¢ also von x ab.)

Durch Ableiten erhélt man:

y;(a:) = C/(J}) € ;0 p(x)dx + C(x)p(x)e zgi) p(x)dx —
= p(x)yp(z) + q(z)

Wegen c(a:)p(:p)efzﬁp(x)dx = p(x)y,(x) folgt hieraus ¢(x) = eif;ip(x)dxq(x) und

somit: . ,
co(z) = / q(t)e” Lo p(s)dsdt

zo
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Kontrollrechnung:

Yp()

/ac q(t)e_ fgjo p(8>d8dt ) efzxo p(x)dx

zo

Y

Zo

= p(2)yp() + q(z)

Aus diesen beiden Teilen ergibt sich als allgemeine Losung:

Yinh. (Q?, C) = Yhom. T+ Yp =
=cC- Gfxxo p(ﬂf)dx + e‘f;o p(l’)dl’ . /x q(t)eifxto p(S)det —

Zo

_ Jop(2)de (C . /w o)L P t)

Zo

beziehungsweise, mit den Bezeichnungen P(z) = f;; p(x)dz und Q(z) = ffo q(s)eP)ds,

Allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung

Yinm. (75 ¢) = 7@ . (C + Q(x))

Beispiel:

/

y=ay —i—\b/, a, b konstant
=p(z) =q(z)

Homogene Gleichung: ¢’ = ay mit allgemeiner Losung y(z) = ce® (siehe |(1))
Partikulére Losung:

yp(r) = oJo pla)da /x q(t)e_fotp(s)dsdt

Zo

x T t
:efo adx_/ be_fo adsdt
0

(Der Summand g kann in der allgemeinen Losung weggelassen werden, da er als Teil der
additiven Konstanten ¢ gesehen werden kann.)

Der in [(6)] vorgestellte Losungsweg ist zwar fiir Differentialgleichungen der Art y/(z) = p(z)y +
q(z) der am vielseitigsten Verwendbare, jedoch nicht immer der einfachste. Fiir einige Klassen
von Féllen lasst sich die Losung mithilfe der Methode der unbestimmten Koeffizienten
schneller bestimmen, falls p konstant ist. Je nach ¢(z) lautet das allgemeine Schema hierfiir:
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q(x) yp()
asinz + [fcosx asinx + bcosx
a+ Br+vyx?+ .. | a+br+ca®+ ...

. pBz

ae,@’x a-e 757&29

ax-ePr B=p

Die Koeffizienten lassen sich anschliefend durch die Bedingung y, = py, + ¢(z) bestimmen.
Einige Beispiele sind:

y'(z) = ay(w) + q(=) | Yp()
Y =y+sinz —3 (sinz + cos )
Y =y+ a? — (24 2z + 2?)

yl — eQm %e2m

1.2 Bernoulli- und Riccati-Differentialgleichung

Unter einer Bernoulli- Differentialgleichung versteht man eine Gleichung folgender Form:

V+g@y+h(@)y* =0azla#0
Multipliziert mit (1 — «)y~* ergibt sich die Gleichung

1-a)y™y +g(@)1—-a)y' ™ +h(z)(1-a)=0
Diese kann wegen der Identitdt (1 — )y ®y = (y'~*)" mittels der Substitution u = y'~* in
eine inhomogene, lineare Differentialgleichung umgeschrieben werden:

u'+ [g(z) (1 —a)]u+ [h(z) (1 —a)] =0

N J/ (. J/
TV TV

—p(x) —q(z)

Hat man diese Gleichung auf einem der im vorherigen Kapitel beschriebenen Wege gel6st, er-
1
hélt man durch anschliefiende Riicksubstitution von y = uT-+ eine (allgemeine) Losung fiir y.

Beispiel 1.2.1:

1
/ 1 4:0
Yy + (1+x)y+( +2)y
In diesem Falle ist oo = 4.

Multiplikation mit —3y~* liefert:

B 1
—3y Yy + (H——x) y+(1+z)yt=0

Substitution u = y=3:

1
-3 -3(1 =0
" (1+x>u (1+2)

— Dies lésst sich zu einer inhomogenen DGL umformulieren:

W= +3(1+ax)
— u X
14+
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a) Homogene Gleichung: u' =3 (14%95) u=>0

Losung (siehe |(3))): u=c(l+z)’

b) Partikuldre Losung:
Der Ansatz u,(z) = c(z) (1 + z)* liefert (siche |(6))):

uy(r) = —3(1 + z)?

Somit lautet die allgemeine Losung fiir u : u(z;c) = ¢(1 + x)3 — 3(1 + x)?, die allgemeine
Losung fiir y entsprechend

(@) = 1 1
i e/u(x;c) \3/0(1+a:)3—3(1+:c)2

Mit Hilfe dieser Gleichung kann man (haufig) auch Losungen fiir eine weitere spezielle Gat-
tung von Differentialgleichungen finden, die sogenannten Riccati-Differentialgleichungen.
Dies sind Gleichungen der Form

y' = gla)y + h(z)y? = k(z)

Zu ihrer Losung verfolgt man den Ansatz y(z;c¢) = ¢(x) + u(z;c), wobel u eine noch zu
bestimmende Funktion ist und ¢ eine bereits bekannte, spezielle Losung (welche man z. B.
durch Raten gefunden hat). Da

O +u' + gy + hy® + gu+ ho® + hu? + 2puh = k

gelten soll, lisst sich das Problem durch Subtraktion von ¢’ + gy + he? = k auf das Losen der
Bernoulli-DGL
u' + gu + hu? + 2puh = v’ + (g + 2ph)u + hu* = 0

reduzieren. Lésst sich dies 16sen, so hat man alle Losungen gefunden.

Beispiel 1.2.2:

2 +1 1
Yy + y— -y =z+2
T T

Eine Losung ist die Funktion ¢(x) = x
Ansatz: y(z;c) = z + u(z; ¢). Reduziert auf eine Bernoulli-DGL mit o = 2 ergibt sich:

2 1 1 1
u'+(w+ +2x(——)>u——u2:
T T T

1 1
w4 —u——u?=0
Tz

Die Substitution z = % liefert: 2" — %z + i = 0 Die allgemeine Losung des homogenen Teils
o 1

~z = 01ist 2(z) = cx, eine partikuldre Lésung 2,(z) = 1. Somit lautet die allgemeine
Losung der inhomogenen DGL
2(z;¢) =1+ cx,
woraus sich durch Riicksubstitution u(z;c) = H% ergibt. Die allgemeine Losung der Riccati-
Gleichung ist folglich
1
y(x7c) —.T“— 1+C$
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1.3 Implizite Differentialgleichungen erster Ordnung

Eine Differentialgleichung der Form
F(z,y,y) =0

mit F € C(D), D C R? heift implizite Differentialgleichung. Jede Differentialgleichung in
Normalform, d. h. der Gestalt ¢y = f(z,y) (auch als explizite DGL bezeichnet), kann durch
Subtraktion von f(x,y) auf beiden Seiten in eine implizite Differentialgleichung umgewandelt
werden. Umgekehrt ist dies jedoch nicht zwingend der Fall, wie das Beispiel

0=F(z,y,y) =W -1 *+y—a2=0 (1.3.1)

zeigt. Sei nun p = y'. Da VF(z,y,p) = (1,—1,2(p — 1)) gilt und somit F,(0,0,0) = —2 und
ferner F' € C*°(R) ist, ldsst sich der Satz iiber implizite Funktionen anwenden:

Satz 1.3.1 (Implizite Funktionen, R™):

Sei D offen R™ x R™ und F' € C*(D,R!). Ferner sei (zo,40) € W (79 € R™, yy € R"), so0
dass

(i) F(zo,y0) =0

(ii) a% € L(R™ R ein Isomorphismus ist.

Dann existieren offene Umgebungen U C R™*™ von (zg, yo) und V' C R™ von (x() sowie ein
eindeutig bestimmte g € C*(R™ R"), sodass

(z,y) eUNA f(z,y) =0

und
reV ANy=g(x)

aquivalente Aussagen sind. Ferner gilt

24(0) = - (5 F@90)  5Fg@)oev

Angewandt auf obiges Beispiel (m = 2,n = 1,z = (x,y),y = p) folgt wegen F(0,0,0) =
0,F,(0) = —2, dass F' in einem Ball B,(0,0) (r > 0) lokal mittels einer C*°-Funktion ¢ nach
p auflosbar ist, d. h. dass F(z,y,p) = 0 eine Funktion p = g(x,y) definiert. Aus der (globa-
len) Glattheit folgt insbesondere, dass g auf einem beliebigen Rechteck R := [—a,a] x [—b, ],
welches komplett in B,.(0) enthalten ist, stetig differenzierbar ist. Wie in Kapitel gezeigt
werden wird, garantiert dies die Losbarkeit der Differentialgleichung F(z,y,vy’) = 0 unter der
Zusatzbedingung y(0) = 0 auf einem Intervall J C [—a, a]. Der Satz tiber implizite Funktionen
hat jedoch ein kleines Manko: Weder er selbst noch sein Beweis sind konstruktiv. Durch ihn
kann man unter gewissen Voraussetzungen nur die Existenz einer Losung herleiten. Sollte v’
nicht isolierbar sein, so wird diese Schwierigkeit, eine solche zu finden, durch ihn nicht behoben.

Nichtsdestotrotz heifst dies noch lange nicht, dass man keine Losung der Differentialgleichung
angeben kann. Ein methodischer Ansatz besteht darin, x und y in Abhéngigkeit von p zu
definieren, d. h. x = z(p),y = y(p). Setzt man & = dipx(p),y = dipy(p), so gilt: y =9/ - & = pi.

Ist I stetig differenzierbar, so ergibt Differentiation nach p

0=Fa+ Fy+F,=Fs+Fy+F,
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Wegen y = pz,z = % folgt hieraus durch Subtraktion von F,, und anschliefender Division von
F, +pk,
Fy . pE,

po— P
F, + pF, Y= TF, +pF,

vorausgesetzt, F, + pF, # 0. Aus diesen Gleichungen erhilt man nun Lésungen z(p), y(p),
welche eine parametrisierte Form der Losung darstellen. Unter Umstédnden lassen sie sich ferner
derart auflosen, dass sich y in Abhéngigkeit von x schreiben l&sst.

Beispiel 1.3.2:

Ersetzt man in Gleichung (1.3.1)) ¥/ durch p, fiihrt dies auf
0=p-1°4+y—z=0

Hier ist F, = —1, F, = 1 sowie F,, = 2(p — 1). Somit ergibt Differentiation nach p:

0=Fi+Fy+F=2p-1)+79— ()
Mittels der Substitution ¢ = pz ergibt sich:

2(p—1
—1+p

Die Losungen dieser Differentialgleichungen lauten

2(p) = =2p+c1, y(p) = —p* + & (1.3.2)

Aufgeldst nach p entspricht ersteres p = ¢; — %x, woraus sich

y(w) = —(er - 50+

ergibt. Wegen (y' — 1)? = ((c1 — 22) = 1)? = (c1 — 32)* — 2(c; — 32) + 1 ergibt sich aus

(v — 1)> + y — 2z = 0 die Bedingung 1 + ¢y — 2¢; = 0, also ¢y = 2¢; — 1. Man erhélt

1
y(l’) = —(Cl — 5.’17)2 + 201 -1

Manchmal ist es jedoch moglich und einfacher, 3’ zu isolieren, und die Differentialgleichung
so in eine explizite Umzuwandeln:

Beispiel 1.3.3:

Gegeben sei
0= F(z,y,y) =1y?— 42°

Hier ist F), = 2p, die Gleichung also eindeutig aufldsbar, falls p # 0. Dies lésst sich unmit-
telbar umstellen zu

y'(z) = p(z) = £V42? = +2x
Die Losungen der Differentialgleichung lauten folglich
yi(z) = —2° 4+ ¢;
yo(z) = 22 + ¢
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1.4 Totale Differentialgleichung

Zur Motivation des folgenden Kapitels soll folgendes Beispiel betrachtet werden:

Y+ =0
y

Lost man diese Riccati-Gleichung auf dem im vorherigen Kapitel beschriebenen Wege, erhélt

man als allgemeine Losung
y(x;c) = Ve — 22

Das Problem hierbei: Diese Losung existiert
nur im Intervall (—c,c), fir z = +4/c ist y/
nicht definiert, die Differentialgleichung folglich
sinnfrei.

Um dieses Problem zu umgehen, kann man
die Kurve in impliziter Form angeben, d.
h. F(z,y) = C, wobei man Darstellung der
Differentialgleichung anpasst:

Anders ausgedriickt, fasst man die Gleichung nicht mehr als DGL der Form y' = f(z,y) auf,

F F
sondern als DGL der Form dz = (8—> dx + (8_) dy =0
ox Jy

g(z,y) h(z,y)

Differentialgleichungen der Form
g(,y)dz + h(z,y)dy =0 ()

nennt man ezakt bzw. total, sofern eine Funktion F(z,y) mit & = g(z,y) und %—5 = h(z,y)
existiert.
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Bemerkung: Ist die DGL von der Form
g(x)dz + h(y)dy

mit stetigen Funktionen g : R — R/ h : R — R, so ewxistiert fiir jedes kompakte Rechteck R
eine Funktion F, sodass I, = g und Iy = h in R gelten. Die allgemeine Losung ist in diesem
Falle durch G(x)+ H(y) = C gegeben, wobei G(z) und H(y) Stammfunktionen von g, h, C' eine
Konstante ist. (F(x,y) wdre entsprechend durch F(z,y) = G(z) + H(y) gegeben.)

Beispiel 1.4.1:

Gegeben sei die Differentialgleichung

22 dz—9y>dy

N——
g(x) h(y)

Geeignete Stammfunktionen sind G(x) = 2? und H(y) = —3y3, somit lautet die allgemeine
Losung in impliziter Form 2% — 3y3 = C.

Beispiel 1.4.2:

Nun sei die Differentialgleichung

z cos(y)dz + Vo + 1sin(y)dy =0

gegeben. Fiir x > —1 und y # :I:%”, k € Ny lasst sich dies Umschreiben zu

x sin(y)
d dy = 0.
Va+1 v cos(y) Y

In imliziter Form lautet die allgemeine Losung also

% (x —2) Vo +1+log(|cos(y)|) = C

Satz 1.4.3:

Die Funktionen g, h seien im Gebiet D C R? stetig und es gelte g> + h? > 0 in D. Sei
F € CY(D) eine geeignete Stammfunktion (d. h. g = g—i,h = %—5). Dann erhilt man
durch auflssen von F(z,y) = ¢ simtliche Losungen der exakten Differentialgleichung ().

Bemerkung: Fine Differentialgleichung v' = f(x,y) ldsst sich in der Form schreiben,

sofern f(xz,y) = —igzzi = —?zgig fiir geeignete g, h, F qilt. Die allgemeine Losung ldsst sich

dann mittels F(x,y) = ¢ angeben. Sind Anfangswerte vorgegeben, so berechnet sich ¢ durch
c= F<I07 ?JO)

Beispiel 1.4.4:

Passt man im zur Motivation angefiithrten Beispiel die Darstellung von 3’ + % an, so fithrt
dies auf
xdr +ydy =0
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Eine passende Stammfunktion ist F'(z,y) = 3 (2? + y?). Die allgemeine Lésung in impliziter
Form lautet folglich
(ZL’2 + y2) =c

(Der Faktor 3 ist in der unbestimmten Konstanten ¢ enthalten). Im Gegensatz zu y(z) =

++/c — 2% ergibt diese Darstellung auch fiir x = +4/c¢ Sinn.

Beispiel 1.4.5:

Betrachtet werden soll die DGL
(2zy)dx + (2 — 1) dy =0

In diesem Fall ist g(z,y) = 2z und h(z,y) = 2*> — 1. Eine geeignete Stammfunktion ist
folglich F'(z,y) = (2? — 1) y. Somit ist

(xz—l)y:c

die allgemeine Losung der DGL (2zy)dz + (2 —1) = 0. Als Funktion y(z) aufgefasst:

y(z) = == mit zugehdriger DGL ¢’ = — (:3%5) y (wegen ,,g—g = —w%:”_yl“)

Satz 1.4.6:
Gilt zuséatzlich zu den Voraussetzungen des letzten Satzes, dass D einfach zusammenhén-
gend ist sowie g, h stetig differenzierbar sind, so existiert eine Stammfunktion F' mit der
Eigenschaft

Fo(z,y) = 9(@,y), Fy(z, y) = h(z,y)

genau dann, wenn
dg oh
8—y(937y) =5, (&)
erfiillt ist. Man erhélt eine solche iiber das Kurvenintegral

(z,y)
// g(7,y)dr + h(z,v)dv
(

70,Y0)

Beispiel (Fortsetzung):

gla,y) =2ry  h(z,y) =2" -1
dg oh

—(ZL‘,y) =2z = %(ZL‘,Z/), (:E7y) € R?
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Nutzt man die Wegunabhangigkeit des Kur-
venintegrals aus und integriert entlang des
’;‘(CU» Y) links skizzierten Weges, so ergibt sich:

(z.y)
F(z,y) // 27yd7’+(a:—1)d
(z0,90)

’
= / (27yo)dT + / (> = 1)dv =
______ % xo Yo

(z,v0) = (332 — 33(2)) Yo + (gjz — 1) (y — yO) =
= (¢® = 1)y — a5y + o

Manchmal ist es auch moglich, eine DGL der Form ¢(z,y)dz + h(z,y)dy = 0 zu lésen,
wenn diese nicht exakt ist (d. h. g, # h,), ndmlich dann, wenn man eine Funktion M (z,y)

findet, sodass die DGL (M

(x,y)g(z,y)) dz + (M (z,y)h(z,y)) dy exakt ist. Ein solches M wird

FEulerscher Multiplikator genannt.

Wegen (Mg), = (Mh), ergibt sich die Bedingung
Myg+ Mg, = Myh + Mh,
Hierzu lassen sich folgende zwei Ansétze betrachten:

e Man nimmt an, M hdngt nur von y ab.

In diesem Falle vereinfacht sich die Bedingung auf
M,g+ Mg, = Mh,

Lasst sich die hieraus resultierende Gleichung

d M, hy —g
—(logM) =~ ==+
dy( ) M g

16sen, hat man einen geeigneten Multiplikator gefunden.

e Man nimmt an, M hdngt nur von x ab.
Analog zu obigem vereinfacht sich die Bedingung auf

Mg, = Myh+ Mh,

Auch hier hat man mit der Losung der hieraus resultierenden Gleichung

M _ gy = ha

d

dx
einen geeigneten Multiplikator gefunden.

(xx)

Beispiel 1.4.7:

Gegeben sei

y dr+2xdy =0
< ~
:g(x y) Zh(l‘,y)

g Ooh

Diese Gleichung ist wegen 32 = 1 # 2 = 3= nicht exakt. Angenommen, es existiert ein
Eulerscher Multiplikator M = M (y). In diesem Falle fiihrt dies auf die DGL

d M, hy — 2—1 1
dy M g Yy Y

)

welche von M (y) = y gelost wird. Multiplikation der urspriinglichen DGL mit diesem Mul-
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tiplikator ergibt: .
9(x, y)dz + h(z,y)dy =0
mit §(z,y) = 3 und h(z,y) = 2zy. Diese Gleichung ist nun exakt, wie sich durch Nach-

rechnen leicht verifizieren lasst. Zur Bestimmung der Stammfunktion lasst sich der selbe
Jntegrationsweg” wie im letzten verwenden:

~ (:U,y) x i
F(z,y) = // y?dr + 2zvdy = / yodr +/ 2xvdy =
(0,90) o Yo

=y (@ —z0) + 2 (v* — v5) = Yy — woyp + xy” — 2y =
=xy*+ ¢
~—

2
—Z0Yy

Die Losungen der Gleichung erhélt man nun durch auflésen von F(z,y) = xy? = ¢, wobei
F(z,y) = zy? sei. (Anm.: Diese Funktion wird aufgrund ihrer Einfachheit verwendet, es
lieRe sich bspw. auch F(z,y) = xy? + 10 nutzen.)

Hieraus ergibt sich
_Jc ¢
"N o

In Normalform sidhe die DGL folgendermafien aus: ¢y = (——) Y

Dies sind zwei sehr einfache Ansétze, die jedoch nicht zwangslaufig erfolgreich sein miis-
sen. Doch auch wenn sie nicht zum Erfolg fithren, kann dennoch ein eulerscher Multiplikator
existieren, welcher von  und y abhéangt.

1.5 Losung von Anfangswertproblemen

Unter einem Anfangswertproblem (AWP, auch Cauchy-Problem genannt) versteht man ei-
ne Differentialgleichung, bei der zuséatzlich ein Anfangswert vorgegeben ist, den die gesuchte
Loésung annehmen soll:

{ () = (2, y() o

y(wo) = yo

Fiir Differentialgleichungen hoherer n. Ordnung (z .B. n.), werden dartiberhinaus Anfangsbe-
dingungen an die ersten n — 1 Ableitungen gestellt:

{ y"(x) = F(z,y(x),y (), ...y (2))
y(20) = yo, ¥'(20) = Y1, ., ¥ (@) = Y

Man 16st ein solches Problem, in dem man zuerst die Differentialgleichung 16st und anschliefsend
in die allgemeine Losung die Anfangsbedingung einsetzt, um einen konkreten Wert fiir die
Konstante ¢ zu erhalten. Hierbei stellen sich vor allem zwei Fragen:

1) Existiert eine Losung?
2) Ist diese Losung, sofern existent, eindeutig?
Um dies zu untersuchen, sei im Folgenden
o R={(x,y) € R?: |z — x¢| < a, |y — yo| < b} ein kompaktes Rechteck
o f:R? = R eine auf R stetige Funktion
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e M = max |f(x,
(mﬁy)€R|f( y)l

e o :=min{a, =

o Ji=[rg— a,x0+

Satz 1.5.1 (Satz von Peano):

Sei f: R — R stetig, dann existiert mindestens eine Losung zum Anfangswertproblem (x)
in J.

Beispiel 1.5.2:

Gegeben sei das AWP
y' =3y -2y
y(0)=0,4'(0) =1

Eine (die) Losung lautet y(z) = —e* + .

(Wie die allgemeine Losung einer Differentialgleichung n. Ordnung berechnet wird, wird im
Folgenden Kapitel erklért.)

Beispiel 1.5.3:

Y =2y
y(0) =0

Diese DGL hat die Losungen y(z) = 0 und y(z) = 2.

Zum Beweis von diesem Existenzsatz (sowie anderen) wird folgendes Theorem bendtigt:

Satz 1.5.4:
Sei f : R — R stetig. Die Funktion y : J — R ist genau dann eine Losung des Anfangswert-
problems, wenn sie folgende Integralgleichung erfiillt:

o) = / £t ()t

Beweis:
,2=" y sei Losung des Anfangswertproblems. Dann ist [ /(t)dt = [ f(t,y(t))dt, also

y(x) —yo = [ f(t,y(t))dt.
L= Sely(x) = yo—i—fgj} f(t,y(t))dt. Da f stetig ist, folgt, dass fgi f(t,y(t))dt stetig differen-
zierbar ist. Somit ist y(x) ebenfalls stetig differenzierbar. Es gilt ¥/(z) = 0+ f(z,y(x))

und y(zo) = yo + 0.
0

Motiviert durch diesen Satz sei folgender Operator definiert:

A C(J) = O, y(x) > (Ay)() = o + / " F e y()dt
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Hierbei ist C'(J) die Menge der stetigen Funktionen auf J, welche versehen mit der Maximums-
norm ||y, = ma}(|y(x)| zu einem Banachraum wird. Ferner sei folgende Teilmenge von C/(J)
re

definiert:
K={yeC():|ylx) —yo| <bVx e J}

Diese ist abgeschlossen und konvex, wobei letzteres im Folgenden bewiesen werden soll.
Seien hierzu y1,y, € K, d. h.

(©) ly1(z) —yo| < b, |ya(z) —yo| < bV € J.
Ferner sei & € (0,1). Es gilt (fir alle x € J):

Gy (v) + (1 — &) y2 (7) — yo| =
= lay (z) + (1 — &) y2 (z) — yo + dyo — ayo| =
. R R A-Ungl.
= |ay; (z) —ayo + (1 — &) (y2 (z) —wo)| <

. . (o)
< aly(r) —yol + (1 = &) [ya(w) — ol <

<ab+(1—a)b=b

Somit folgt ay, + (1 — &)ys € K Yyp,y2 € K, & € (0,1), womit die Behauptung bewiesen ist.
Der Operator A hat nun folgende Eigenschaften:

e A(K) C K. Beweis: Sei y € K. Dann gilt fiir beliebiges = € J:

(49) @) =l = |so+ [ ey @)=y < [ 1ty e]de<

b
a —
M

< fo — aul - g |70, y(0)] < 2 = min {7 b21 < b
TOSLST

Somit gilt Ay € K.
o A ist stetig. Beweis: Nach Voraussetzung ist f stetig auf dem Rechteck R. Damit gilt:

€
Ve>030>0:|f(x,y1) — [ (z,02)] < I

fir alle |y1 —y2| < 6 (y1,92 € [yo — b,yo + b]). Fiir beliebige Funktionen y, 2z € K mit
|y — 2|l < ¢ folgt somit

|l y(@) = fla, =) < o= Voed
Somit folgt fiir den Operator A mittels
(Ay) (@) = (42) (@)] < & — ol - max |F(t,y(t)) = £(t,2(0)] < gVa: cJ

ro<t<z
£
1Ay — Azl = max[(Ay)(z) — (A2)(z)] < 5 <e
fir alle y, 2z € K mit |ly — z|| , <.

e A ist beschriankt: Betrachtet man im Beweis zur ersten Eigenschaft anstatt |(Ay)(z) — ol
nur |(Ay)(z)|, ergibt sich mittels Dreiecksungleichung

(Ay)(2)| < yo + oM

e Ay ist sogar Lipschitz-stetig auf J fiir beliebiges y € K: Fiir alle zy, 25 € J gilt:

uAyxxn-—<Ayxma|::Q/WQf@,yu»dt\S|x1—-xﬂ-A4

Aufgrund der letzten beiden Punkte ldsst sich auf das Bild A(K) der Satz von Arzela-Ascoli
anwenden:
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Satz 1.5.5 (Arzela-Ascoli):

Sei (X, d) kompakter, metrischer Raum, M C C'(X) (Raum der stetigen Funktionen von X
nach K), wobei C'(X) mit der Supremumsnorm versehen sei. Dann M ist relativ kompakt
(d. h. M kompakt) genau dann, wenn Es die folgenden Bedingungen gelten:

a) M ist beschrankt.

b) M ist gleichgradig stetig: Ve > 0 existiert ein d(g) > 0, sodass |f(z) — f(y)| < e fiir
alle z,y € X mit d(x,y) < 0 und alle f € M existiert.

Nach diesem Satz ist A(K) relativ kompakt. Da die daftir verwendeten Punkte fiir beliebige
beschrénkte Teilmengen von C(J) gelten (und somit das entsprechende Resultat), ist A ein
kompakter Operator. (Operator welcher, beschriankte Teilmengen von Banachrdumen auf relativ
kompakte Teilmengen von Banachrdumen abbildet.) Der [Satz von Peano| folgt dann aus dem
Fixpunktsatz von Schauder:

Satz 1.5.6 (Schauder’scher Fixpunktsatz):

Ist K eine nichtleere, abgeschlossene und konvexe Teilmenge eines Banachraums X und
A K — K ein stetiger, kompakter Operator, so hat A mindestens einen Fixpunkt in K.

Ist die Frage der Existenz positiv beantwortet, stellt sich die Frage, ob eine Losung eindeutig
ist. Wie an Beispiel [I.5.3] ersichtlich, reicht hierfiir Stetigkeit als Voraussetzung nicht aus. Auch
der Fixpunktsatz von Schauder trifft keine Aussage iiber die Eindeutigkeit. Aus diesem Grund
soll folgender Fixpunktsatz betrachtet werden:

Satz 1.5.7 (Weissinger’scher Fixpunktsatz):

Sei K # () eine abgeschlossene Teilmenge eines Banachraums mit Norm ||-||. Ferner sei
> > | o, eine konvergente Reihe (d. h. Y7, @, < 00) mit v, > 0, und es gelte

|A™y — A™2|| < oo ||ly — 2| Yy, 2 € K,m € N

fiir eine Abbildung A : K — K. Dann hat A einen eindeutigen Fixpunkt Ay = y. Die-
ser Punkt ist Grenzwert der Folge y,.1 = Ay, mit beliebigen Anfangswert. Ferner gilt:

ly — yull < Q0 @) 1 — wol|-

Beweis: Nach Voraussetzung gilt ||yni1 — ynll = [[A"y1 — A"yol| <anllyr — vol|. Somit ergibt
sich fir k > 1 :

Ytk — Ynll = 1Untk = YUnth—1 + Yniho1F- - -+ Yng1 — Ynl| <
<N Yntk — Yntb1ll + |Yntr—1 — Yntr—2|| + - - F [|Yns1 — Yl <
<(ngh-1 + Qngr—2+ ...+ ) |lyr — yol| =

= (Z 041) “[ly1 = yoll (o)

Fiir beliebiges € > 0 existieren nun ein N > 0, sodass fiir alle n > N,k > 1 die Ungleichung

n+k

£
o <
Z max {||y1 — vol|, 1}

l=n

erfiillt ist, da die Folge der Partialsummen einer konvergenten Reihe eine Cauchyfolge ist.
Somit ist wegen ||ynix — Ynl| < &, n > N,k > 1 die Folge y, ebenfalls Cauchyfolge und somit
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konvergent in K (abgeschlossene Teilmenge eines Banachraums). Es existiert also ein y € K
mit y, — y. Es ergibt sich:

n—oo

o |yns1 — Ayl = ||Ayn — Ay|| <ai||lyn —y|]| — 0. Somit folgt aus 7}1_)1210%“ —y =0,
lim y,,1 — Ay = 0 aufgrund der Eindeutigkeit des Grenzwertes Ay = y, womit y Fix-
n—oo
punkt ist.

e y ist der einzige Fixpunkt: Sei z € K mit Az = 2. Da infolge der Konvergenz der Reihe
(cv,) Nullfolge ist, gilt

ly — 2|l = |4y — Az = |4y — A"z <an |y — 2| "= 0.
Somit folgt y = 2.
e Lisst man in (o) k gegen unendlich streben, so folgt die behauptete Fehlerabschétzung
1y = ynll < 2z ) lyr = woll
O

Mit diesem Theorem lésst sich nun (unter stirkeren Einschrinkungen) die Eindeutigkeit einer
Losung zeigen.

Satz 1.5.8 (Satz von Picard-Lindel6f):

Sei f : R? — R stetig in R. Dariiber hinaus sei sie auf R stetig differenzierbar nach y oder
erfiille beziiglich y eine Lipschitz-Bedingung

|f (@, 91) = [ (2,02) [ SL gy — 42|V (2, 11) 5 (2, 92) €R

mit Lipschitz-Konstante L. Dann hat das Anfangswertproblem (%) genau eine Losung im
Intervall J. Diese Losung kann man durch die Iteration

ymw:umHMw=m+wa%4@Mt

mit beliebigem Startwert yo () erreichen.

Beweis: Es gilt [(A™y) (z) — (A"2) (2)] <E=2C1n |y — 2| Vn e N,z ]y, 2€K
Beweis (durch Induktion):

Induktionsanfang:

|(Ay) (z) = (Az) (2)] =

/mﬁ@wﬁﬁ—f@%@mdtSm—xdﬁw—du

x0

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir n — 1, d. h.

n—1
x — x|

(A" y) () — (A" '2) (o) §| (n—1)! L" My = 2l Vo € Joy,z € K
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Induktionsschluss: n — 1 — n (Man beachte A(K) C K)

[(A"y) (2) — (A"2) (@)] = [[ A (A" Ty) 2= [ A(A"72) | (@) =
eK Y€K

= [(Ay) () — (Age) (2)| =

[ Glm@) - @) <

o

< [ Ll -wide= [ L](a) @) - (472) ()] e <

o Zo

x n—1 n

v r — g e r—xo| .,

s/ L poeryy g ar =
0 (n—1)! n!

Somit folgt |(A"y) (z) — (A"z2) (x)] SWL" ly — z|| .- Hieraus ergibt sich insbesondere:

A"y — A"z|| < <L Definiert man f3, == 2-L", so geniigen A, K sowie die Reihe > ", 3,
den Voraussetzungen des Weissinger’schen Fixpunktsatzes. Daher existiert genau ein y € K
mit y = Ay, also y = yo + f:; f(t,y(t))dt. Wie bereits gesehen, ist dies genau die Losung des

Anfangswertproblems
y'(x) = f(z,y(x))
y(xo) = yo

Beispiel (Fortsetzung zu [1.5.3)):

In Beispiel [I.5.3]

y'=2yy
y(0) =0
ist f(z,y) = y/y weder Lipschitz-stetig beziiglich der 2. Komponenten in (0,0) noch stetig

differenzierbar auf [—a, a] x [—b, b]. Somit sind die Voraussetzungen des letzten Satzes nicht
erfiillt, die Existenz zweier Losungen stellt also keinen Widerspruch dar.

Beispiel 1.5.9:

y' =
y(0)=1

yo () =1

Hier ist f (z,y) = y.

x

yl(:c):yo—i-/ yo(t)dt:1+/ ldt=1+z

0 0

g 1
yg(x):1+/ 1—|—tdt:1—|—m+§x2
0

@ 1 1 1
yg(l‘):1—|—/ l+t+-t?dt =1+x+ -2+ =2°
0 2 2 6

Hieraus ergibt sich: y(z) = >0 % *

n:OH:e
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Alternativer Startwert yo (z) = 2:

?Jl(x):’yoJr/ Yo (t)dt =142z

zo

yg(l'):1+/ (142t)dt =1+ 2 + 22
0

2 1,3

v xz
ys(x)=1+/ (1+t+t2)dt:1+x+7—|—§
0

xT

oo y(r)=e

Satz 1.5.10 (Gronwall-Ungleichung):

Sei I C R ein Intervall, zo€l sowie y, z : I — R stetige Funktionen, wobei z dariiber hinaus
nicht negativ sei. Ferner sei ¢ > 0 so, dass

y<x>§c+/zz<t>y<t>dt

zo

y(g;)gc-exp</z:z<t)dt>

Anwendung dieses Satzes: Gilt f(z,y(x)) < z(x)y(z) fir alle 2 € I, so sind sémtliche Losun-
gen y(z) des AWPs

auf I gelte. Dann gilt:

{y/:f(xvy)

y(20) = Yo
nach oben durch max{0, yo} - exp( [, 2(t)dt) beschrénkt.

1.6 Differentialgleichungen im R"

Anstatt einzelner Differentialgleichungen der Form ¢ = f(x,y) mit y : I — R kann man auch
Differentialgleichungssysteme der Form

yi (J]) =1 (xayl (ZL’) 7o Yn (I))
ys (z) = fo(z,y1 (2) ., yn ()

Y (@) = fon (2,91 (2) - Y (2))

betrachten, bei welchen die einzelnen Losungen gy, (u. U.) von den anderen abhéngen. Fasst
man die einzelnen Gleichungen zur Vereinfachung zu Vektoren zusammen, d. h.

v (@) fi(@,pa (@), - yn()

yu(2) fulz (@), ()

so hat man erneut eine Gleichung der Form ¢/(x) = f(z,y(x)), jedoch diesmal mit Funktionen
f i RxR" —= R"” und y : R = R". Im Folgenden Kapitel soll zur Unterscheidung jedoch die
unterstrichene Variante f,y zur Abgrenzung vom Fall n = 1 beibehalten werden.
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An ein solches System kann man ebenfalls Anfangsbedingungen stellen, sodass man wieder
ein Anfangswertproblem erhélt. Die Losbarkeit wird unter gewissen Voraussetzungen durch fol-
genden Satz garantiert:

Satz 1.6.1:
Sei f(x,y) stetig auf einem Gebiet D und (:vo,g0> € D, dann existiert (mindestens) eine

(lokale) Losung des des AWPs
f(@,y)
y(xo) =y,

Eine allgemeinere Variante des Satzes von Picard-Lindelof liefert (ggf.) Eindeutigkeit:

Satz 1.6.2:
f iR xR — R" sei stetig in einem Gebiet G C R"*! mit (z0,y,) € G. Ferner geniige f

@) = fo)| < Lo, — )
Norm ||-||. Dann hat obiges Anfangswertproblem genau eine Losung.

dort einer Lipschitz-Bedingung der Form mit beliebiger

Alternativ zu obigen Existenzsitzen kann auch der folgende herangezogen werden:

Satz 1.6.3 (Caratheodory):
Gegeben sei das Problem

y=f(zy)
y(zo) =y,
wobei f:[0,T] x D — R" (D C R" offen) folgenden Bedingungen geniigt:

e f ist messbar fiir festes y
e f ist stetig fiir jedes feste t
e Fiir jedes feste § € D existiere 8 : [0,7] — R, sodass ||f(t,7)| < B(¢) gilt.

Dartiberhinaus existiere fiir jedes feste § € D ein p € RT sowie eine lokal integrierbare
Funktion « : [0, 7] — RT, sodass B,(y) C D sowie

1t 2) = fF )l < alf) |z -yl

fir alle ¢ € [0, 7] und fiir alle z,y € B,(y) gilt. Dann existiert fiir jedes (¢9,yo) € [0,7] X D
eine eindeutige Losung.

Existieren Losungen, lassen sich diese unter geeigneten Voraussetzungen wie folgt abschétzen:
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Satz 1.6.4:
Es seien A(x), f(x) stetige Funktionen von einem Intervall J C R nach R™*" beziehungsweise

R"™. Sei [ ein Teilintervall von J, z¢ € I, Y, € R™ v € R mit
sodass [|A(z)|| < L, || f(z)|| <6 in I gelten. Dann geniigt die die Lésung y(z) des AWPs

‘QOH < v, ferner seien L, € R,

der Abschéatzung

in I.

Bemerkung 1.6.5: Die Normen konnen (fast) beliebig gewdhlt werden, wichtig ist, dass Ma-
triznorm und Vektornorm vertriglich sind, dass heifit fiir alle A € R™" g € R" die Ungleichung

|47

<] - a

n ~2

gilt. Fir die Euklidische norm ||-||, konnte man beispielsweise die durch HAH = \/2 i1 i
F b 2

gegebene Frobeniusnorm verwenden,

Bemerkung 1.6.6: (Eristenzsatz im Komplexen)
Im Komplexen lassen sich dhnliche Aussagen treffen: Ist die Funktion

[:CxC"—C" (2,w) —~ f(z,w0)

in einem Gebiet D C C™™' holomorph (d. h. stetig komplex differenzierbar). Ferner sei (zg,w,) €
D, so ist das AWP

in einem Ball B, (2), 0 > 0 eindeutig losbar.

1.6.1 Inhomogene, lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten

Koeffizienten

Es bleibt die Frage zu klaren, wie man eine Losung einer Gleichung wie beispielsweise

Yy (x) = A(x)y (z) +b()

mit einer Matrix A : R — R"*" erhalt. Es liegt nahe, analog zu Differentialgleichungen in R
den Ansatz

Y(@) =y o () Ty, (2)

bestehend aus der allgemeinen Losung des homogenen Teils und einer partikuldren Losung zu
probieren.

Bemerkung 1.6.7: st A(x) stetig auf einem Intervall I, so existieren n linear unabhdingige
Lésungen der homogenen DGL y'(x) = A(z)y(x),x € I, und jede Losung kann als Linearkom-
bination dieser ,Basislosungen® geschrieben werden.
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Der Nachteil hierbei ist: Fir y; () = A(z)y, (z) ist im Allgemeinen keine Lésung be-
kannt. Hat man jedoch ein System von Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten, d.
h. A(z) = A ist von = unabhéngig, so kann man durchaus eine Losung finden. Dazu kann der

Ansatz
Q<I> — Ee)\x

mit einem von z unabhéngigen Vektor k£ und einer Konstanten A betrachtet werden. Die Ab-
leitung lautet

g/(x) _ E}\eAx

Fiir eine Losungskurve dieser Gestalt muss kAe*® = Ake’® beziehungsweise (Ak — \k) e’ = 0
fiir alle x gelten. Somit hat man das Problem in ein Eigenwertproblem umgewandelt. Schreibt
man J\; fiir die Eigenwerte und £, fiir die zugehorigen Eigenvektoren, so lautet, im Falle einer
diagonalisierbaren Matrix mit paarweise verschiedenen Eigenwerten, die allgemeine Losung

by Y
y(z;ser, ... cn) = 1k €™ + -+ ek, e .

Eine Matrix muss jedoch nicht zwangslaufig diagonalisierbar sein oder kann mehrfache Ei-
genwerte haben. Fiir die einzelnen Eigenwerte ); gibt es im Wesentlichen folgende Félle zu
unterscheiden:

1. A; € R mit algebraischer Vielfachheit 1:
In diesem Falle lautet die zugehorige Losungskomponente, wie bereits verwendet, y, =

Eie/\ix .
i Y\ _ L 3| (wn
dx \ Y2 5 3| \w2

Das charakteristische Polynom der Matrix A lautet

Beispuel:

PiA) =det(A—=X)=(1-X)(3—=X)—15=X1> —4X—12

Die Eigenwerte sind somit \y = —2 und Ay = 6. Lost man (A — \;)k; = 0 so erhilt
man zum Beispiel £, = _11 als Eigenvektor zum Eigenwert \; sowie k, = (g) als

Eigenvektor zum Eigenwert Ao = 6. Somit lautet die allgemeine Losung:

g($;01702) =0 (_11> e 4 ¢y (g) eb”

2. )i € C\ R: In diesem Falle ist \; € C ebenfalls Eigenwert (A ist reell). Setzt man \; =

p+ iv mit p, v € R, so fithrt obiger Ansatz auf komplexe Funktionen (A = \;, Ao = \;):
k,eM” =k e" (cos (va) + isin (vz))

kye™? = kye'® (cos (va) — isin (vz))

Die zugehorigen Eigenvektoren sind u. U. ebenfalls komplex. Schreibt man k;, = a + b
(mit reellen Vektoren a,b), so lautet ein zweiter Eigenvektor k, = a — ib. Man konnte
bereits jetzt eine Losung als Linearkombination der Losungskomponenten

2, (z) = (ae!® cos (vx) — be"” sin (vx)) + i (be"” cos (vx) + ae!” sin (vz))

2y (x) = (ae" cos (va) — be!* sin (vx)) — i (be"” cos (vx) + ae'” sin (vx))
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darstellen, jedoch ist diese noch nicht reell. Um dies zu erreichen, kann man obige Lo6-
sungskomponenten entsprechend linear kombinieren (wobei die Kombinationen linear un-
abhéngig sein miissen, um den ganzen Losungsraum aufzuspannen), zum Beispiel mittels:

y, (8) = 3 (2 (2) + 2 (2) = ae"* cos (va) — be sin (va)

2
g2($)22—i

Die allgemeine, reelle Losung lautet nun:

(z1 () — 29 (7)) = bet® cos (vx) + ae"” sin (v)

y(r) = ey, () + 2y, (@)

Beispiel:
1 -1
=]
Charakteristisches Polynom: det (A — AI) = (1 — \)* + 1
Die Eigenwerte sind somit (wegen (1 — \)? = —1): A1 = 14+4,A = 1— 1 Lost man
(A — A1)k, = 0, erhédlt man beispielsweise k; = (1) als Eigenvektor. Hier ist a = ((1])
sowie b = <(1)> Somit ergibt sich

y, () = (é) ¢ cos () — (?) ¢ sin (x)
y, (z) = ((1’) ¢ cos () + (é) &% sin (z)

3. A; € R mit algebraischer Vielfachheit m > 1, geometrischer Vielfachheit 1: In diesem Fal-
le konstruiert man linear unabhéngige Losungen der Form

gl (.Z‘) = Ele/\ixa
Yy () = kyeM* + kgwe®,

2 l,mfl .
y,, (@) = ke + kyq e + kl+2 5 ¢ ML El+m—1r6)\ﬁ

mit Losungen k; des Systems
LA=XNIEk =0
92 (A= NI)ky=0
A= NI Ey = ks

(A - )‘iI)EZerfl =0
(A - Ai])kl+m—2 = El—O—m—I

(A - )‘i[)ﬁl = El+1

m.

(WObei Elerfl 7é 0 )

Beispiel:
Y1 = 3y1 — 18y,

Yy = 2y1 — 3>
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3 —18
1=

Charakteristisches Polynom: det (A — A\I) = (=3 — X)(9 + \) + 36.
Wegen (—3 —A)(9+ X)) +36 = =26+ 6A + X2 +36 = A2+ 6\ +9 = (\ + 3)? folgt

A1 = Ay = —3. Eine Losung von (A — M)k, =0 ist (z. B.) k; = (?)

=y, (z) = (3) e™3% Sei nun k; = k. Losen von (A + 21k, = kj:

1
6 —18] () /3
2 —6|\g?) 1

U
6k — 18k =3
2k — 6k =1

1 1
= Eine Losung ist bspw. k, = (6) =y, (@) = (8) e + (?) re 3 ist eine weitere

Losung.

4. )\; € R mit algebraischer Vielfachheit m > 1, geometrischer Vielfachheit v = m: In diesem

Falle erhilt man m linear unabhéngige Losungskomponenten durch y. = k%, wo-

Zi+(1-1)
bei die k; fiir [ = 1,...,m m linear unabhéngige Eigenvektoren sind.

5. A; € R mit algebraischer Vielfachheit m > 1, geometrischer Vielfachheit 1 < v < m:

In diesem Falle erhélt man v linear unabhéngige Losungskomponenten durch Yivaon) =

k%, wobei die k; v linear unabhiingige Eigenvektoren sind, #hnlich wie im vorherigen
Schritt. Weitere Losungen konstruiert man analog zu Fall 3, wobei es diesmal auch mehrere
linear unabhiingige Losungskomponenten mit der Form underlineke*® +k, +1xeA“” +...+
+k; +a%e’\” gibt, welche entsprechend in der allgemeinen Lésung berticksichtigt werden.

6. Mischformen: Fiir n > 2 sind auch Mischformen der obigen Félle moglich, in diesem Falle
kombiniert man die Losungsmethoden entsprechend.

Begriindung zu 3.-5.: Hat ein Eigenwert A € R algebraische Vielfachheit m > 1, so gibt
es m linear unabhéngige Hauptvektoren. Fiir einen Hauptvektor £ der ¢. Stufe lasst sich eine

Losungskomponente Y, als
i—1 o
Y= (Z 4! kg
=0

schreiben. Dass dies an die Exponentialreihe exp(z) = Z;io ;—J, erinnert, hat einen Grund. Be-

trachtet man die sogenannte Exponentialmatrix e := Z;io (‘L‘Jf’f)j X E

R, so erfiillt diese Matrix die Gleichung 4 dode — A . A% Ferner gilt fiir B € RV A8z —
Ax eB* sofern A und B kommutieren. Fur beheblge Vektoren v € R” gilt nun dieA% = A-e%y
(d. h. g( 7) = A%y 16st die DGL.) sowie ey = eM . (A=A)7y Spegiell fiir einen Hauptvektor

i. Stufe, hier k, ergibt sich somit wegen (A — M)k = 0, j > i sowie eM® = M ]:
i—1 -
eAa:E _ ez\Iac . e(A—)\I)a:E _ 6)\31; Z (A _ )\[)ijk
. J!
7=0
Aus einem Eigenvektor mit algebraischer Vielfachheit m lassen sich somit m linear unabhéngige
Losungskomponenten konstruieren.
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Beispiel (zu 3.):

Vi =1 — Yo
Yy = 41 — 3y»
1 —1

In diesem Falle ist A = [ 1 _3

] . Mit det(A — M) = A2 + 2\ + 1 = 0 folgt, dass der einzige

Eigenwert A = —1 ist. Als Losung von (A — AI)k, ergibt sich als ein Eigenvektor: k; = (;)

Losen von (A — M)k, = k, ergibt k, = (1

s = ) v (1) £ (o))

). Die allgemeine Losung lautet somit:

Beispiel (zu 4.):

Y1 = Y1 — 2y
Yo = 2y1 — Y3
Y5 = 4y1 — 2y> — 3
In diesem Falle ist
1 -2 0
A=12 0 -1
4 =2 —1
Das charakteristische Polynom lautetet
xa(\) =det (A=A =(1-X)-(V+A+2)
Die Eigenwerte sind folglich: \; » = —% + @'4, A3 = 1 Losen von
(A= NIk, =0

liefert als Eigenvektoren beispielsweise:

§+iﬁ 3 V7 3 V7
2 2 2 [ 2 2 2
51: 2 = 2|+ 0 s EQZ 2| —1 0 5
4 4 0 4 0
1
E3_ 0
2

Somit ergeben sich als Lésungskomponenten der allgemeinen Losung y(z;c) = ciy, (z) +
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02g2($> + c3g3(13):

3 3
1 2 1 2
— p 37T \/7 —37 3 ﬁ
y(z)=e 2 | cos <7x> —e 2 sm( 2x>
4 4
3 3
e [3) o (VT T V7
y,(x) =e 2" [ 2] sin (796) +e 2% | 2| cos <7x>
4 4
1
y,(x) =¢€" [0
2

Hat man nun auf beschriebenem oder anderem Wege ein System von n linear unabhéngigen
Losungen, ein sogenanntes Hauptsystem (oder Fundamentalsystem), gefunden, kann man
dieses auch als Losungsmatrix schreiben:

ggl) (z) yél) (z) --- %(11) (z)
Y (z) = : : :
y™ (@) g (@) o y™ (@)

Diese 16st die Gleichung
Y' () = AY (x)

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ldsst sich hiermit auch in der Form y(z;c) =
Y (z) - ¢ mit ¢ € R™ ausdriicken.

Beispiel:

Yh =11+ 3y2
Yy = 5y1 + 3y»

Hier ist A = [é g] . Wegen ya(\) = A2 — 4\ — 12 sind die Eigenwerte \; = —2, Ay = 6. Zu-

gehorige Eigenvektoren sind k; = ( 11) , ky = <:53) Somit ist mit y, (x) =2 <_11> und

g2(:v) = ¢eb ? ein Fundamentalsystem gegeben. (Die hierzu nétige lineare Unabhéngigkeit

folgt durch Setzen von z = 0 direkt aus der linearen Unabhéngigkeit von Eigenvektoren zu
paarweise verschiedenen Eigenwerten.) Die allgemeine Losung lautet somit:

e~ 3eb7 c
y(;c) = ey, (2) + oy, (x) = <_€_2x 566:5) - (é)

:;’?x) =c

Definition 1.6.8:
Die Determinante der Matrix Y (z) = (gl ly, |- ]gn) mit Losungen y ,...,y R — R"

des Systems y' = A(x)y,
¢ () = det (Y (2)),

heillt Wronski-Determinante.
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Die Wronski-Determinante erfiillt die Gleichung

¢ (x) = (tr A(z)) ¢ (v)

o) = o) e ([ (e aw)ar)

xo

Insbesondere gilt: Ist ¢ (x0) #0 an einer beliebigen Stelle zg, so ist ¢ (z) #0 fiir alle .

Beispiel (Fortsetzung):

Fiir obiges Beispiel ergibt sich:

—2x 6x
¢(r) = det Y (z) = det (_ee_% gZGJ;) = 8e'”

SetZt man xy, = 0’ stimmt dies wegen ¢(O) = det <_11 g) =38 und tr A =tr (g,; g) =4

mit

o(x) = p(xg)elo ™ AU (2) = (tr A(x)) ¢(x)

uberein.

Mit Hilfe der letzten beiden Definitionen kann nun auch eine partikuldre Lésung des inho-
mogenen Teils der DGL

¥, () = Ay(z) + b(x)
gefunden werden, erneut iiber den bereits bekannten Ansatz der Variation der Konstanten.
Hierzu setzt man

y (z) =Y (z) c()

P
mit einer noch zu bestimmenden vektorwertigen Funktion ¢ : R — R" sowie einer Fundamen-
talmatrix Y (z). Ableiten ergibt:

Y/ (2)c(2) +Y (z) ¢ (x) = AY (2)-

10
—
~—
_|_
S
—~
8
~—

Hieraus folgt:

d(2) =Y (2)" ()

(Da die Spalten linear unabhéngig sind, existiert die Inverse.) Nun ldsst sich ¢(z) mittels Inte-
gration bestimmen:

als allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung;:
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Y@ =Y @e+Y (@) [ “Y @) b dr

Zo

¢ € R™ ist hierbei ein Vektor, der die konstanten Vorfaktoren ¢y, ¢, ... der Losungskomponenten
des homogenen Teils als Eintrage besitzt. Fiir ein Anfangswertproblem

y=A4y+b

y(zo) =y,

lautet die Losung:

1.6.2 Die Eliminationsmethode

Fiir kleine Systeme linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten ldsst sich als
Alternative auch die sogenannte Eliminationsmethode anwenden. Bei dieser wird der Diffe-
rentialoperator D = % = 8% als Koeffizient betrachtet, mit welchem man beliebig Addieren und
Multiplizieren kann, mit den fiir die Differentiation geltenden Regeln: Multipliziert man bspw.
D mit einer Konstanten, so ergibt dies 0, multipliziert man D mit einer Funktion der Form
e, erhiilt man \e*® (usw.). Durch geschickte Kombination dieser Operationen angewandt auf
das System von Differentialgleichungen versucht man, gekoppelte Differentialgleichungen zu
entkoppeln. Gekoppelt bedeutet in diesem Zusammenhang, dass in einem System von Diffe-
rentialgleichungen fiir 4/, ...,y mindestens ein y; in irgendeiner Form von mindestens einem
y; mind j # ¢ abhéngt. Entkoppeln bedeutet entsprechend, das System so umzuschreiben,
dass jede dieser Gleichungen fiir sich genommen eine gewthnliche Differentialgleichung ist, wel-
che von keinem anderen y; abhéngt. Das Eliminationsverfahren soll an folgenden Beispielen
veranschaulicht werden:

Beispiel 1.6.9:

Das homogene System
d
Yy —22=—y—22=0
dx

d
'3y =—2—3y=0
d =3y =23y

wird durch die Substitution D = % Al
Dy —2z=0 ()
Dz—-3y=0 (II)
Multipliziert man mit D, mit 2, erhdlt man das System

{ D%y — 2Dz = 0 (I)
2Dz — 6y =0 (II)

Mit Hilfe der Addition () ® ergibt sich nun D%y — 6y = 0. Die allgemeine Losung der
Differentialgleichung v — 6y = 0 ist y(z; ¢1, ¢2) = 1Y% + coe~ V6% Auf analoge Weise fiihrt
die Addition 3 x () & D x ((D,() im urspriinglichen Zustand) auf die Differentialglei-

chung 2" — 6z = 0, welche z(x;c3,¢q4) = c3eV0% 4 cieV07 3ls allgemeine Losung hat. Zur
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Elimination der tiberschiissigen Variablen setzt man diese Losungen in das urspriingliche
System ein:

0=y (z;c1,c0) — 22(w;¢3,c4) = <\/_c1 — 203) ( Ve, — 204) —Vex
0=2'(z;¢c3,¢4) — 3y(w;c1, Ca) (—301 + \/663) e < 3y — \/_c4>

Aus V6e; — 2¢3 = 0 folgt ¢ = \/76, aus —v6¢y — 2¢4 = 0 folgt ¢y = —‘/76. Somit lautet die
allgemeine Losung des Systems

y(xscr,c0)) L\ e L\ e
(z(x;cl,cz))_cl <‘/76)€ e 8 ‘

Beispiel 1.6.10:

Gegeben sei nun das inhomogene System
Yy —y— 2 =4e"
2 =3z+y=-1

Mit D = % wird aus

Dy —y — 2z =4e" | x —1 (I)
{Dz—3z+y=—1 | x (D—1) (II)
{—(D—l)y+z: —4e” (I)

D-1)(D=3)z+D-1y=1 (11)

Hieraus ergibt sich
Mo (@) : (D*—4D+3)z+2=1—4€"

Da eine partikulire Losung der Gleichung z” — 42" + 4z = 1 — 4e” durch % — 4e” gegeben
ist, ist die allgemeine Losung fiir z

1
2(z; 3, c4) = 36> + cywe® + = — de”

4
Analog fithrt die Elimination von y mittels (D — 3)(l) & auf die Differentialgleichung
y' — 4y + 4y = —1 — 8¢, deren allgemeine Losung

2 2
y(x;c1,c0) = 1™ + cqre™ — — — 8e”

4

ist. Riicksubstitution in das System ergibt
(c1 4 ¢ — c3) € + (cy — ¢4) 2™ =
(c1+co—c3)e* +(cy—cy)ze®™ =0

was zuerst auf ¢o = ¢4 und anschlieflend auf c3 = ¢ 4 ¢o fithrt. Somit lautet die allgemeine
Losung des Systems

y(x; c1, c2) _ 1 2 C2 2% % + 8e”
(z(x;Cth)) B (01 + 62) et <c2) re (_11l 1 e
Im letzten Beispiel ist die partikuldre Losung vom Himmel gefallen. Bei linearen Differenti-

Seite 33



algleichungen mit konstanten Koeffizienten lasst sich hierbei jedoch ein systematischer Ansatz
anwenden Ersetzt man wie gehabt % durch D, so ldsst sich eine Differentialgleichung der Form

n 43 Yan_1y™ = f(x) auch als P(D)y = g schreiben, wobei P ein Polynom vom Grad n
1st (namhch P(z) = 2™ + Y1~ an_12*). Gibt es ein Polynom G (ausgenommen G = 0), sodass
der Operator G(D) f(z) eliminiert, ldsst sich eine partikuldre Losung wie folgt finden:

1. Bestimmung der allgemeinen Losung y,(z; ¢y, ...) der durch G(D)z = 0 beschriebene ho-
mogene Differentialgleichung

2. Einsetzen der allgemeinen Losung y,(z;cq,...) in die Gleichung P(D)y, = f(z), um die
Koeffizienten zu bestimmen.

Der zweite Schritt ist stets durchfiihrbar: Fiir ein lineares System von m Differentialgleichungen
(m = grad G) kann eine Losung stets als Linearkombination m linear unabhéngiger (existenter!)
Losungen geschrieben werden und eine Differentialgleichung m. Ordnung kann stets in ein
solches transformiert werden (vgl. [1.6.7] [1.7).

Beispiel 1.6.11:

y' + 3y + 2y = 4a” (%)

wird zu
(D +2)(D + 1)y = 427

Ein geeignetes G ist durch G(D) = D? gegeben: D*42? = 0. Die allgemeine Lésung von
y" = 0 ist c;7? + cor + c3, womit man den Ansatz y,(z;c1, ca, c3) erhilt. Eingesetzt in ()
ergibt sich:

4o = =y, + 3y, + 2y, = 2c12% + (6cy + 2¢0) x + (2¢; + 3¢y + 2¢3)

Durch Vorwartssubstitution erhalt man fiir das LGS

2 C1 4
6 2 o]l =10
die Losung ¢; = 2, o = —6, c3 = 7. Addiert man allgemeinen Losung y(z; ¢y, ¢) = e % 4

se~® der DGL 3" + 3y’ 4+ 2y = 0, so ergibt sich als allgemeine Losung von (i)

y(x;61,6) = 6162 4 Ge " +22% — 6z + 7

1.6.3 Anwendung: Kompartimentmodelle

An dieser Stelle soll - als Ausblick auf Kapitel [2| - exemplarisch die praktische Anwendung von
Differentialgleichungen vorgestellt werden: Die sogenannten Kompartimentmodellen.

Diese Modelle sind aus Behéltern oder Kompartiments K, K, ..., K,, aufgebaut, welche bei-
spielsweise rdumlich getrennt sind und/oder sich in ihrer Funktion unterscheiden. Diesen wer-
den zu jedem Zeitpunkt ¢ y;(f) Masseneinheiten zugewiesen (z. B. Stoffmenge, Konzentrati-
on einer Losung). Diese Behilter tauschen ihren Inhalt untereinander aus. Hierfiir bezeichne
ki ; > 0,1 # j die Ubertragungsrate von K; nach K. ;- Die Anderung von y; in einem Zeitintervall
dt setzt sich zusammen aus Zufluss und Abfluss. Erster ergibt sich durch > "j—1 k;;y;-dt, letzterer

J#
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durch > j—1 k; jy; - dt. Der Einfachheit halber sei der Abfluss aus y; in k;; = ZJ 1 k; j zusam-

i
mengefasst Division durch d¢ und Grenzwertiibergang fithren letztendlich auf das homogene
Differentialgleichungssystem

1 —/ﬁ,l k2,1 ce kn,l Y1
Yo | ke —kep e ko Y2
Yn kni oo oo —knpnl \Un

Unter Umstédnden besteht noch die Moglichkeit, dass den Behéltern von aufsen Masse zugefiihrt
wird, was durch einen ,externen Zufluss der Rate §;(¢) beschrieben werden kann. Hierdurch
wird obiges System inhomogen:

y’l —/{3171 kQ’l .. kn,l Y1 51
B L fm ke [5][
Un kni oo oo —kpnl \Un On

Anwendung findet dieses Modell unter anderem in der Pharmakokinetik, da sich mit ihm der Ab-
bau eines Medikaments beschreiben ldsst. Betrachtet wird nun eine einfache Version des Modells.

Das Kompartiment K reprasentiert die Blut-
bahn, K, das menschliche Gewebe und K3 die Blutbahn

AuRenwelt. Die Ubergangsrate vom Blut ins Ge- 8l
webe sei [, die vom Gewebe ins Blut v und «

entspreche der Ausscheidungsrate, d. h. der Ra- “
te, mit der das Medikament vom Blut in die Au- e 5
fentwelt iibertragen wird (z. B. durch die Nie- AuRenwelt
re). . :
Als System erhélt man

U =—(a+ By +7y2

Jo = BYy1 — VY2 , o, 8,7 >0

Uz = ayy

4 fiihrt dies

Lasst man nun die dritte, uninteressante Gleichung weg und substituiert D = £,

auf

{ Dy, + (a+ B)yr —vy2 =0 (I
Dys — By1 +vy2 =0 (IT)

Multipliziert man () mit D, ersetzt Dy; durch —(a + 8)y; + vy und anschliefend y; durch
yﬁ[]yg so erhélt man dle Gleichung

Dy, — B (—(a+ B)y1 + vy2) + YDya = D¢y + (@ + B+ 7)Dya + ayy, = 0

Diese Gleichung hat als allgemeine Losung

Art Aot
Yo (t; c3,c4) = c3e™" + 4™

mit A, = ZCHERNVledBl ey SletBinty asBi) e

2

. Wegen «, 8, > 0 gilt einer-
seits

(a+B+7)" —day = (a+7)" —day +28(a+7) + ° = (a —7)* +26(a+7) + 57 >0
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und somit A\j, Ay € R, andererseits gilt

V0ot 497 0y <\/la+ 477
woraus Aq, Ao < 0 folgt.
Analog ergibt sich fiir y; als allgemeine Losung

At Aot
y1(t;cq, ) = 1™t + cpe™

Setzt man beide Losungen in die Gleichung ¢ = —(a + 8)y1 + Yy2 ein, so erhdlt man durch

Koeffizientenvergleich
M+a+p Ao +a+ [
= C, 4 =——"""~0C

g v
Die Losung des betrachteten (Teil-)Systems ist folglich

vt _ 1 At ) 1 Aot
<y2(t))—61 (w (& +C2 w e

Seien nun die Anfangskonzentration im Blut, 3,(0) = by, sowie die im Gewebe, y2(0) = go
gegeben. Diese Bedingungen fiihren auf das LGS

Aitat+p deta+f8 col’
vy v 2

¢ _ v )\2+$+5 -1 b
C2 A2 — Ay —W 1] \WYo

C3

dessen Losung durch

gegeben ist. Folglich:

n(t) = (A2 +a+B) by — Y90 e — (M +a+p) b0+7906>\2t
)\2—)\1 )\2_)\1
(t) = PotatBb—ygoMtath i —htatfbotygpletath .
Ay — A\ vy Ao — Ay ol
Menge

Stoffmenge im Blut

Stoffmenge im Gewebe

t

Abbildung 1.6.1: Beispielhafte Stoffmengen, aufgetragen gegen die Zeit.
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1.6.4 Das Reduktionsverfahren von d’Alembert

Abschliefsend soll untersucht werden, wie im allgemeineren Falle einer Differentialgleichung
der Form y'(z) = A(z)y(r) mit nichtkonstanten Koeffizienten evtl. doch noch eine Losung

berechnet werden kann. Hat mein eine spezielle Losung Y, = (Yb1s Ub2y ey yb’n)T gefunden - bspw.
durch Raten - so lasst mittels des Reduktionsverfahrens von d’Alembert das System mit
n Gleichungen auf ein System mit n — 1 Gleichungen zuriickfiihren. Der entsprechende Ansatz
lautet wie folgt:

y(@) = v(x) y,(2) +2(z), 2(2)=| |, v e (R) (1.6.1)
o
Angenommen, y ist eine weitere Losung. Differentiation liefert einerseits
Y=y +¢ -y +2=v¢ Ay, +¢ -y, + 2,
andererseits gilt n. V.
y=Ay=A(vy,) + Az

woraus

2 =Az =y, (1.6.2)

folgt. Gilt umgekehrt ((1.6.2)), so ist (1.6.1)) eine weitere Losung. Fiir die erste Komponenten von
2 folgt

n
> a1z =V,
j=2
fir die restlichen (2 < i < n)):
n
= iz —
j=2

Ist yp1(x) # 0, so lasst sich 9" hierbei durch erstere Gleichung ersetzen, man erhalt:

n
r Yv,i .
z, = g <ai7j — —al,j) 2j,2<1<n
=2

Yv,1

Dies entspricht einem homogenen System von n — 1 Differentialgleichungen. Kennt man Losun-
gen 2o, ..., z,, so lasst sich mit Hilfe des Ansatzes

1 n
W(x) = — ay ;z; | da*
1/’( ) /((yb’l ]z_; 1,j J>

Y(x) und damit y(z) berechnen.

Beispiel:

Gegeben sei das System

, 1
Y1 = Y1 — Y2
T
1 2

Yo = ﬁ?ﬂ + ;yQ

T

_ 2
In diesem Falle ist also A(z) = [ 21}. Eine Losung ist y,(z) = ( x> Sei nun z(z) =

leHH |—
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(i) = [3 2] (o) v () = (20 07)

(ZO) ¥ € CY(R), y(x) = P(a)y, (x) + z(x). Mit obigem ergibt sich
) Y

Aus der ersten Komponenten ergibt sich ¢/(z) = —ZQx—(f). Setzt man dies in die zweite ein,
erhélt man 25(z) = (2 — %) = L25(z). Man sieht leicht, dass z;(z) = x eine Losung ist. Fiir

diese folgt ¢'(z) = —% = —1, was von ¢(z) = — log(z) gelost wird. Als weitere Losung des

_;’

Systems ergibt sich somit

y(z) = P(x) -y, () + z(x) = —log(x) - (“"2) n (0) _ ( —a?log(x) >

—x x zlog(z) +x

1.7 Differentialgleichungen héherer Ordnung

Bisher wurden nur Differentialgleichungen erster Ordnung betrachtet. Nun sei jedoch eine DGL
der Ordnung n, d. h. der Form

y™ (x) + an,l(a:)y(”’l) () + ...+ ao(x)y (z) = b(z) (1.7.1)

gegeben. Eine solche DGL lésst sich in ein dquivalentes Differentialgleichungssystem erster
Ordnung Umwandeln. Setzt man

i (z) =y ()
Yo () =y (2)
ys () = ZJN (z) ,

so ergibt Ableiten:

Yn—1 () = yn (7)
Yo (2) = b(2) = an-1(2)yn () = an-2(2)yn-1 (¥) = ... — ao(x)yn ()

Dargestellt in Vektor-Form:

0 1 0 0 v - 0

0 0 1 o . - 0
n . . S ; . Y1 0
d | ¥ ’ ’ ' ’ o ’ Y2 :
de | | 0 0 3

Un s 0 w) \b@)
\_—ao(x) —ay(z) e e e —an (@) °
A
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Wegen tr A = —a,,_; lautet die Wronski-Determinante

* —a,_1(s)ds

8() = (o) - o

Sei
CRVERY
vop-| B G
g @) gy (@)

eine Losungsmatrix fiir das homogene System y' = Ay. Die partikuldre Losung Y, wird erneut

mittels Variation der Konstanten, d. h. gp(x) = Y (z)c(x) bestimmt. Wie bereits gesehen, ergibt

det Y;(x)

sich die Gleichung Y (z)c/(xz) = b. Nach Cramer lautet die i. Komponente ¢;(z) = b(x) ey ()

mit

vilz) o yiea(w) 0 Yirr(®) . ya(2)

vi(z) oo oy 0y o yu(2)

Yi(z) = 1: . 1 : H: . :

n—1 n—1 n—1 n—1
V@) @) be) v V@) e ()

Entwickeln nach der i. Spalte liefert ¢j(x) = W mit

Y1 () o Yo () Yipr () - Yn (2)
et | BT ) @) )

n—é . n—2. n—2' n—é
W) ey @) P @) e P ()

Damit erhélt man wegen c(z) = fxxo (Y (¢)) "' b(t)dt als Losung fiir ¢ (z) = (¢1(z), e2(2), . .., enz))"

Beispiel (System zweiter Ordnung):

y' + a1y + aoy = f (2)
Sei

erhalt man somit:

@) =@ (= [ 70

<

Y2 (t) v 1 (1)
o) dt) (o) ( AR dt)

Sind die Koeffizienten konstant, so kann man zur Bestimmung einer Losungsmatrix erneut
den auf Euler zuriickgehenden Exponentialansatz y(x) = e*® verwenden. Eingesetzt in den
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homogenen Teil der DGL ergibt dies:

()\” NEIED (o S ao) M =0
Da e’ stets ungleich 0 ist, muss A Nullstelle des Polynoms

p(z) = 2" +ap, 12"+ ..+ ag

sein. Ahnlich zu linearen Differentialgleichungen im R gibt es, je nach Art und Vielfachheit der
Nullstelle A, vier Falle zu unterscheiden:

1. \eR, Vielfachheit 1: y (x) =

2. AeC\ R, Vielfachheit 1: A = p+iv,y (z) = e** cos (vx) ,y (z) = " sin (vz)

3. AeR, Vielfachheit m: y (z) = e ze?®, ... 2™ e

4. \eC \ R, Vielfachheit m: Losungen fiir y (z):

et cos (vr) , e sin (vr)
zel® cos (vr) , xe!sin (vx)
" et cos (vr) , ™ el sin (vx)

Bemerkung: Ahnlich wie bei Differentialgleichungen im R™ lisst sich auch bei Differenti-
algleichungen hoherer Ordnung das Reduktionsverfahren von d’Alembert anwenden. (Dies ist
nicht weiter verwunderlich, bedenkt man, dass man Gleichungen des letzteren Typs ein ein
DGL-System im R™ umwandeln kann.) Kennt man eine Lésung y,(x) # 0 der (homogenen!)
Differentialgleichung y ™ 4a,_1y "V +...+agy = 0, so fihrt der Produktansatz y(x) = u(x)y, ()
mittels Differentiation unter Verwendung der Leibnizregel auf

Z(k) ®y " ra,, 12( ) ®)y ", 22( ) W27 4 taguys = 0

k=0
Fiir die linke Seite der Gleichung ergibt sich

n n—1
n ek n—1 n—1—k
Z (k) u(k)y§ ) + an—1 ; ( 1 )u(k)yg ) + ...+ aouy; =

k=0

n n—1
n n—1
_ (k), (n—k) (k), (n—1—k)
1 (k>u " +a,_1 E ( I )U n + ...+ alu )1

k= k=1

+<uy§") + an_luygnfl) + ...+ ajuy] + aouy1>

N

-~

=0
Substituiert man v’ = w und dividiert beide Seiten durch 1y, so entspricht dies nun einer DGL
(n —1). Ordnung, welche erneut die Form

W™ + @, w4 4w =0

hat. Bilden die Funktionen wo, ..., w, ein Hauptsystem dieser DGL und sind W, ..., W,, zugehd-
rige Stammfunktionen, so hat man mit {yy, 1y Wa, ..., ;1n Wy, } ein Hauptsystem der urspringlichen
Gleichung gefunden. Im Falle einer inhomogenen DGL. ldsst sich dieses Verfahren ebenfalls an-
wenden. Kennt man zum Beispiel zusdtzlich zu einer Lisung y; der homogenen Gleichung eine
partikuldre Losung der Gleichung , so hat man die allgemeine Losung mit

y(xicr,y oy cn) =y + oyt Wa + o+ i W + 1,
gefunden.
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1.7.1 Eulersche Differentialgleichung

Einen Spezialfall von Differentialgleichungen hoherer Ordnung stellen Eulersche Differenti-
algleichungen dar, welche die Form

ant"y™ + ap_12" 1y 4 agy =0

haben. (a;,i = 0,...,n konstant.) Ist y eine Losung der Gleichung fiir x > 0, so ergibt die
Kettenregel fiir g(x ) y(—x)

A" (x) + 12" G (@) + agfi(x) = an(—2)"y ™ (—x) 4 ... + agy(—x) = 0,

wenn z < 0 und somit —z > 0. Folglich geniigt es, den Fall x > 0 zu betrachten. Die Substitution
z(t) = e’ u(t) = y(z(t)) = y(e') fiithrt auf eine Differentialgleichung der Form

Anu™ () + ap_u™ V(). + dou(t) = 0

Hat man fiir diese eine Losung u(t) gefunden, so ist y(x) = u(log(z)) eine Losung der urspriing-
lichen DGL. Man beachte, dass diese Art der Umformung auch dann funktioniert, wenn auf
der rechten Seite eine von x abhéngige Funktion ungleich der Nullfunktion steht.

Beispiel 1.7.1 (n = 2):

Gegeben sei die Differentialgleichung
axa®y" (x) + arzy'(x) + aoy(x) = 0

Mit o = ef, u(t) = y(e') ergibt sich u(t) = /(z)z, i(t) = v'(x)x + y”"(x)2z% Addiert man
daher auf der linken Seite der Gleichung 0 = asy/(z)z — asy’(x)z, so erhdlt man:

0= a («%y" () + 23/ () + (a1 — az)zy/ (2) + aoy(z) = azii(t) + (a1 — az)u(t) + apu(t) = 0

Fiir n = 2 ist also ay = a9, @1 = a1 — ay sowie ag = ag.

Beispiel 1.7.2:

Gegeben sei die Differentialgleichung

22y (2) + zy' (z) + 2y(x) = sin(log(x)),z > 0

Dank des vorherigen Beispiels lédsst sich die Gleichung fiir v direkt angeben:
(t) + 2u(t) = sin(t)

Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung ist s (t; c1, ¢2) = ¢; cos(v/2t) +
cosin(v/2t), eine partikulire Losung ist u,(t) = sin(t). Somit lautet die allgemeine Lésung
der urspriinglichen Gleichung

y(x; c1,¢0) = up(log(x); c1, ¢2) +up(log(x)) = ¢; cos(v2log(z)) +sin(v2log(z)) + sin(log(z))
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1.8 Stabilitat

Im Folgenden sollen die Auswirkungen kleiner Stérungen in den Anfangsbedingungen auf die
Losung analysiert werden. Gegeben sei hierzu die DGL ¢/ () = Ay. Fiir A # 0 hat das zugehérige

Anfangswertproblem
y' =Xy
y(o) = Yo

die Losung y(x) = yoe . Sei nun £ > 0. Das gestorte Anfangswertproblem

27 =M\z
2(xg) =yo+ €

hat als Losung 2(z) = (yo + €)e*. Fiir den Fehler |y(z) — z(x)| = e’ gibt es zwei Fille zu
unterscheiden:

a) A < 0: In diesem Falle wird der Fehler mit steigendem z stets geringer, es gilt:

lim ee™ =0
Tr—r0o0

Yo+ €

Abbildung 1.8.1: Die Losungskurven nahern sich immer weiter an.

b) A > 0: In diesem Falle wiichst der Fehler mit steigendem z, es gilt:

lim eeN = 0o
T—00
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Yo+ €

/

Abbildung 1.8.2: Die Losungskurven entfernen sich voneinander.

Definition 1.8.1:
Die Losung y(x) eines Anfangswertproblems

{y/:f(xay)

y(wo) = Yo

heift stabil, wenn zu jedem £ > 0 ein 6 > 0 existiert, sodass fiir alle yo mit ||y — yo|| < d
fiir alle Losungen des Anfangswertproblems

die Ungleichung ||y () — 7 (z)|| < € Voo < z < oo gilt. (Kleine Stérungen in den Eingangs-
daten bewirken nur kleine Abweichungen von der eigentlichen Losung).
Sie heifst asymptotisch stabil, wenn zusétzlich ein & existiert, sodass fiir alle y(xo) die
Implikation .

lo—wll <5 = lim y(z) — 5(z)] =0

gilt. Ist eine Losung nicht stabil, so nennt man sie tnstabal.

Satz 1.8.2 (Stabilitét):
Seien Ay, ..., A, (p<n) die Eigenwerte von A€R"*" und sei

=max {Re\; |ie{l,...,n}}
Dann ist die Losung y(x) = 0 des Systems y' (v) = Ay (v)
e asymptotisch stabil genau dann wenn v < 0.
e stabil oder instabil, wenn v = 0.

e instabil, wenn v > 0.
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1.8.1 Stabilitatsklassen

Definition 1.8.3:
Eine Ruhelage des Systems

y = Ay

ist eine Losung y*, fiir die Ay* = 0 gilt.

Betrachtet man eine Differentialgleichung der Form

,la b
Y= 1¢ dl¥

——
A

so lassen sich diese Ruhelagen anhand des Verhaltens der Losungen in der Umgebung der
jeweiligen Ruhelage in verschiedene Klassen einteilen. Mafgeblich fiir das Verhalten sind hierbei
die Eigenwerte. Bestimmt man diese iiber die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

det (A— M) = (a— AN (d—\) —bc =\~ (a+d)\+ (ad — be),

so ergeben sich mittels der Bedingung det (A — M) =0 & A2 —tr A-A+det (A) die Eigenwerte
=A

N

~

Ctr A i,\/(tr A)? — 4det(A)

A1 = 5
Im Wesentlichen gibt es drei Félle zu unterscheiden:

1. A > 0: In diesem Falle gilt A, Ao€R, A\1#£N,.

2. A = 0: Hier gllt )\1, )\QER, )\1 = )\2.
3. A < 0: Hier sind /\1, /\QE(C \ ]R, Ay = /_\1.

Diese ,,Grobunterscheidung” wurde bereits in den vorangegangenen Kapiteln behandelt. Jedoch
lassen sich die Strukturen der Losungen noch feiner unterscheiden, sofern man zusétzlich zu A
die Lagen von A\; und A beriicksichtigt. Die Losungskurven werden hierbei beziiglich der Basis
ki, ks (Benennung gemifs [Kapitel zu linearen DGL-Systemen)) dargestellt.

1. Ay > Ay > 0: Der Punkt (0,0) ist ein instabiler Knoten, die entsprechende Losung ist
instabil:
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2. A1 > 0> Xo: In (0,0) liegt ein sogenannter Sattelpunkt vor, die entsprechende Losung
ist instabil:

3. A1 < Ay < 0: Hier ist (0,0) ein stabiler Knoten, die entsprechende Losung asymptotisch
stabil:

4. A\ = Ay < 0: (A =0) In diesem Falle liegt erneut ein stabiler Knoten in (0,0) vor:

5. A1 = Ay > 0: Die Ruhelage (0,0) ist ein instabiler Knoten:
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Im Falle A <0, d. h. \y» = p+iv € C\ R héingt Art der Stabilitét entscheidend vom Realteil
[ ab:

6. p < 0: In diesem Falle liegt ein stabiler Strudel vor, die entsprechende Lsung ist asym-
ptotisch stabil:

7. p > 0: Hier liegt ein #nstabiler Strudel vor, die entsprechende Losung ist instabil:
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8. = 0: In diesem Falle spricht man von einem Zentrum, die entsprechende Losung ist
stabil (jedoch nicht asymptotisch):

Tragt man die Determinante von A gegeniiber der Spur von A auf, ergibt sich folgender Ge-
samtiiberblick:

det(A)

stabiler Strudel instabiler Strudel / A =0

L]
A>0

stabilerfnoten instabiler Knoten

tr(A)
Sattelpunkt Sattelpunkt

L]
L]

1.8.2 Quasi-lineare Systeme

Gegeben sei folgende Differentialgleichung:

y (z) = Ay (z) + g (2,y (2))

Auch in diesem Falle lassen sich unter bestimmten Voraussetzungen aus den Eigenwerten von
A Aussagen iiber die Stabilitdt gewinnen.
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Satz 1.8.4 (Theorem):

Sei g stetig fiir > ¢ und HQH < b fiir ein b < oo sowie g(x,0) = 0. Ferner gelte

lg(z, )|

lim ———— =0
luf-0  [¥]l

gleichméfig fiir z > xo. Sel A € R™" mit Eigenwerten Ay, ..., \,, p <nundy = max Re \;
<i<p

Dann ist die Ruhelage y = 0 des Systems y/ (z) = Ay (z) + g (2, y (2))
e Asymptotisch stabil genau dann wenn v < 0.
e Stabil oder instabil fiir v =0

e Instabil, wenn v > 0

1.8.3 Stabilitéat fiir nichtlineare Systeme

Bisher wurde Stabilitdt nur fiir lineare Systeme betrachtet. In diesem Kapitel sollen Systeme
der Form /
Y =f(y,2)

2 =gy 2)
betrachtet werden, wobei f, g nichtlineare Funktionen sind.
Ist f=f (g) mit f (0) = 0 hinreichend glatt, so liefert Taylorentwicklung

F@W=L@Q+VIQyt...=0+ A y+0 (ll21”)

Dies soll im Folgenden genutzt werden.
Analog zu linearen System seien Losungen (y*, z*) mit

fly,z) =0
g9(y",z") =0
als Ruhelagen definiert. Um die Stabilitéit in diesen zu untersuchen, verschiebt man die Ruhe-

lagen in den Nullpunkt (des entsprechenden Funktionenraumes) und linearisiert anschliefend.
Hierzu setzt man

Anschlieffendes Ableiten liefert

fl (l‘) = y/ (l‘) —-0= f (y72) - f (y*v Z*) %8]‘ (3/*, Z*> (y - y*> + % (y*a Z*) ("7’ - Z*)
n(x) =2 (x) —0=yg(y,2) — gy )~ (y*,2*) (y — y") + 2 (y*, ") (z — =)

Néaherungsweise ergibt sich also das System

Ist das lineare System

.
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stabil (bzw. instabil) in der Ruhelage (7, Z), dann ist dort auch das nichtlineare System stabil
(bzw. instabil).

Beispiel 1.8.5:

yi = Y2
Yy = —sin(y1) — y2

y2 =0
—sin(y1) —y2 =0

ergeben sich die Ruhelagen (k7,0), k& € Z. Fiir A gilt entsprechend:

Aus

A:

oL oL 0 1

%7/1 %1/2 —

29 29 —cos (km) —1
(km,0)

Oy1 Oy
Fallunterscheidung:

1. k€ 2Z:

0 1
=

Bestimmung der Eigenwerte ergibt wegen ya, (A) = —A (=1 —=A)+1=X N+ X+1 =0

At = 5
Aus v = Re)jo = —% < 0 folgt, dass das System in der Ruhelage stabil ist, es
ergibt sich ein stabiler Strudel. Der Imaginéarteil beschreibt hierbei eine Rotation mit
Frequenz ‘/75
2. ke2Z + 1:
0 1
=l

Losen von 0 = x4,(\) = A? + X\ — 1 ergibt als Eigenwerte:

Wegen A\ < 0 < Ay liegt hier ein Sattelpunkt vor.

Es ergibt sich folgendes Bild (welches sich aufgrund der Periodizitét ,links* und ,rechts®
unendlich oft wiederholt):
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Y2

D

Beispiel 1.8.6:

(??j;) N (_y?f2> +e (v +u3) (‘z;) (e #0)

Dies kann als quasi-lineares System

/
vy _ |0 =1 (n 2, o\ (W1
() =1 ]G+ eorem ()
oder als nichtlineares System

yi=—yo+e(yi+vs) n (I)

-

fy1,y2)

yh=y1+e (Ui +y3) 9o (IT)

-~

9(y1,y2)

mit Ruhelage (0, 0) betrachtet werden. In beiden Féllen gilt fir die zu betrachtende Matrix
A:
0 —1
=l

XA()‘> = )\2 + 1

Die Eigenwerte sind somit \; o = #+i. Da der Realteil 0 ist, kann gemé&f jobigem Theorem|zu
quasi-linearen Systemen die Ruhelage des Systems stabil oder instabil sein. Um Aussagen
iiber die Stabilitdt zu gewinnen, kann man Gleichung (I) mit y; sowie Gleichung (IT) mit ys
multiplizieren und anschlieffend addieren. Es ergibt sich:

sowie

i+ yoys = (Ui +v3) (vi+v3)

bzw. L d
2
s Witw) =< (vi+uw)
Substituiert man u = y# + y3, erhilt man die DGL «' = 2eu?. Hiermit ldsst sich nun

bestimmen, ob sich die Trajektorien mit der Zeit der Ruhelage anndhern oder entfernen:

u beschreibt den Abstand (genauer dessen Quadrat) zur Ruhelage in der y;-y2-Ebene. Wird
er kleiner, ist diese asymptotisch stabil, wird er grofer, ist sie instabil. Da u? im Reellen
aufler in der Ruhelage immer positiv ist, ist ebendiese folglich asymptotisch stabil genau
dann, wenn ¢ < 0 ist.
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e o

¢ = 1: Ruhelage (0,0) instabil ¢ = —1: Ruhelage (0, 0) stabil

Definition 1.8.7:
Eine stetig differenzierbare Funktion F' : R®™ — R heifst Lyapunov-Funktion fiir das
System y' = f (g) mit Ruhelage y*, wenn sie folgende Eigenschaften erfiillt:

1. F(y)=0
2. F (g) > 0 in einer Umgebung U \ {g*} von y*.

3. LF (y(@) - f (y(x)) <0 Vy(z) €U

Satz 1.8.8:
Existiert eine Lyapunov-Funktion F fiir y’ = f (g), dann ist die Ruhelage y* stabil. Falls

F eine strikte Lyapunov-Funktion ist, d. h. =L F (y (z)) < 0, dann ist das System in der
Ruhelage asymptotisch stabil.

Seitenansicht einer Moglichen Lyapunov-Funktion((orange)):
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Ansicht von ,oben*:

Die 3. Bedingung,

wF ) = AN

d
=VF (y(2))f (y(z)) <0,

impliziert a > 90°, « ist hierbei
der Winkel zwischen dem Gra-
dienten der Lyapunov-Funktion
und dem Richtungsvektor f (im
entsprechenden Punkt).

Beispiel:

Yy ==y — 24
Yo =9 — Y5
Die Ruhelage ist (yj,v3) = (0,0). Es muss gelten:

OF , OF ,
el A= —2 - Ay — <
ayl(yl,m) (—vi yz)+8y2(y1,yz) (yi—v3) <0
Gilt
oF oF _o
3y1 yla a 2 y27

ist dies wegen — (yi + 2y3) < 0 erfiillt. Da die Funktion F(y) = 3yf 4 3 dieser Bedingung
sowie den anderen, im vorherigen Satz genannten, geniigt, ist sie eine Lyapunov-Funktion.

Seite 52




Satz 1.8.9 (Folgerung aus Poincaré-Bendixson, Spezialfall):

Seien 0 < «a () < B (0) 2m-periodische (hinreichend
glatte) Funktionen. Ferner sei O der durch

B = {(7" - cos(8), 7 - sin(0))" : a (8) <r<p (9)}

definierte Ring, D C R? ein Gebiet mit U C int (D).
Sei eine nichtlineare Gleichung 3’ = f (g) , Y € R?, fe
C'(D,R?) gegeben, so dass fiir alle y € 90U der Vektor
f(y) nach innen zeigt, d. h. n(y) - f (y) < 0, ferner
existiere kein Punkt x € U, sodass f(y(z)) = 0 gilt.
Dann existiert ein Grenzzyklus in U, also - geome-
trisch gesprochen - eine periodische, geschlossene Tra-

jektorie, welchem sich die anderen Trajektorien anné-
hern. Ring U mit Grenzzyklus (orange)

Bemerkung 1.8.10:

1. Das der Nullpunkt in obigem Satz Teil des Ringes sein muss, stellt keine Einschrin-
kung dar: Ein Ring um einen Punkt z lisst sich durch eine Translation y + z aus einem

Ring um den Ursprung gewinnen. Auf die Gleichung y' = f(_) mat f( ) =/ (y + z)
lasst sich obiger Satz anwenden, die Losungen der urspringlichen DGL erhdlt man durch
Translation y + z.

2. Das Theorem ist ebenfalls anwendbar, wenn der Richtungsvektor f in allen Randpunkten
nach aufen zeigt, sprich n(y) - f (y) > 0: List y(z) die Gleichung y' = f(y(x)), so
lost z(x) == y(—x) nach Kettenregel die DGL z'(x ) = —fly(—x)) = —f( ( )) (und vice
versa). Fir diese Gleichung zeigen alle Gradienten nach innen (auf dem Rand). Fir
den Grenzzyklus sowie die andere Trajektorien dndert sich nur die Richtung, in die sie
durchlaufen werden. (Hierbei ist zu beachten, dass unter den genannten Voraussetzungen
sowohl y(x) als auch z(z) auf dem Intervall (—oo,00) definiert sind.)

3. Zeigen die Gradienten nach innen, so nahern sich die Trajektorien dem Zyklus an, er ist
stabil. Entfernen sie sich so, ist der Zyklus instabal.

4. Das Theorem gilt analog, wenn G der Abschluss eines Gebietes ist, so dass der Fluss
©:(0) C U fir alle t > 0 erfillt.

Beispiel:

Gegeben sei das System

() =% () vat- - (%) )

mit « # 0 (sonst linear). Betrachtet man nun den Ring

U= {(r-cos(@),r-sin(@))T <r< g} = B3(0) \ B1(0),

[\DI»—t
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so gilt einerseits fiir y = (y1, ys)" € 0B.1(0):

n(y) - £ (y) =2 1) [_01 (1)} (yl) =20 (1 -y — 43) (1, 5) @;) =

Y2
=20 (1—yi —u3) (i +93) = )
N1 3

= 20« (1 — 1) Z = —§81gna

andererseits ergibt sich fiir y € OB s (0):

2 0 1 2

ﬂ(ﬁ) I(g) 3 (Y1, 92) [_1 01 (z;) + gO‘ (1 — i - 3/%) (y1,92) (g;) -
2
=ga(l-yi—w) (vi+u) = )
_2.(, 9\9_ 15
=30 1) 1= g sisna

Das bedeutet, sign (@ (g) i(g)) = signa fiir alle y € 00. Da a # 0, existiert also ein
Grenzzyklus in diesem Ring. Im vorliegenden Fall ldsst sich dieser sogar recht einfach be-
stimmen: Skalarmultipliziert man mit y, so erhalt man

yivy +yeye = o (=i —u2) (i +2)
durch Substitution u* = y? + y3 folglich:
2uu’ = 2y1y; + 2y9214

Setzt man ferner 6 = arctan (g—i), ergibt Differentiation:

g L -y
1+ (y—)2 v

Y1

—1,

da ) )
Y1Ya — N2 =
=y l-n+to(l—yi—v)wl+ylrpta(l-—y—uy)n =
_ 22
=" Y
gilt. Hiermit lasst sich das System auch in Polarkoordinaten angeben:
w' =a(1—u?)u?
0 =-1

?

wobei die erste Gleichung die Anderung des Quadratabstands vom Ursprung beschreibt
(uu/ = 14 (u?)). Bei u = 0 hat man eine Ruhelage, fiir u = 1 einen Grenzzyklus, welcher u.
U. stabil ist. Fiir die Stabilitdtsanalyse betrachtet man kleine Storungen dieser Ruhelagen.
Sei hierfiir ¢ > 0. Wegen «’ = (1 — u?)u verringert sich der Abstand zum Ursprung genau

dann, wenn «a < 0.
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Betrachtet man hingegen eine Stérung
der Ruhelage u = 1, so ergibt sich aus

a(l—(1xe)?) (1te)

eine Vergroferung des Abstands fiir
a > 0, fiir a < 0 entsprechend eine

Verkleinerung. Zusammengefasst /
ergibt sich fiir die Stabilitat:
Ruhelage, | Grenzzyklus,
u=>0 u=1
a>0 instabil stabil
a<0 stabil instabil
—

Stabiler Grenzzyklus fiir o > 0

1.9 Gradienten- und Hamilton-Systeme

An dieser Stelle folgt ein kleines Kapitel {iber zwei besondere Arten von linearen Differential-
gleichungssystem sowie deren Eigenschaften. Die erste Kategorie, welche insbesondere in der
Physik (vgl. Kapitel Anwendung findet, bilden sogenannte Hamilton-Systeme.

Definition 1.9.1:
Sei U = R4 x R¢, HeC? (U) eine Funktion H(q,p), ¢,p € C1(R,RY). Das System

) OH
q — -
dp
o _3_]’] (1.9.1)

wird Hamaltonsystem genannt.

Hamilton-Systeme sind symplektisch. Um diese Eigenschaft zu erkldren, seien zwei Vektoren
P P
= (é) ,m = (Zq) im (p,q)—Raum gegeben, wobei 7, &7, 0P n?€R?. Ist d = 1, so ist die
orientierte Fldche von P = {t§ + sn|0<t<1, 0<s<1} gegeben durch
S
or.area(P) = det ({fq nq]) = &Pyt — &P,
Ubertriigt man dies auf den Fall d > 1 mittels

d gp P d
sten =Y dee (|G ) = Soem -,
i=1 ¢ i=1

)

so entspricht dies der Summe der orientierten Flachen der Projektionen von P auf die Koordi-
natenebenen. In Matrixnotation geschrieben ist

w(& ) =¢"Jn
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mit J = [ 0 I] , wobei I die Identitét der Dimension d ist.

-1 0

Definition 1.9.2:
Eine lineare Abbildung A : R* — R2?? wird symplektisch genannt, wenn AT JA = J gilt
oder dquivalent, falls w (A&, An) = w (&, n) erfiillt ist.

Definition 1.9.3 (symplektische Abbildungen):

Eine differenzierbare Abbildung g : U — R2?¢ (UCR?? offen) wird symplektisch genannt,
falls die Jacobi-Matrix ¢’ (¢, p) tiberall symplektisch ist, d. h. falls

g (¢,p)" Jgd (q,p) =T Y(g,p) €U

bzw.
w(g' (.)€ 9 (@,p)n) =w(&n) Y(gp) €U

gilt.

Anschaulich gesprochen, erhalten symplektische Abbildungen die Summe der orientierten
Flachen.

T
Mithilfe der Notationen y = (p, q) sowie VH (y) = (a%H (y)) lasst sich das Hamilton-System

(1.9.1)) schreiben als
y=J'VH (y) (1.9.2)

Der Fluss eines Hamilton-Systems ist eine Abbildung ¢; : U — R?? die (x) erfiillt, d. h.

Pt (p07 q0) = (p (t7p07 QO) y 4 (t7p07 qO)) )

wobei (p (¢, po, qo) ,q (t, Po, Qo) (*)) Losung des Systems (x) zu den Anfangswerten p(0) = po
und ¢ (0) = qo ist. Durch die Darstellung ((1.9.2) des Hamilton-Systems motiviert ist folgende
Definition:

Definition 1.9.4:

Gegeben sei eine Differentialgleichung y = f (y). Dann wird § = f (y) lokal hamiltonisch
genannt, falls jedes yo € U eine Umgebung hat, in der f(y) = J'VH (y) (y € U) fiir
eine Funktion H gilt.

Satz 1.9.5:

Sei f: U — R stetig differenzierbar. Dann ist das Differentialgleichungssystem 3 = f(y)
lokal hamiltonisch genau dann, wenn dessen Fluss f; (y) symplektisch ist fiir alle yeU und
alle hinreichend kleinen ¢.

Neben diesen sind auch Gradientensysteme von Bedeutung. Gegeben sei hierzu eine offene
Teilmenge E des R™ und VeC? (F). Das System & = —grad V (z) mit

1% ov\"
grad V (LU) = (a—xl, cey a7)

wird Gradientensystem genannt, V' wird als Potenzial bezeichnet.
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Satz 1.9.6:
Sei V' wie oben, x eine Funktion R — U gegeben. Es gilt %V () <0 mit Gleichheit genau
dann, wenn x ein Gleichgewichtspunkt ist.

Da V nach Voraussetzung zweimal stetig differenzierbar ist, ist die Hessematrix D*V (z) =
[ o2V

m} g symmetrisch (Satz von Schwarz). Hieraus ergibt sich folgender Satz:

Satz 1.9.7:

An einem kritischen Punkt eines Gradientensystems sind alle Eigenwerte der Hessematrix
D?V reell. Sind sie ferner alle strikt positiv, so ist die in diesem Punkt vorliegende Ruhelage
asymptotisch stabil.

Beispiel:

Gegeben sei

1
V(z) = qu1 =2t + a2t + a3

sowie das Gradientensystem

= fl) = —gad Vi) = (T 20

—21’2

Abbildung 1.9.1: Potenzial V(z)
Wegen —z% + 322 — 22y = —x1(z; — 1)(z; — 2) sind die kritischen Punkte des Systems
gegeben durch 1) (Y = (0,0), 2) z® = (1,0) und 3) ® = (2,0). Die Jacobi-Matrix von f
ist gegeben durch

Pile) == & Vie) LV() | 0 -2\’
Ox20x1 072
die zugehorigen Eigenwerte sind \; = —3x% + 6z; — 2 und Ay = —2, wie sich direkt ablesen

lasst. Da Ay unabhéngig von (x1,z3) stets kleiner 0 ist, hingt die Stabilitdt der Ruhelagen
einzig von z; ab. Fiir diese gilt im Einzelnen:

1) 2 = (0,0): Hier ist mgl) = 0 und somit \; = —:L‘gl) —I—Gxgl) —2 = -2 <0, die Ruhelage
ist folglich stabil.

2) 23 = (1,0): Hier ist x§2) = 1 und somit \; =1 > 0, es liegt ein Sattelpunkt vor.

3) 23 = (2,0): Hier ist x§3) = 2 und somit \; = —2 < 0, die Ruhelage ist asymptotisch
stabil.
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Abbildung 1.9.2: Phasenraumportét. Die Trajektorien (griin) schneiden die Niveaulinien
V(z) = const. (blau) rechtwinklig.

Definition 1.9.8:

Gegeben sei das planare System (Gradientensystem im ]RQ) Zj i Sg’ Z; . Das orthogonale
System ist definiert durch
&= Q(x,y)

Aus dieser Definition ergibt sich sofort, dass das orthogonale System eines Hamilton-Systems
ein Gradientensystem ist.

1.10 Randwertprobleme

Bisher wurden Anfangswertprobleme betrachtet, d. h. Problemstellungen der Form y" = f (x,y,v')
mit vorgegebenen Werten y(xg) = a,y'(z9) = b. Anstatt sdmtliche Werte zum Anfangspunkt
xo festzulegen, kann man jedoch auch Werte am Intervallende vorgeben, z. B.:

y' = f(z,y,y)
y(0) = a,y(L) =b

Ein solches Problem heift Randwertproblem (RWP). Der Versuch, ein solches zu 16sen fiithrt
auf das Problem globaler Existenz. Zur Erlduterung von ebendiesem sei das Randwertproblem
v =132 +y? y'(0) =1, y(1) = 0 mit (gewiinschtem) Existenzintervall [0, 1] gegeben.

Sei y eine Losung. Da 3" = y* + v > 0 und somit 3 monoton wachsend ist, d. h. y/(z) >
y'(0) > 0Vz € [0, 1], folgt fiir x € [0, 1]:

(1) yQ(x) + y/2<aj) Z 1 und somit 3,2((:;)) Z yQ(i/)Jr(:;/)z(x) =1
1 1 1
(i) 7O 7@ S 70
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Hieraus ergibt sich fiir x € (0, 1]:

x G =" (¢ 17" 1 1 G 1
O<x—/ 1dt§/ y—(ldt_{/ } S
0 o (1) y ()], v(0) ) ()

Speziell fir x = 1 ergibt sich ein Widerspruch, eine Losung kann a priori nicht auf ganz [0, 1]
existieren.

Im Weiteren sollen nur noch lineare Randwertprobleme 2. Ordnung betrachtet werden.

e Man kann zeigen, dass die Losung auf jedem Intervall existiert, sofern sie auf einem
Intervall existiert. Im Allgemeinen ist eine solche jedoch nicht eindeutig oder gar nicht
erst existent.

Beispiel 1.10.1:

v +y=0,y(0)=0y(m) =1
Die allgemeine Losung der DGL ist:

y(z) =cisinx + cycosx

Aus y (0) = 0 folgt ¢y = 0, aber y (7) = 1 ist fiir kein ¢ erfillt.

Beispiel 1.10.2:

y +y=0y(0)=-1y(r)=1

Wie im vorherigen Beispiel ist die allgemeine Losung:
y(x) =cysinz + cpcosx
Fiir y (0) = —1 ist ¢ = —1 und die Randbedingung wird von jeder Funktion
y(x) =cysinx —cosz, c; € R

erfiillt.

Sei nun ,
Sy=y +ai(2)y +ao(x)y=0>()
Riy = oy (a) + aoy’ (a) = o1 (1.10.1)
Roy = Py (b) + Bay’ (b) = 02
Mit stetigen Funktionen ag, a1,b : [a,b] = R, (aq,a2) #(0,0), (51, 52)# (0,0).
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Satz 1.10.3:
Gegeben sei das Randwertproblem ((1.10.1)) mit obigen Voraussetzungen. Sei {y,y2} Fun-
damentalsystem der homogenen Gleichung Sy = 0. Dann sind dquivalent:

1. (1.10.1) ist eindeutig losbar.

Ryy Rlyz} )
det 0
¢ ([Rﬂh Rays 7
3. Das homogene Randwertproblem Sy = 0, Ryy = 0, Roy = 0 besitzt nur die triviale
Losung y =0

Beweis: Sei y, partikuldre Losung von Sy = b und y (x) = c1y1 (2) + coy2 (2) + v, (x) Dann
gilt:
Ry = ciRyyy + Ry + Riyp = 01
Roy = c1Royy + coRoya + Royp = 02
=

Ry R192:| (01) _ (Ql - Rlyp>
Royr Royo Co 02 — R2yp

Es lésst sich zeigen, dass ((1.10.1)) immer auf das Problem
Sy=f,R1y =Ry =0 (1.10.2)

reduziert werden kann, wobei f = b(z) — Su (z) ist und u eine beliebige zweimal stetig diffe-
renzierbarer Funktion u auf [a,b] mit Ryu = g1, Ryu = gy ist. Fiir eine Losung y von ((1.10.1))

gilt dann y = u + z, wobei z (1.10.2)) 16st. (Sy = Sz + Su=0b(z) — Su+ Su = b(x)).
Man kann ((1.10.1]) auf seine selbst-adjungierte Form,
Ly = (py) +ay =g,
bringen, wobei L Sturm-Liouville-Operator genannt wird: Man setzt p (z) = eA®), wobei
A (z) Stammfunktion zu a, ist, sowie ¢ (z) = ag (z) eA® und g (z) = b (x) @), Es gilt:

vy oy tay=g
=
A (z) ey 1+ eADy" 1 g (x) ey = b(z) 2@
=
y +ai(@)y +ao(2)y =b(2)

Ein Randwertproblem der Form
Ly=(py) +ay =g
Riy=o (1.10.3)
Roy = 02

heilst Sturm-Liouvillesches Randwertproblem.
Mit Hilfe der sogenannten Greenschen Funktion lassen sich Losungen von Randwertproble-
men kompakt angeben:
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Satz 1.10.4:
Gegeben sei das Randwertproblem

Ly=g
Rlyzo
RQy:O

Das zugehorige homogene Problem (d. h. Ly = 0) habe nur die triviale Losung y = 0, ferner
sei {y1,y>} ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung. Dann ist ist die eindeutige
Losung des Randwertproblems durch

=/ G (z,6) g (€) dt

C(z.€) = { el a<e<a<d
xr

mit Greenscher Funktion

(a7
e aSe < £<b

gegeben. Hierbei ist W ist die Wronski-Determinante des entsprechenden Fundamentalsys-
tems.

Bemerkung 1.10.5:

e Das dieser Satz nur fiir Probleme mit homogenen Randbedingungen Ry = Roy = 0
gilt, ist irrelevant. Analog zum bereits gesehen lassen sich beliebige Probleme der Form
(1.10.3) auf diese ,halbhomogene® Form bringen. Hat man nun eine beliebige C?-Funktion
y, welche die Randbedingungen erfillt, so ldsst sich die Losung des Randwertproblems
(11.10.3|) mattels

b
y(z) = §(z) + / G, &) (F(€) — Lij(€)) de
schreiben.

e Offensichtlich hingt G stark von den Koeffizientenfunktionen p und q ab. Die gute Nach-
richt ist jedoch: G hingt letztendlich nur von diesen Funktionen (sowie implizit dem In-
tervall) ab, insbesondere ist die Greensche Funktion unabhdingig von den Randbedingungen
und g.

Beispiel 1.10.6:

Gegeben sei die Differentialgleichung

Hier ist p(z) = —1, ¢(x) = 0 Ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung ist y;(z) =
1, yo(x) = x, die Wronski-Determinante lautet W (z) = vy ()5 (z) —yi(2)y2(x) = —1. Somit
ist die Greensche Funktion durch

x(1—1),0<zx<t<1
G(x,t) =
(@%) {t(l—x),0§t<x<1

gegeben. Das Ergebnis léasst sich auch mittels partieller Integration erhalten, verwendet man
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den Losungsansatz y(z f G(x,€&)g(&)dE sowie die Identitat y(x) )+ f
)+ fw y'(§)d¢ (und analoges fir y"(z)).

In einem engen Zusammenhang zu Sturm-Liouvilleschen Randwertproblemen steht das Sturm-
Liouvillesche Eigenwertproblem. Es hat die Form

Ly + Mr(z)y =0
Rly =0
ng =0

mit positiver Gewichtsfunktion r € C°([a, b]). Analog zur linearen Algebra heifit A Eigenwert
von L, wenn eine Losung y # 0 existiert. Da der lineare Operator L selbstadjungiert ist, sind
alle solchen Eigenwerte reell. Die zu einem Eigenwert )\, gehoérende Losung y, nennt man
FEigenfunktion. Unter den genannten Voraussetzungen existieren unendlich viele Eigenwerte
Al < Ay < ... mit lim A\, = oo. Aufgrund der Linearitdt sowie der Selbstadjungiertheit

n—o0
von L existiert jedoch ein Orthonormalsystem von Eigenfunktionen, d. h. eine Menge von

Eigenfunktionen y,, mit
b
[ r@m @ w)is = o,

Hierbei bezeichnet 6,,,, das Kronecker-Delta, definiert durch 9,,, = {(1)’ Z ; Z Ferner lassen

sich alle Funktionen ¢(z) € C* ([a,b]), die den Randbedingungen R;¢ = Ry = 0 geniigen, in

der Form .
=S @)

n=1

mit ¢, = ffr(:z:)¢(x)yn(x)dx darstellen.
Abschliefsend soll noch ein anwendungsbezogenes Beispiel gegeben werden, in welchem Kontext
Randwertprobleme auftreten konnen.

Beispiel (Warmeleitungsgleichung):

Gegeben sei ein diinner Stab der Lange L. Physikalisch diinn bedeutet, dass + < 1 gilt,
wobei r der Radius des Querschnitts ist. Die Temperaturverteilung y (z,¢) kann mit Hilfe

der Warmeleitungsgleichung
2

0 0
oy (@,t) = oy (1)

y(0)=To,y(L) =Ty

beschrieben werden. Fiir den stationdren Fall ist %y (x,t) = 0. Also ist ein Randwertproblem

durch o o
0= 927 (z,t) = @Z/(@

y(()) = T07Z/(L) =T

gegeben. Die allgemeine Losung lautet y (x) = Az + B. Fiir y (0) = Ty, folgt, dass B = Ty
ist.
Fir y (L) = Ty, folgt T, = AL + Tp. Somit ergibt sich aus A = LTO die Losung

T, — Ty

L

y(x,t) = x+ Ty
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1.11 Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen:
Einschrittverfahren

Betrachtet werden soll die numerische Losung fiir das folgende AWP

y/(_x) J_c(x’y) , (1.11.1)
Y(To) = o

wobei f eine stetige, reellwertige Funktion in zwei Variablen x,y ist. Nichtsdestotrotz konnen
die folgenden Betrachtungen auf den Fall, in dem y und f vektorwertig sind, verallgemeinert
werden. Der [Satz von Peanol und der Satz [Satz von Picard-Lindel6f] garantieren die Existenz
einer Losung von im Rechteck R = {(z,y) € R?||z — Zy| < a,|y — Jo| < b}, und ins-

besondere im Intervall J = [Zo — «, 7 + a], mit

b
p— 1 ( —_— pr—
o mm{ ; ”}, M (xm’ygzlf(w,y)l,

sowie Eindeutigkeit der Losung, sofern f der Lipschitz-Bedingung

|f(z,y) — f(z,2)] < Ly — 2] (1.11.2)

fir alle (z,v), (z,2) € R geniigt. Nimmt man an, dass f(z,-) € 01([g0 — b, o + BD, ware eine
hinreichende Bedingung fiir ((1.11.2]), dass die Ableitung beziiglich y beschrankt ist, d. h. dass
ein L > 0 mit

‘g—i(:&y)‘ <LV(r,y)€R

existiert. Der erste Schritt der numerischen Losung besteht darin, ein Gitter mit Gitterpunkten
r; € J = [rg,m0+a],1 < 0 < N zu konstruieren. Seien nun a,b € R,b > a sowie die
Gitterpunkte derart, dass

a=To<T1<- - -<anyg<zy=Db

wobei N > 2 ist. Mit h; = x;41 — x;,7 = 0, ..., N — 1 wird die Schrittweite (oder Gitterweite)
bezeichnet.

Das Problem (|1.11.1) numerisch zu l6sen, bedeutet nun, eine Gitterfunktion mit Werten
Yi,© =0, ..., N zu finden, wobei y; eine numerische Naherung der exakten Losung an der Stelle
x; ist, d. h. y; &= y(x;). Um diese zu bestimmen, soll das folgende Einschrittverfahren betrachtet
werden:

Yi+1 :yi—i-hiqb(xi,yz-;hi), iZO,...,N— 1 (1.11.3)

mit Anfangsbedingung yo = 7o (¢ stetige Funktion).

Um dies zu motivieren, sei nun das Gitter uniform, d. h. h; = h,i=0,..., N —1 mit h = ”‘Ta
(Insbesondere gilt dann x; = a + ih). Fir festes Z wird durch t;(x) = y(z) + /(%) - (x — 2) =
y(2)+ f(Z,y(2))- (x—17) eine lineare Approximation (die Tangente) an die Losung in & definiert
(s. Abbildung unten)
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Andererseits kann das durch A dividierte Inkrement y;,1 — y; als O(h)-Approximation an
y'(x;) interpretiert werden. Immerhin gilt w = 9/(x;) + O(h). (1.11.3)) ldsst sich auch
durch folgenden Umstand anregen:

o) = o) + [ " fay(a))da

i

Wendet man nun verschiedene Quadraturformeln zur Berechnung des Integral an, so erhilt
man verschiedene ¢. Einige wichtige Quadraturformeln sind:

. /“’fm fla,y(z))de = hf(zi, yi)

Z;

2. / . [ y(x))de =~ hf(ip1, Yis1)

Z5

3. / i+1 fz,y(z))dx = g (f(zi,yi) + f(ziv1,vir1)) (Trapezregel)

2 2

$i+l . . . .
4. / f(z,y(x))dx ~ hf (:CZ i %H, Yi ¥ yl“) (Mittelpunktsregel)

/

Diese Quadraturformeln beschreiben somit folgende Einschrittverfahren:
1. ¢(xy,yish) = f(x;,y;) — expliziter Euler )
2. d(wi,ysh) = f(@i + h,ys + ho(xs, yi; b)) — impliziter Euler

1
3. ¢(xi,yi h) = B (f(zs,y:) + f(zi + h,ys + ho(z, 953 h))) — Crank-Nicolson (1.11.4)

4. P(xi,yih) = flx; + g, yi + g(b(mz,yz, h)) — Mittelpunktsverfahren

Ve

Im Folgenden soll nun untersucht werden, wie gut die Approximationen von Einschrittverfahren

an die Losung von ((1.11.1]) sind. Zu diesem Zweck sei der lokale Fehler (engl. solution error)
als die durch

ei=vy(z;) — vy, i=0,...N (1.11.5)

gegebene Gitterfunktion definiert. Ferner bezeichne

Y(rit1) — y(r;)
h

den Diskretisierungsfehler (engl. truncation error).

T = — @@, y(w:); h) (1.11.6)
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Definition 1.11.1:

Das Einschrittverfahren (1.11.3)) ist konsistent, wenn fiir alle € > 0 eine Schrittweite h(e) >
0 existiert mit |7;| < e fiir alle (z;,y(z;)) € R,0 < i < N — 1 und alle Schrittweiten
0 < h < h(e).

Sei nun x € J dergestalt, dass fiir hinreichend grofses Ny ein ¢ mit x; = x existiert. Fiir
alle N = 2F . N, existiert dann ebenfalls ein 4, sodass ¢ = z; ist. Folglich kann man N so
gegen unendlich laufen lassen, dass x = z; fixiert ist. In diesem Falle gilt notwendigerweise
1 — 00, h — 0 sowie

lim 7 = y'() — ¢z, y(2); 0).
1—00
Andererseits ist y'(x) = f(z,y(x)). Somit ist das Verfahren genau dann konsistent, wenn

o(x,y(x);0) = f(z,y(z))

gilt.
Fiir endliche Schrittweite h ist der Diskretisierungsfehler im Allgemeinen ungleich 0, wie das

folgende Beispiel zeigt. Hierzu wird der Fall ((1.11.4)).1 betrachtet, wobei f hinreichend glatt sei.
Taylorentwicklung ergibt:

/ 1 /!
Y(Tiy1) = y(x:) + hy'(z:) + éhzy (zi) + ...

= (e + f o)) + o (S onlo) + Gy fpta)) +

Somit gilt

73 = 5 (5L oot + Sl St ) + 00,

was auf die folgende Definition fiihrt:

Definition 1.11.2:
Das Einschrittverfahren ((1.11.3) hat Konsistenzordnung p, wenn p die grofite positi-
ve Zahl ist, sodass fiir jede hinreichend Glatte Losungskurve (z,y(x)) in R des Problems

(1.11.1)) Konstanten K und h existieren mit

|T;| < Kh? Y0 < h < hy,i=0,...N—1 (1.11.7)

Nun soll ein ein Theorem bewiesen werden, welches den Zusammenhang zwischen Losungs-

fehler (1.11.5) und Abschneidefehler ((1.11.6) beschreibt.

Hierzu muss jedoch angenommen werden, dass das Einschrittverfahren ((1.11.3|) Lipschitz-stetig

in der zweiten Komponenten ist, d. h. es gibt eine Lipschitz-Konstante L, € RT mit
[¢(2,y3h) — d(x, 2 h)| < Ly [y — 2] (1.11.8)

fir alle (z,y), (x,z) € R und alle Schrittweiten h > 0.

Satz 1.11.3:
Das Einschrittverfahren (1.11.3]) sei stetig in allen Komponenten und erfiille die Lipschitz-
Bedingung aus (1.11.8). Dann gilt

T
lei] < — (efelmimmol 1) Vi=0,.. N—1, (1.11.9)
é

wobei T'= max |T;| gilt.
0<i<N—1
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Beweis: Schreibt man ((1.11.6) um zu
Y(@i1) = y(@:) + ho(xi, y(2:); h) + hT;
und subtrahiert , erhalt man
eiv1 = €+ h- (O, y(xi); h) — d(wi, yis h)) + R
Aus der Lipschitz-Bedingung folgt somit
leiv1| < leil + hLlg |ei| + h|Ti| = (14 hLy)|ei| + h|T;]

Fiir 7 € {0,1} ergibt sich |eg| = 0,|e;| < AT. Anschliefend erhélt man induktiv |e;1| <

hT Z;':o (1+ hL¢)j. Nutzt man qzqtll_q = 1+q+ ..+ ¢ aus, wobei ¢ im vorliegenden Fall

1 + hLs entspricht, fithrt dies auf |e;; 1| < L% ((1 + hL¢)i+1 — 1) ;0 = 0,....,N — 1. Wegen
14+ hLy < exp (hLg) sowie x;11 = ih + a = ih + x, folgt (1.11.9). ]

Es bleibt zu kléaren, ob sich mit einer Verfeinerung des Gitters auch die numerische Losung
(y,)év gegen die exakte Losung von ([1.11.1]) konvergiert, d. h. fiir jedes feste x € J

lim y; = y(x) fir z; =ih+a— =z, (1.11.10)
1—00

wenn ¢ — oo.

Satz 1.11.4:
Angenommen, das Anfangswertproblem ((1.11.1]) geniigt den Bedingungen von Satz das
Einschrittverfahren (1.11.3)) geniigt der Lipschitz-Bedingung ((1.11.8)) und fiir alle 0 < h < hy

liegt die numerische Losung ebenfalls in R. Dann konvergiert die numerische Losung (yi)ij\io

fiir steigendes N mit % = h < hg gegen die Losung des AWPs.
Beweis: Sei N hinreichend grofs, sodass h < hy. Aus Theorem [1.11.3] folgt

€L¢(b—a) _ 1 T N
)=y < . =0, ... 1.
ly(zi) — vl < I, mex |Til, ¢=0,.., (1.11.11)
Schreibt man nun
Y\T; — Y\&y
7, = WO V@) ) + 6y (0:0) — 0 oy ) )

so existiert nach dem Mittelwertsatz ein & € [x;, x;11] mit w =vy'(&) = f(&, y(&))-
Folglich:
T; = y' (&) — ¥ (zi) + d(2i,y(2:);0) — (i, y(2:); h)

Da y/ stetig ist, existiert h(¢) mit
1
[y'(&) — (@) < 5 VO <h <hi(e)
Da ferner ¢ stetig ist, existiert hy(€) mit

6 y(2:);0) — B y(2) )| < 5 V0 < h < )

Somit gilt tr alle 0 < h < h(e) :== min{hy(e), ha(e)}:

T TS ) — o ()] + 10w y(w:): 0) — dlan y(an); b)| < e
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Aus ((1.11.11)) folgt nun

ly(z) — il < ly(@) —y(z)| + |y(z:) — il <

eL¢(b—a) _ 1
< Jyle) = yla)| + =
¢
Gilt nun z; — « fiir h — 0,7 — oo, (vgl. (1.11.10])), so garantiert die Stetigkeit von y nun fiir
jedes € > 0 die Existenz eines hs(e") mit |y(z) — y(z;)| < & fiir alle 0 < h < hg(e'). O

Nun lasst sich auch der globale Fehler der Losung untersuchen:

Satz 1.11.5:

Es seien die Voraussetzungen von Satz [1.11.3] erfiillt und das Einschrittverfahren (1.11.3))
habe Konsistenzordnung p. Dann hat das Verfahren Konvergenzordnung p, d. h. es exis-
tieren Konstanten c, hy > 0, sodass der globale Fehler e = Jnax le;| die Ungleichung

e<ch? 0<h<hg

erfiillt.

Beweis: Betrachtet man (1.11.7) und (1.11.11)), so existieren Konstanten ¢, hy > 0, sodass

6qu(b—a) 1
ly(2;) — i) < ———— P Y0 < h < hg
Ly
fir alle 0 <7 < N und somit

N — |l < ehP
Oréliz?](v]y(:vl) yi| <ch?, 0<h<hg

gilt. O]

Betrachtet man den ersten Fall in (1.11.4)), so gilt L, = L, wobei L die Lipschitz-Konstante
von f ist. Diese Gleichheit gilt jedoch im Allgemeinen nicht. Trotzdem ist es naheliegend, einen
funktionalen Zusammenhang zwischen diesen Konstanten zu vermuten. Dieser soll nun fiir das
Crank-Nicolson-Verfahren hergeleitet werden:

h
Yit1 = Yi + 5 (f(xi,v3) + f(Tig1, Yir1))
In diesem Falle gilt
1 1
d(wi, yis h) = éf(xiayi) + §f(l’z + h,yi + ho(xi, yis b))
Es gilt:

600 :h) — O 2 1) = |5 F(ri9) + 3 F et by + ho(ws, ;)

_%f(% ) — %f(:ci +h, 2 + b, 23 h))| <

IN

1
5 £ iy) = FGn o)+ 5 |G+ oy + ho(as s )
< SLly— 2+ Ll + bl ysh) — = — ho(a, =) <

h
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Daraus ergibt sich
h
(1= 52) otawssh) = otawzi)] < LIy =,
weshalb man

L

Ly=——
T 1-1InL

(1.11.12)

wahlen kann, vorausgesetzt, %hL < 1. Weitere Berechnungen zeigen, dass der Diskretisierungs-
fehler der Trapezregel der Ungleichung

1
T < ShM, M = max|y"(z)]

zeJ

geniigt. Das Verfahren hat also Konsistenzordnung 2 und fiir & hinreichend klein ist dies auch
die Konvergenzordnung.
Im zweiten Fall von ([1.11.4)) (impliziter Euler) gilt ebenfalls Ly # L. ¢ ist hier gegeben durch

¢(ws,yi3h) = f(2 + h,yi + hd(z, y35 1))
Analoge Vorgehensweise wie im vorherigen Fall liefert

|0(xi, y; h) — (i, 2 h)| = | f(zi + b,y + hd(xi, ys h)) — f(2i + h, 2 + ho(x, 2 h))| <
< Ly — 2+ h(é(zi,y; h) — ¢, 2, h))| <
< Ly — z| 4+ hL|p(xi, y; h) — ¢(zi, 23 h)]

woraus sich

L
L. =
" 1 _hL

ergibt (sofern AL < 1). Ferner erhélt man durch Taylorentwicklung der exakten Losung,

1
y(x;) = y(xiﬂ) - hy/(xiﬂ) + §h29”(§i+1)7 iv1 € (24, Tiga],

fiir den Diskretisierungsfehler die Abschétzung

h
TI< M, M= maxy(x)]

zeJ

Analog findet man, dass das explizite Eulerverfahren ebenfalls Konsistenzordnung 1 hat.

Nun soll noch das Mittelpunktsverfahren auf diese Weise untersucht werden. Hier gilt (s.
(1.11.4))
h h

Man erhilt aus

h h h h
|p(zs,y; h) — d(x3, 2, h)| = ‘f(xz + 5 Y+ §¢($ia yih)) — fz; + 3 Z+ §¢($i, z;h))| <

< Ly 54 § (0ol - oo 1) <
h
< Lly =2l + 5 L16(zi y; h) = 6(xi, z; )l

als geeignete Lipschitz-Konstante (unter den selben Voraussetzungen wie in ((1.11.12)))

L
Lo =TT
2
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Der Diskretisierungsfehler wird erneut durch Taylorentwicklung (nun in z; + %) abgeschétzt.
Dies fiihrt auf

1 1
T.| < —h% LM;+ -h*M
wobei
_ " _ "
Mz = max |y"(z)| Mz = max|y"(z)|
ist.

Zur Erinnerung: Ly war die Lipschitz-Konstante aus . Wie bereits gesehen, lies sich
mit der Lipschitz-Stetigkeit Abschétzung zeigen. Diese Abschétzung erlaubt jedoch,
dass der Fehler mit steigendem |x; — x¢| exponentiell wichst. Fiir Probleme mit asymptotisch
stabilen Losungen, die fiir x — 0o gegen eine Ruhelage(-16sung) konvergieren, ist diese daher
wenig befriedigend. Ist die DGL in autonom und ferner y skalarwertig , so ist eine
Ruhelage g durch f(y) = 0 charakterisiert. Wie in Kapitel gesehen, ist das Modell ¥ = f(y)
asymptotisch stabil genau dann wenn

_of
-4

gilt. Im allgemeinen Fall, wenn f vektorwertig ist, lautet die Bedingung, dass die die Reilteile
der Eigenwerte der Jacobi-Matrix von f bzgl. y negativ sind.

Hat man daher nun ein asymptotisch stabiles System gegeben, sollte man erwarten, dass der
Fehler nicht wéchst (zumindest nicht exponentiell). Fiir den expliziten Euler lasst sich leicht

zeigen, dass die Bedingung (|1.11.14)) sich auf ¢ tibertragt:

oo, of

A (7) <0 (1.11.14)

In den anderen Féllen gilt analoges fiir hinreichend kleine h. Im Folgenden soll nun die Ab-
schatzung ((1.11.9)) aus Satz|1.11.3|verbessert werden unter der Voraussetzung. dass g—‘g(y; h) <0

fiir alle y in einer Nachbarschaft Y von ¢ gilt. Im Beweis von Theorem [1.11.3] wurde folgende
Gleichheit verwendet:

eip1 =€+ h- (o(y(z;); h) — d(yis b)) + hT;

Angenommen, ¢ ist stetig differenzierbar in der zweiten Komponente. Dann existiert ein &;
zwischen y(x;) und y;, sodass

0
Cit1 = € + hé?_ygb(&; h) + hT;

gilt. Seien nun y;,y(z;) € Y und ¢ = sup ‘a%gzﬁ(é; h)‘ < 00. Unter der Annahme 0 <1 —ch <1
ey
ergibt sich nun die Gleichung
leita] = les| = chlei| + h|Ti|

Analog wie im Beweis von Theorem ergibt sich

el < = (1- (= eh)),

was einem viel geringeren Fehlerzuwachs entspricht. Hieraus wird ersichtlich, dass asymptotisch
stabile Systeme weiterfithrender Untersuchung bediirfen. Insbesondere ist zu kldren, unter wel-
chen Bedingungen ein Einschrittverfahren das Verhalten von stabilen Losungen reproduziert.
Zu diesem Zweck sei das Testproblem

y = \y, AeC,Rer <0 (1.11.15)
gegeben. Der Fokus liegt hierbei auf der Untersuchung der absoluten Stabilitét:
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Definition 1.11.6:
Ein Einschrittverfahren ist A-stabil, wenn fiir alle Schrittweiten h die generierten Néahe-
rungslosungen fiir (1.11.15) (betragsméfig) monoton fallen, d. h. |y; 1| < |y;| fiir alle ¢ > 0.

Da (|1.11.15)) linear ist, hat die von einem Einschrittverahren generierte Approximationsfolge
(y:); die Gestalt
Yir1 = R(2)ys,
wobei z eine Funktion in & und A ist. (R wird auch Stabilitdtsfunktion genannt). Im Falle

des expliziten Eulers gilt
Yir1 = Yi + hAy; = (1 4+ hA)y;

Daher ist R(z) = 1 + 2,z = hA. Da jedoch - vorausgesetzt A # 0 - h > 0 stets so gewéhlt
werden kann, dass |R(z)| = |1 + hA| > 1 gilt, kann dies in einer (betragsméfig) streng monoton

steigenden Folge der approximierten Losungswerte resultieren: Das explizite Eulerverfahren ist
nicht A-stabil.

Definition 1.11.7:
Das Stabilitdtsgebiet eines Einschrittverfahrens ist die Menge

S={z€C| |R(»)| <1}

Das Stabilitédtsgebiet des expliziten Eulerverfah-
rens ist in Abbildung [1.11.1] dargestellt. Fiir das
implizite gilt hingegen C

Yie1 = Yi + PAYip1 = (1 = hA) yiy1 = s / ,
Daher gilt ‘
R(z) = — — b /
Q)= 2=

Eine Darstellung des entsprechenden Stabilitatsge-
bietes befindet sich in Abbildung[1.11.2] Abbildung 1.11.1

I 7/
/ /// / / Fiir das Crank-Nicolson-Verfahren gilt
hA
/ Yirt = Y+ (Yi + Yit1) s

o was zZu

1 1+ z
=3
sowie
2)| <1 Vze{weClRew <0}
Abbildung 1.11.2 fiihrt.

Exakt die selben Resultate lassen sich fiir das (implizite) Mittelpunktsverfahren erzielen. Beide
Verfahren sind somit A-stabil.

Zum Abschluss des Kapitels sollen einige geometrische Eigenschaften von Differentialglei-
chungen und verwandten numerischen Themen untersucht werden. Sei hierzu eine vektorwerti-
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ge, autonome Differentialgleichung
y' = f(y) (1.11.16)
gegeben.

Definition 1.11.8:
Ein erstes Integral (oder Invariante) von ((1.11.16]) ist eine stetig differenzierbare Funk-
tion I = I(y), welche fiir jede Losung von ([1.11.16) konstant ist, d. h.

ddxl( () = I'(y(x)) f(y(z)) = 0

erfiillt.

Eine spezielle Klasse von Modellen, welche ein erstes Integral haben, sind (vgl. Kapitel
Hamilton-Systeme, gegeben durch

0 0
p 9 (r,q), q o (p, q),

wobei H die entsprechende Hamiltonfunktion ist, welche im Folgenden zweimal stetig differen-
zierbar sei. Es gilt
T H @) @) = G+ Gl =0
Diese und adhnliche Modelle haben eine weitere Invariante: Das Volumen.
Zu diesem Zweck soll der Fluss ¢, betrachtet werden. Zur Erinnerung: Fiir festen Anfangspunkt
To ist
Ve (o) = y(x; 70, Y0),

wobei y(z; xg, yo) die Losung des APWs

y =)

y(@o) = yo
ist. Ist die Anfangsbedingung ¥, aus einer Menge Y, so sein nun fiir z die folgende Menge
definiert:

Ve (Y) = {yly = y(;20,90), 0 € Y}
Das Volumen von Y ist durch

Vol (V) = /Ydy

gegeben.

Definition 1.11.9:
Der Fluss das 9, (bzgl. (1.11.16)) ist volumenerhaltend, wenn

Vol (¢,(Y)) = Vol (Y) Va > (1.11.17)

gilt.

Es gilt das folgende Resultat:
0
Vol (¢, (Y dy = / det < Y (x; xo,yo)) ‘ dyy =
Yz (Y) Yo

e ) o
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wobei g—i die Jacobi-Matrix von f bezeichnet. Gilt nun tr (%(y)) =0, so ist (1.11.17) erfiillt.

Im Falle eines Hamilton-Systems entspricht die Jacobi-Matrix der Matrix
{_Hpq _qu}
HPP Hpq

weshalb die Spur 0 ist.

Ein Spezialfall von Volumen bilden Parallelogramme, welche von zwei Vektoren aufgespannt
werden. Zu dem Hamilton-System ([1.11.16)) seien einmal die Anfangsbedingungen p(0) = &
und ¢(0) = &9 gegeben, zum anderen die Bedingungen p(0) = 7° ¢(0) = n?. Die Vektoren

P p
&= <§q> und n = <zq> definieren ein Parallelogramm im (p, ¢)-Raum (vgl. Abbildung[1.11.3)).

q q

n An
Y Y (Y)

§ Ag

(@=0 (@)
Abbildung 1.11.3

Das (orientierte) Volumen (besser gesagt, die Flache) ist in diesem Falle durch
p P
V, = det (gq Z") — gyt gapp
gegeben. Fiir eine symplektische Abbildung A gilt dann

w(AE, An) = w(&n) = Vo, (1.11.18)

was bedeutet, dass A die Fliche des Parallelogramms erhélt. Dies gilt auch fiir den Fluss ¢,:
Ist dieser symplektisch, d. h. gilt T Jyp! = J, wie z. B. im Falle von Hamilton-Systemen,
so ist er auch Volumenerhaltend. Es stellt sich die Frage, inwiefern Einschrittverfahren dies
widerspiegeln. Sei hierfiir i’ lokal hamiltonisch, es gelte also 3y = f(y) = J'H'(y)T in einer
Umgebung von 7, sowie einer geeigneten, hinreichend glatten Funktion H. Fiir das implizite
Mittelpunktsverfahren gilt:

T

Yit1 :yi—l—hJ_lH’ ( 5

Sei nun VH = H'(“29)T sowie 341 = yi+1(yi). Dann ergibt Differentiation (V2H Hessema-
trix):

OYir1 h (ayz‘+1

h -1 h
— 4+ —J 'Vl . I)=(1-J'2Vv?H I+ J 2Vl
B +2JV 8yi+> ( J2V ) (I+J 2v )

Soll das Mittelpunktsverfahren daher die Symplektizitat fiir die numerische Losung erhalten,

T oy
geniigt es, dass % J 8%;1 = J oder - geméaf der letzten Rechnung -

h oo h o oo g h o oo 1hs g
I+§J V“H JI+§J V-H| = I—§J VH|J(I-J §VH
Seite 72



gilt. Beachtet man, dass (J™1)T = —J~! = J sowie V2H = V2HT gelten, ergibt sich mit
(I +2J7'V2H)T = I+ 4V2HJ fiir die linke Seite

h 12 h 1o ! - h oo
I+§J V°H )| J ]+§J V*H = I—§JVH J I+§VHJ =
h o h 2 h? 2 2
=J—§JVHJ—|—§JVHJ—ZJVHJVHJ

und analog fiir die rechte Seite mit (I — 2J-'V?H)T = — 2v2HJ

A h ioa ) ho s hes
]—§J V°‘H ) J ]—§J V‘H = I+§JVH J ]—EVHJ =

h h h?
=J+ EJVZHJ — §JVH2J — ZJVQHJVQHJ

Da beide Seiten den selben Wert haben, ist das Mittelpunktsverfahren somit symplektisch.

Hat v = f(y) ein quadratisches erstes Integral, existiert also ein erstes Integral der Form
I(y) = y"Cy mit y"Cf(y) = 0,CT = C, so erhilt das Mittelpunktsverfahren auch diese
Quadratische Invariante. Multipliziert man beide Seiten von

Yit1r = Yi _ ¥ Yir1 + Yi
h 2

, iaunT o
mit 3 (£5H)7 C, so ergibt sich

Analoges gilt fiir lineare Invarianten I(y) = y’d, wobei d d” f(y) = 0 erfiillt:

A"y = d"y; + thf(yZHTw) =d"y;
Letzteres gilt fiir alle oben vorgestellten Verfahren. Jedoch sind weder das explizite, noch das
implizite Euler- oder das Crank-Nicolson-Verfahren symplektisch.
Abschliefiende Bemerkungen

e Obiges Prinzip, die Losung mittels Quadraturformeln zu approximieren, fithrt auf die so-
genannten Runge-Kutta- Verfahren. Die allgemeine Berechnungsvorschrift lautet lau-
tet:

Yne1 = Yo + Y _biK;
i=1
mit .
K, = F(x, +ch,y, +h- Zainj)
j=1
s heifst Stufenzahl, b;,1 =1, ..., s sind die Gewichte und ¢;,7 = 1...s die Knoten des Ver-

fahrens. Die Koeffizienten b;, ¢;, a;;,4,j = 1, ..., s werden hierbei in sogenannten Butcher-
Tableaus zusammengefasst:

Ci1 | a1 A2 -+ Qs
cl A C2 | A21
pT = :
Cs | Ug1 Agg
by by by
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Gilt hierbei a;; = 0 fiir alle j > i, so ist das Runge-Kutta-Verfahren (RKV) explizit,
andernfalls tmplizit. Da bei expliziten Verfahren fiir die Berechnung der K; nur bereits
berechnete K (j < i) relevant sind, bendtigen diese weniger Zeit, wihrend bei impliziten
Verfahren ein (im Allgemeinen nichtlineares) Gleichungssystem fiir ebendiese gelost wer-
den muss. Jedoch sind die Abweichungen der implizit berechneten Néherungen von der
exakten Losung im Allgemeinen (teilweise wesentlich) geringer als die explizit berechne-
ten. Durch geschickte Wahl der Koeffizienten ldsst sich hierbei die Konsistenzordnung fiir
den jeweiligen Fall maximieren.

Manchmal sind auch Verfahren mit Schrittweitensteuerung sinnvoll. Diese fiihren in jedem
Schritt einen Kontrollschritt aus, d. h. berechnen eine Lésung mit einem Verfahren hoéhe-
rer Ordnung (aber akzeptablen Mehraufwand), um einen Fehlerschitzer zu bekommen.
Erfiillt dieser eine vorgegebene Genauigkeit nicht, wird der Schritt mit kleinerer Schritt-
weite wiederholt, ansonsten der néchste mit einer méfig groferen durchgefiithrt. Auf diese
Weise wird versucht, eine vorgegebene Prazesion mit moglichst wenig Rechenaufwand zu
erreichen.

Weitere wichtige Stabilitédtsklassen sind L-Stabilitdt und Isometrieerhaltung. Fiir ersteres
muss lim |R(z)| = 0 gelten, fiir letzteres |R(z)| = 1, sofern Re (z) = 0. Beide Eigenschaf-

|z| =00
ten schliefsen sich gegenseitig aus. Je nach Anwendungsfall muss man sich daher (ggf.)
fiir Isometrieerhaltung oder L-Stabilitit entscheiden. Fiir den Fall der eindimensionalen
Warmeleitungsgleichung z. B. ist letzteres sinnvoll.
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2 Modellierung

Dieses Kapitel behandelt die (ndherungsweise) Beschreibung realer Situationen mittels mathe-
matischer Modelle und orientiert sich hierbei in den ersten drei Kapiteln an [7]. Als Ausblick
auf die Schwierigkeiten, die sich bei einer solchen Modellbildung auftun konnen, soll folgendes,
einfiihrendes Beispiel betrachtet werden:

Beispiel 2.0.1:

Ein Bauer habe 200 Kiihe. Diese vermehren sich, sodass er nach einem Jahr 230 Kiihe hat.
Gesucht ist nun die Zeit (in Jahren), nach der er 500 Kiihe besitzt. Hierfiir kann man zwei
Ansétze betrachten.

1. Konstanter Wachstumsfaktor: In einem Jahr ist die Kuhpopulation bzw., der Grofsen-
ordnung angepasst, Kuhherde auf das r-fache Angwachsen, wobei r = % = 1.15 ist.
Nimmt man an, dass dies jedes Jahr so ist, so erhélt man fiir die Anzahl an Kiihe, mit

x bezeichnet, das Modell

T (t(n+1)) =r-x, (ty)
Hierbei bezeichnet t, = ty + nAt den betrachteten Zeitpunkt, At ein Zeitinkrement,
in diesem Falle ein Jahr. Induktiv ergibt sich:
x(tp,) =71" -z (t)

Setzt man z (t,) = 500,z (t;) = 200, so erhilt man mittels nlogr = log (22) als

2
Losung der Ausgangsfrage n~6.6 Jahre.

2. Konstanter jahrlicher Zuwachs: Aufgrund der geringen Anzahl an Messwerten ist ge-
nauso legitim, den jahrlichen Zuwachs als konstant anzunehmen. Im vorliegendem
Falle ergibt sich als Zuwachsrate p = % = 0.15 pro Jahr. Der Wachstumsfaktor
lautet » = p - At, wobei r = 1.15 fiir At = 1 Jahr. Allgemein ergibt sich mit den

Bezeichnungen z,t,, wie gehabt:

z(t,) = (1+p-t,) x(lo)

Hier ist x (tp) = 200, womit nach zwei Jahren folglich » = 1 + 0.3, gilt, entsprechend
nach 7 Jahren also r = 1 + 1.05. Wegen (1 + 1.05) - 200 = 410 < 500 liefert dieser
Ansatz offensichtlich ein anderes Ergebnis als der erste.

Obige, diskrete Modelle lassen sich auch zu kontinuierlichen Modellen erweitern. Hierdurch
werden diese unabhéngig von der der Wahl des Zeitinkrements zugrunde liegenden Will-
kiir, auch wenn im Sachzusammenhang 4,23 Kiihe interpretatorisch schwierig sind. Dazu
betrachtet man den Ubergang

. x(t+A) —x(t)
A?—I}(lw At ’ (+)

durch welchen sich folgende Modellméoglichkeiten ergeben:
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7' (t) = () = pz (1)

mit p = log(r), bzw. streng genommen
p = log(r)/J; im vorliegenden Falle
also p =log(1.15) ~ 0.1398(1/J). Mit
Kapitel 1 ergibt sich folglich:

z(t) =z (t) - ertt=to)

Ansatz 2:
2’ (t) = (x) = p- 2 (to)

Diesmal ergibt sich durch Integration:

z(t)=14+p-(t—to))x(to)

2.1 Dimensionsanalyse und Skalierung

Wie im Einfiithrungsbeispiel gesehen, liegen bei einem Modell hdufig physikalische Dimen-
sionen (Kraft, Zeit, Helligkeit, ...) vor. Im ,Populationsmodell“ des genannten Beispiels sind
dies beispielsweise die Zeit und die Anzahl an Kiithen. Hierdurch motiviert definiert man fiir
jede Dimension eine Art Grundeinheit, welche charakteristische Grofie genannt wird. Mit
ihrer Hilfe lassen sich Modelle entdimensionalisieren und wesentlich vereinfachen.

Vereinbarung: Im Folgenden bezeichne
e f die charakteristische GroRe
e [f] die physikalische Dimension
der Grofe f.

Beispiel (Fortsetzung zu obigem Wachstumsmodell):

Die physikalischen Dimensionen sind:
[t] =T (fur ,time")

[z(t)] = A (fiir ,amount®)

Weitere Dimensionen:

Mit tg als Startzeitpunkt ist

t—t
ot

T

ein geeignetes, dimensionsloses Zeitmaf. ¢ wird spater

problemangepasst spezifiziert.
Als dimensionslose, abhéngige Variable lasst sich

mit T = xo wahlen.
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Driickt man y als Funktion y(7) aus, fithrt dies auf

y(r) = m(f-t+t0)

9

X

mit Z = xo. (Sinnvollerweise sei xy > 0 vorausgesetzt.) Hieraus ergibt sich

/ L? /
y(r) =12
und somit gilt (wegen @'(t) = px(t)) 2y'(7) = pZy(7). Dividiert man beide Seiten durch z,

erhalt man das AWP

L/(7) = py(r)

y(0) =1

Fir ¢ = % wird dieses besonders einfach: Die (eindeutige, vgl. [Kapitel 1.4) Losung ist
die Exponentialfunktion. Will man nun alle Lésungen haben (mit Berticksichtigung von
Startzeitpunkt und Anfangspopulation), so erhdlt man diese durch Riicksubstitution (7 =
S = plt — 1))

v(t) = 7 y(7) =z - )

Fiir grofse t wird dieses Modell unbrauchbar, da - realistisch gesehen - die Kuhherde nicht
unbegrenzt wachsen kann. Um eine (durch Weideplatz, Futtermenge bedingte) Wachstums-
schranke oder Kapazitat ), zu beriicksichtigen, kann man den Ansatz p = p(z) verfolgen,
wobei p(z) geschickterweise so gewéhlt wird, dass p(z) > 0 fiir z € [0,2)) und p(z) < 0
fir x > x), gilt. Wahlt man hierfiir p(x) = ¢ - (zp — x) mit positiver Konstante g, so erhélt
man die logistische Gleichung

2'(t) = q(zy — x(t)) z(¢) (2.1.1)

bzw.
2

2(t) = (gear) 2(t) — g (2(1))
Lost man diese [Bernoulli-DGL] ergibt sich:
x(t) = LMo
Xo + (:EM — xo) e—qu(t_tO)

In diesem Falle waren geeignete charakteristische Grofen 7 = 2, und ¢ = é. Die Ruhelagen
des Modells sind z = 0 (instabil) und x = x); (asymptotisch stabil).
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Xn

to t

Abbildung: Trajektorien zu unterschiedlichen Anfangswerten

Welche Auswirkungen eine ungeschickte Wahl der charakteristischen Grofsen haben kann,
zeigt folgendes Beispiel.

Beispiel 2.1.1 (Gravitation):

Es soll ein Sprung auf der Erde modelliert werden. Zur Vereinfachung des Modells sei der
Luftwiderstand vernachléssigt und die Erde eine Kugel.

Nachdem Absprung ist die einzige auf den Springenden wirkende Kraft die Gravitations-
kraft, welche geméf dem Newtonschen Gesetz (ndherungsweise) durch

MErde - M

(z+ R)”

gegeben ist. Hierbei bezeichne m die Masse des Springenden, mg,4. entsprechend die Erd-
masse, R den Erdradius, z den Abstand zum Boden und G die Gravitationskonstante. Wegen
F=m-a,d h a= % (a Beschleunigung) fiihrt dies mittels Substitution g := % und

somit F' = —L};Qm auf das Modell

(z+
2 (t) = —

—gR2

o T B (2.1.2)

Versehen mit den Anfangsbedingungen x(0) = 0, 2’(0) = vy (v bezeichne hierbei die Ge-
schwindigkeit beim Absprung) - ist dies ein AWP mit einer Differentialgleichung 2. Ordnung.
(Stark) gerundete Werte fiir die auftretenden Konstanten sind hierbei g ~ 10% und R ~
10"m, ferner sei vy = 107. Die im Problem auftretenden Dimensionen sind Lange L, Zeit T'
und Masse M, fiir vorkommenden Grofen gilt:

e [m] = M fiir die Masse
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e [t] =T fiir die Zeit
e [z] = L fiir die Hohe
e [vg] = £ fiir die Geschwindigkeit
e [g] = % fiir die Beschleunigung
Zur Bestimmung der charakteristischen Grofsen verfolgt man den Ansatz
II=m"-v5 ¢g° R?

mit nochzubestimmenden Parametern a, b, ¢, d. Fiir die Dimension gilt entsprechend:

L\" (LY
[H] = M?%. (T) . (ﬁ) .Ld - M® 'Lb+c+d-T_b_2C

Fiir die Analyse der DGL geniigt es, folgende drei Fille zu unterscheiden:
1) a=0,b+c+d=0,—b—2c =0: In diesem Falle muss b = —2c und d = ¢ gelten,
somit II = (%R) . Im Folgenden sei
0
2
o
gR
als dimensionsloser Universalparameter gewahlt.

2) a =0b+c+d=1,b+ 2c = 0: Hieraus folgt a = 0,b = —2¢,d = 1+ ¢ . Die
charakteristische Lange ist also

R\° 1
QZZU()_QCQCR1+C:(9—> R=R—

3) a=0,b+c+d=0,b+2c=—1: Hier gilt b = —1 —2¢,d = 1+ ¢. Als charakteristische

Zeit ergibt sich:
t /U—l—QC CRl C <g )
=, R =5 ) — ===

v} ) vy wpec

Entdimensionalisiert man nun das Problem (2.1.2) mittels z() = zy({) und 7 = £, ergibt
sich:

T ( ) 9R2
e T =—F
2 (2y () + R)?
beziehungsweise
j 1" ( ) 1
_ T) = — — B}
Py 1+ (%) y()

sowie fiir die Anfangsbedingungen:

Da das Modell besonders einfach wird, wenn moglichst viele Parameter gleich 1 sind, resul-
tieren hieraus folgende Skalierungsméglichkeiten:
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1) & =1,% = 1: Hieraus folgt Z = R und = \/g . Somit vereinfacht sich das Problem
t Vo | v3
T Rg Rg Ve

1

SNTETEE

y(0) =0, y'(0) = e

auf das AWP

2) £ =1, %vo = 1: Hier gilt 7 = R,T = £ es ergibt sich

Vi s
T R vy
t2g &g Rg
)

und folglich

3) & =1, %UO =1: Esfolgt t =2 7 = ?7 daher gilt

;7

und somit

Mit obigen Beispieldaten, g = 102, R = 10"m, vy = 107, gilt e = ;—gg = 107 Vernachlissigt
man ¢ infolgedessen, ergibt sich in den obigen Féllen:
1)
" ].
J ()=
(1+y(r)
y(0) =0, ¥'(0) = 0
Aus y"(0) < 0, y'(0) = 0 folgt fiir 7 > 0 hinreichend klein 3/(7) < 0 und somit
analog wegen y(0) = 0 auch y(7) < 0. Das Modell ist unbrauchbar. Dies liegt in der

ungeeigneten Skalierung begriindet: Die charakteristische Linge ist £ = 107m, die
charakteristische Zeit t = 103s, viel zu groke Werte fiir Spriinge.

1
(1+y(r)*
y(0) =0, y'(0) =1
Dieses Problem ist sogar unlésbar, ebenfalls infolge zu grofser Skalen. (Die Werte sind
hier # = 10"m, t = 10s.)
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y (1) =-1
y(0)=0, ¥ (0) =1

Hieraus ergibt sich y/(7) = —7 + ¢ und somit folgt wegen y(7) = —172 + c7 sowie den
Anfangsbedingungen:
L,
y(r)=—=7"+7
2
Somit folgt fiir z(¢) = Zy (4) wegen T = ?, t= s
1
x(t) = vot — §gt2

Dies entspricht dem aus der Schule bekannten Modell einer konstant beschleunigten
Bewegung. Fiir die Beispieldaten gilt Z = 10m, t = 1s, die charakteristischen Grofen
haben somit verniinftige Werte.

2.2 Asymptotische Entwicklung

Aus obigen Beispiel geht hervor, dass die Vernachlidssigung eines scheinbar unbedeutenden &
gravierende Auswirkungen haben kann. Daher soll im Folgenden der Ansatz betrachtet werden,
ebendieses nicht zu vernachléssigen, sondern eine Reihenentwicklung zu verwenden, welche am
Folgenden Beispiel veranschaulicht werden soll.

Beispiel 2.2.1:

Gegeben sei die Gleichung
v+ 22 —-1=0

mit 0 < € < 1. Diese soll durch eine asymptotische Entwicklung bis zur 2. Ordnung
approximiert werden. Man setzt

o0
T=x0+ex) +x0+ - = E e'x;
i=0

mit noch zu bestimmenden Koeffizienten xz;, ¢ € Ny. Bis zur 2. Ordnung bedeutet hier-
bei, dass man nur die Koeffizienten xg, z1, x5 bestimmt, d. h. die Ndherungslosung x =
xo + ex1 + €225 berechnet.

Idee dahinter: Wegen > 00 &'z, — > 1 elw; = O(e™HD) erwartet man bei einer asymptoti-
schen Entwicklung bis zur n. Ordnung fiir n > 1 geringere Abweichungen von der exakten
Losung als bei einer Vernachlassigung von e, was einer Entwicklung bis zur 0. Ordnung
entsprache.

Zur Bestimmung der Koeffizienten setzt man den Reihenansatz in die uspriingliche Glei-
chung ein:

0= (zo+exs+ 2w+ ...) + 2 (ro+ewy + a5 +...) — 1 =
=$3+28xox1+82x%+...+25:c0+2€23:1+...—1

Mittels Koeffizientenvergleich ergibt sich fiir

o a2 —1=0

Seite 81



o el 2x0x) + 229 =0
(] 522 l‘% + 233'0]72 -+ 21}1 =0

Hieraus folgt xq = £1. Somit wére ein erster Ansatz fiir die Losung der Gleichung © = zy = 1
bzw. z = —1.

Unabhéngig vom Vorzeichen von z, folgt aus aus 2z (z; + 1) = 0 1 = —1. Es ergeben sich
die Naherungslosungen r = -1 —cund z =1 —¢.

Fiir x4 ergibt sich wegen 1 + 2xgx5 — 2 aus obigem die Bedingung xgre, = % und somit
Ty = j:%. Somit lauten die Reihentwicklungen bis zur 2. Ordnung:

2 2

€
T € 5 un x 8+2

Nun soll dieses Prinzip auf die Gravitationsgleichung (2.1.2)),
1’ _1
y (1)=——""3
7 (1+ey (7))
y(0)=0,y(0)=1

angewandt werden. Hierzu sei

Ye (1) = o (1) + eyr (1) + %92 (1) + . ..

Die Taylorentwicklung von ﬁ um 0 lautet:

1
(1+ 2)

s =1-22+432"—-42"+...

Aus y, (1) = —1 + 2ey. (1) — 322 (1) %+ ... ergibt sich:

yo (7) +eyy (1) + 2y (T) + ... =
=142 (yo (1) +epa (7) + 2 (1) +...) =32 (yo (7) +eyr (7) +...)° £ ...

Die Koeffizienten fiir eine Reihenentwicklung bis zur 2. Ordnung erhélt man erneut sukzessive
mittels Koeflizientenvergleich (man beachte y.(0) =0, y=(1) = 1):

e % y; (1) = —1 — Die (eindeutige) Lésung des AWPs

vy = —1
y0(0) =0, y5(0) =1

ist

o ey (1) = 2yo (1) — Einsetzen des bisherigen liefert /(1) = 27 — 72.

Die (eindeutige) Losung des AWPs

y! =21 — 72
y1(0) =0, %1(0) =0

lautet
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o %y, (1) = 21 (1) — 3y2 (1) — Einsetzen des Bisherigen liefert y4 (1) = 273 — gt =372+

3
334 _ 2, 113 _ 11 _4
3r° =97t = =317+ ST — T
Die (eindeutige) Losung des AWPs

11 11
" 2 3 4
Yo = —37° + £l T — —127'

st

Es folgt:

2.3 Beispiel aus der Stromungsmechanik

Gegeben sei ein von einem Fluid (Gas, Fliissigkeit) umstromter Korper.

A
&

skizzenhafter Querschnitt des Korpers mit
umgebendem Fluid

Nun soll die Strémungsgeschwindigkeit v(x,t) € R? (¢ > 0) bestimmt werden. Als Zusatzan-

nahme sei v fiir |z| — oo konvergent, d. h. es existiere V € R? mit ‘ llim v(z,t) =V,
T|—r00

Vernachlassigt man duflere Kréfte, so ergeben sich fiir ein inkompressibles Fluid mit konstanter
Dichte gy - unter bestimmten Voraussetzungen an das Fluid - die sogenannten Navier-Stokes-
Gleichungen:

00 (O + (v-V) ) = =Vp + pAv
Vv =0

Hierbei bezeichnet
e p den Druck
e ;i die dynamische Viskositat des Fluids

o V.v= Z?:l (%,vi die Divergenz des Vektorfeldes v

o Ay = 21'3:1 86—221)@- den Laplace-Operator

T
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Ferner gilt:
LI
(UV) V= (Z:E 1 Uia_xivj>

Mit den Bezeichnungen L fiir Lange, T fiir Zeit und M fiir Masse ergeben sich folgende Dimen-
sionen:

Jj=12,3

Parameter /Grofe Dimension
L
Geschwindigkeit v [v] = =
: M
Dichte g [00] = 3
L 1 M
Druck Y R
P (0] T T3 gaf
Dynamische Viskositéat W=7z
Seinun 7 =%y =2 u(yT ) = qul(‘fﬂtz) sowie ¢ (y,7) = @7 wobei * wie gehabt die (noch

zu bestimmende) charakteristische Grofse bezeichne. Setzt man die Identitédten 0, = %—87 und
V, = %Vy in die Navier-Strokes-Gleichungen ein, so erhélt man:

1 VI, t 1 V
700 IVl (&u + Wt 5) u> = Lvgr plVlep,
0
f — - _
o Wl gy 2Ly BT,
v 207 [V, 00

Mit ”VT,”J =1, p = v%0y und kinematischer Viskositit n = Q"—O ergeben sich wegen

r T
a) t= v,

b) —2 =1

o0z||[Vily
als dimensionslose Gleichungen:
1

A
Reu

o-u+ (uV)u=—-Vqg+
Vu=0

Re = % ist hierbei die Reynoldszahl. Es bleibt die Frage zu kléren, was die Grofe der
Reynoldszahl fiir iiber das Modell, z. B. die Abhéngigkeiten/Gestalt der Reibungskraft, aus-
sagt.

Kleine Reynoldszahl (z. B. hohe Viskositét, geringe Stromungsgeschwindigkeit): In diesem Fal-
le sind die charakteristischen Grofsen die Geschwindigkeit v des Korpers (relativ zur Stromung),
eine charakteristische Lange  des Korpers sowie die dynamische Viskositéat des Fluids. Wegen

[v] = £, [z] = L, [u] = &% (F Dimension einer Kraft) ergibt sich fiir Kombinationen dieser
Grofen:

a=b c La FTC a+b—2crp—a+c e
[Uxb,u]:(?) Lb<7) = Letbmepotep

Fiir eine Kraft muss folglich ¢ = 1, a + b — 2¢ = 0 sowie —a + ¢ = 0, mithin also a = b =1
gelten. Somit muss das Gesetz fiir den Reibungswiderstand von der Form

Fr = cruzv
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sein. Hierbei bezeichnet ci einen Reibungskoeffizienten. Fiir eine Kugel ist dieser beispielsweise
67. Wahlt man als charakteristische Lange & den Kugelradius r, so ergibt dies das Stokessche
Gesetz:

Fr = 6mrruv

Grofe Reynoldszahl (geringe Viskositit, hohe Stromungsgeschwindigkeit): In diesem Falle ist
die zur Verdrangung der Fliissigkeit benotigte Kraft die fiir die Reibung ausschlaggebendere.
Bezeichnet A die Querschnittsfliche des Korpers, dann ergibt sich fiir ein Zeitintervall At als

e pro Zeitintervall verdréangtes Volumen AVol: AVol ~ AvAt
e pro Zeitintervall verdrangte Masse Am: Am = o - AV ol ~ pAvAt
e pro Zeitintervall hinzugefiihrte kinetische Energie AFy;,: AEkm%Amvz ~ % 0AvV3 At
Fiir die Reibung ergibt sich folglich
FroAt = AE};,

beziehungsweise
1
Fr~ égAvAt

In diesem Falle wird die Proportionalitdtskonstante mit ¢y, bezeichnet und es ergibt sich

1
Fr= §cw 0AvAL

2.4 Populationsdynamik

Anhand des [Einfihrungsbeispiels| dieses Kapitels wurden drei Modellierungsmoglichkeiten fiir
biologisches Populationswachstum aufgezeigt. Im Folgenden sollen weitere Wachstumsmodelle
vorgestellt und (exemplarisch) analysiert werden, insbesondere solche, die sich mit gegenseitiger
Beeinflussung unterschiedlicher Spezies beschéftigen. Hierbei werden Resultate aus [§] und [9)
zusammengefasst.

Ein sehr simples Modell, welches bereits im Jahre 1798 von Thomas Robert Malthus verof-
fentlich wurde, basiert auf der Annahme eines unbeschrinkten Wachstums mit konstantem
Wachstumsfaktor R. Das Wachstum wird folglich durch die DGL & = Rz beschrieben. Wie im
genannten Beispiel lautet die Losung fiir gegebene Anfangsgrofe o = x(ty = 0) also

z(t) =z -

Fiir lange Zeitfenster ist ein derartiges Modell jedoch nur bedingt geeignet, da dem Wachstum
von Populationen, wie beim Beispiel der Kuhherde erwéhnt, durch verschiedene Faktoren wie
z. B. Nahrungsvorkommen Grenzen gesetzt sind. Ein Modell, das solche Wachstumsgrenzen
beriicksichtigt, ist das Modell von Pierre-Francois Verhulst aus dem Jahre 1848. In diesem ist
der Wachstumsfaktor R nicht mehr konstant, sondern eine von der Populationsgréfe x und
der (festen) Kapazitit K abhéngige Funktion R(z) =r - (1 — £). Die entsprechende DGL ist
die logistische Gleichung T=rx (1 — %), die Losung ist, analog zu oben (man beachte

q= 4, vy = K sowie ty = 0):
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Jacques Monod entwickelte ein Modell basierend auf biologischen Studien, welches das be-
schrankte Wachstum von Bakterien besser beschreibt. In seinem Modell lautet die Wachstums-

rate
HoX

K+x’

wobei iy die maximale Wachstumsrate und K die Substratkonzentration ist, fiir die die Wachs-
tumsrate die Halfte der maximalen ist.

Eines der ersten Modelle zur Beschreibung von Populationswachstum bei gegenseitiger Beein-
flussung zweier Spezies sind die nach ihren Urhebern/Entdeckern Alfred James Lotka und Vito
Volterra benannten Lotka-Volterra-Gleichungen:

R(z) =

dN

— =N (a—0bP
3; ( ) (2.4.1)

N beschreibt eine Beutetierpopulation, deren Wachstum durch die Rauberpopulation P ne-
gativ beinflusst wird, wihrend diese wiederum durch grofe Beutepopulationen positiv beein-
flusst wird. a ist hierbei eine Art ,natiirliche* Wachstumsrate, d entsprechend eine natiirliche
Todesrate, b beschreibt die Todesrate der Beutepopulation pro Raubtier, ¢ entsprechend die
Wachstumsrate der Rduberpopulation pro Beutetier.

Letzteres soll im Folgenden untersucht und verfeinert werden. Hierzu sei 7 = at und a = g.
Die Substitutionen u(7) = SN (¢) und v(7) = 2P(t) liefern:
d
. (1 —w)
gg (2.4.2)
= (u—1)
Setzt man @ = 9 und © = 9, ergibt sich wegen % = oz”(qf 113 die Bedingung

uw(l =)0+ a(l —u)va =0

beziehungsweise (dividiert durch uv):

(%—1>D+a(%—1)u=0 (2.4.3)

Sei G(u,v) = au + v —log (u®v). Dann gilt 4% (u,v) = o (1 — 1) und &= ( v) =1—1 und die
Losung der DGL ist implizit durch H - G(u,v) = au+v— log( ) mit konstantem H
gegeben. Den minimalen Wert nimmt G(u,v) in der Ruhelage u = 1, v = 1 ein, folglich muss
H > H,;, =1+ « sein.
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T

H : RN NSE SN
l—l 0 1 2 3 4
Phasenportrit mit Richtung derAnderung Mit Mathematica erstellter
fira =1 Streamplot des Systems ([2.4.2))

Das System (2.4.2)) hat 2 Ruhelagen:
1. (0,0): Linearisiert man dieses wie in Kapitel gezeigt, ergibt sich mittels x = u—0, y =

v —0:
i z\ (1 0| [z
dr \y) |0 —« y
——
=A
Esist A=\ = 16>\ _a_/\},dieEigenwertesindsomit)\l:1>Ound)\2:—04<0.

Somit liegt hier ein Sattelpunkt vor
2. (1,1): Mit z =u — 1 und y = v — 1 lautet das linearisierte System
d fz\ |0 -1} (=
dr \y) |a 0 Yy
7~A

-2 -1
Ausdet (A — A\I) = det ([ a0

—iy/a. Sind k; und k, zugehorige Eigenvektoren, so ist die allgemeine Losung des linea-
risierten Systems durch

()= () o=t () v

gegeben (vgl. Kapitel . Die Losungen sind also periodisch mit Periode \2/—7& = 27r\/g

}) = \?+a folgt: Die Eigenwerte sind \; = iy/a, Ay =
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1800

Beute
1600 « F “ Rauber {

1000 ¢

Simulation 2.4.1:

(Der Matlab-Code fiir diese sowie fol-
gende Simulationen befindet sich, sofern
nicht anders vermerkt im Anhang.) Fir
diese numerische Simulation wurden die
Werte a = 0,8, b = 0,02, ¢ = 0,001 sowie
d = 0,3 gewahlt. Der simulierte Zeitraum
betrug 100 Jahre, wobei zum Anfang 1000
Beutetiere und 100 Ré&uber vorhanden

o QDDUIU/U /&j/ /

0 20 40 B0 80 100
Zelt in Jahren

Beobachtung und Interpretation der Ergebnisse: Anfangs existiert eine hohe Zahl an Beutetie-
ren, welche jedoch stark von den Raubern dezimiert werden. In Folge mangelnder Nahrung
sterben mehr Rauber als durch den Beutefang begiinstigt geboren werden, sodass auch diese
Anzahl sinkt. Hierdurch iiberleben mehr Beutetiere, die Population steigt wieder, wodurch sich
nach einiger Zeit auch die Rauberpopulation erholen kann. Da hierdurch wieder mehr Beute
gerissen wird, beginnt der Kreislauf von neuem.

-
=N
[
o

-

]

o

o
T

800

3]
o
o

Populationsgrofle in Individuen
=N
)
o

Dieses Modell hat jedoch denselben Nachteil, den das|Einfithrungsbeispiels| (zumindest
anfangs) auch hatte: Das Wachstum ist nicht beschrénkt, was sich vor allem bei Verzicht auf die
Réuberpopulation bemerkbar macht. (In diesem Falle stimmen beide Modelle tiberein.) Daher
soll nun der Ansatz

dN
— =N.F(N,P
dt ( Y )
dpP
— =P.G(N,P

betrachtet werden, wobei F' und G Funktionen sind, welche solche Wachstumsschranken be-
riicksichtigen. Eine Mdoglichkeit fiir F' wire zum Beispiel

F(N,P):r(l—%) —P-R(N)

Hierbei bezeichne K die maximale Grofe, die die Beutepopulation bei Fehlen der Rauberspe-
zies erreichen kann. (In diesem Falle entspriche die Gleichung der [logistischen]) Je nach Wahl
von R(N) ergibt sich ein anderer Einfluss der Rauber- auf die Beutepopulation, wie folgende
Beispiele zeigen:

a) R(N)= A mit positiver Konstante A.
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b) R(N) = N%;B mit positiven Konstanten A, B

N-R(N)

c) R(N) = % mit positiven Konstanten A, B

N-R(N)

Fiir den Zuwachs P-G(N, P) der Rduberpopulation kann man anstelle von G(N, P) = —c+dN
zum Beispiel G(N, P) = k (1 — h%) mit positiven Konstanten h, k& wéhlen. Im Folgenden sei
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nun F(N,P) = r(l—%) — Nk—fD und G(N, P) = s(l—h%) (D, K, h, k,r, s > 0). Das

betrachtete Modell lautet also:

dN N kP
E—N[’”(“E)‘Nm]

dpP P
— =P 1—h—
il (0y)]
Die Substitutionen u (1) = %, v(r) = h%, T=rt,a= - und b= 2,d =L fiihren auf das
Modell q
d_z =u(l—u) _aulfd =: f(u,v)
dv v
o= bv <1 - E) =: g(u,v)
Zur Bestimmung der Ruhelagen muss man das System
f(u*,v")=0
g, v)=0

16sen. Aus bv* (1 — L) =0 folgt u* = v*. (Oder v* = 0, aber in diesem Falle wéire u* ebenfalls
gleich 0 und das Populationswachstum nicht weiter interessant). Wegen

uru*

f(u*,v") :u*(l—v*)—au*+d =

v 4 (a+d—1)u —d

folgt (Populationsgrofen sind stets nicht negativ):

*

u

(2.4.4)

(1—a—d)+\/(1—a—d)2+4d
B 2

Linearisiert man mit Hilfe der Substitutionen z(7) = u(7) — v* und y(7) = v(7) — v*, ergibt

sich das System
d [z x
— =A
i (o) -4 C)

(O <(u*aid)2 - 1) ~urrd
b —b

mit

or ot
A=z m| -
ou ov (u*,v*)

Aus der Bedingung det (A — M) = A% — (tr A) A+ det A =0 ergeben sich die Eigenwerte

tr A+ \/(tr A)® —4det A
2

Damit die Ruhelage stabil ist, sei Re A\; 2 < 0, womit det A > 0 sowie tr A < 0 gelten muss, d.
h.

Al =

au* au* ad
detA=(1——— )bu"+5b- =|1+—— |bu">0
( (u*+d)2> w+d ( (u*+d>2>
tr A=u" (L2—1> —-b<0
(u* 4+ d)
Ersteres ist immer erfiillt, fiir letzteres folgt au u* (ﬁ — 1) < b mittels Einsetzen von

(.4.4)

l4a+d—1/(1—a—d)?*+4d
b><a—\/(1—a—d)2+4d)' \/(2 )
a
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Fir die Funktionen

v(d):1+a+d—\/(1—a—d)2+4d

und

B(d)=a—/(1—a—d?+4d
gilt v'(d) < 0 und §'(d) < 0, d. h. beide fallen monoton. Ferner gilt v(d) > 0 sowie max 3(d) =
gé?riit folgt mittels
(1+a—|1-al)
2a

b

ba—o > (a — |1 —al)

>2a—1,0<a<1
ba—o = 1

>—,1<a

a

Hieraus folgt: Fiir 0 < a < % ist das
System fiir beliebige b > 0,d > 0 in
der Ruhelage stabil.

Sei nun b = 0. Am Rand des stabilen b =2a
Systems gilt dann wegen b > ((d)-v(d) |

sowie v(d) > 0 5(t) =0, d. h.

a:\/(l—a—d)2+4d
\

a?=(1—-a—d)’+4d=
—(1—a)+d*—2(1—a)d+4d d
Abbildung: Fiir die Punkte (d, a,b), welche
im gekennzeichneten Volumen liegen, ist die
P+4-20-a))d+(1-2a)=0 Ruhelage (u*,v*) instabil, fiir alle aukterhalb
ist sie stabil.

Hiermit gilt

Fiir b = 0 gilt folglich (a, d > 0):

da) == (2= (1—a) + /2= (1—a)’ = (1 —20) =
= —(1+a)+Va+4a

Da ferner v = 1 die Ungleichung
a?+4a < (1472 4+2(1+7)a+d
und somit va? +4a < (1 + ) + a erfiillt, folgt

da) =va?+4a—(1+a) <1
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2000

Simulation 2.4.2: (— Beute
Fiir diese Simulation wurden die o 1800} Rauber
Werte @
= 1600 } ;
e r=10,8 =
= 1400 4
o K =2000 =
& 1200 |
o k=0,02 ‘©
< 1000 -
e D =200 g
o a0} .
e s=0,5 8
+ BOO} -
e h=5/3 =
, 2. 400} -
gewdhlt. Die Anfangswerte waren
erneut Ny = 1000 und F, = 100. 200 -
Auch der modellierte Zeitraum
betrug erneut 100 Jahre. UD 0 20 20 0 100

Zeit 1n Jahren

Beobachtung und Interpretation der Ergebnisse: Bei den gewdhlten Werten streben die Popula-
tionsgrofen offenbar gegen ein stabiles Gleichgewicht. Dies ist auf mehrere Griinde zuriickzu-
fiihren. Zum einen kann wegen h > 1 die Raduberpopulation nur wachsen, wenn ihre Grofe einen
Bruchteil der Beutepopulation ausmacht. Hierdurch kann es auch bei grofen Beutepopulationen
zu keinen ,Wachstumsexplosionen“ wie im ersten Modell kommen, da ein Uberhang an Raubern
zu einer Verkleinerung der Population fiihren wiirde. Zum anderen ist infolge des Faktors N;+D
der Einfluss der Anzahl an getéteten Beutetieren auf die Vermehrung der Beute umso geringer,
je grofer die Population ist. Da der Anteil der gerissenen Tiere wegen k& = 0,02 ohnehin relativ
gering ist, kommt es zu keinen starken Wachstumseinbriichen der Beutepopulation. Dies fiihrt
in Verbindung mit dem vergleichsweifte geméfigten Wachstum der Réuberpopulation dazu,
dass die Beutepopulation die durch ihr Wachstum hervorgerufene hohere Anzahl an Réaubern
stets verkraften kann und somit wéchst. Die Gleichgewichtslage ergibt sich infolge dessen durch
K = 2000, da die Beutepopulation nicht unbegrenzt wachsen kann.

Ist die Ruhelage instabil, so existiert ein Gebiet €2, so dass fiir alle (u,v) € 9Q der Gradient

du dy,
(3}3) nach innen zeigt. w - n < 0 mit w = (de
dt ar

) und duflerem Normalenvektor n gilt. Somit
ist Theorem anwendbar, es existiert folglich ein (in diesem Falle) stabiler Grenzzyklus z.
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v
g <0
g=20
n -
o 0 < g>0
] ~—|
c_l\ - ~—]
“ : u*, ") ~
. e f<o0
L 1 f=0
CA N
1\ u
f>0

Stabiler Grenzzyklus bei instabiler Ruhelage (u*, v*)

Simulation 2.4.3:

3500 T T T

Fir diese Simulation wurden die Wer- :
te Beute
& 3000 Rauber
_ =3
e r=0,4 -
[N
e K = 5000 5 2500 -
5
° k = 0, 44 o
«— 2000 B
o)
e D =10 %
o
e
e h=11 s 1000 |
=
gewahlt. Wie in den vorherigen Mo- e
dellen waren Anfangs 1000 Beutetiere A4 500 '
und 100 Réauber vorhanden. Der ',
simulierte Zeitraum umfasste 500 0 i 4 Y , A4 '
Jahre. 0 100 200 300 400 500

Zelt 1n Jahren
Beobachtung und Interpretation der Ergebnisse: Hier kommt es zu dhnlichen Schwankungen in

den Populationsgréfen wie in der Simulation des [klassischen Lotka-Volterra-Modellss Wie in
der [vorherigen Simulation|ist wegen h > 1 auch hier positives Wachstum der Rauberpopulation
nur fir P < N moglich. Ebenso verringert sich der Einfluss der Anzahl an gerissenen Beute-
tieren mit steigender Populationsgrofse N, jedoch nicht mehr im selben Mafse wie vorher. Dies
macht sich vor allem bei kleineren Beutepopulation bemerkbar, auch wegen des relativ hohen
Faktors k. Hierdurch wird die Beutepopulation sehr stark dezimiert, wodurch auch die Gro-
fse Rauberpopulation einbricht und der Beutepopulation die Moglichkeit der Erholung bietet.
Die ,Spitzen am anfang sind auf die willkiirliche Wahl der Anfangsbedingungen zuriickzu-
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fiihren: Der Unterschied in den Populationsgréfen war zu grof, der entsprechende Punkt im
Phasenraum war der (periodischen) Gleichgewichtslage (Grenzzyklus) nicht nahe genug, wie
das zugehorige Phasenportréts veranschaulicht:

2000

RN ' '
1800'1 bEES f’////"‘“‘”'ﬁ““\\\\\\\
RN NN NN
1800*Hj§:;:: ./,,‘_hv\\\\\\\\\\“c
LM00 /)”,'_h\\\‘:\\\\\‘\‘:
a NG RRER R RS
El BEREERERRRAR
=0 EENEEEERRREE
ESUD'J,,‘ / przzrrsrrrr
ﬂsm.!" FPAPAPAAS TS {
/ PSS IS T ST TS
400 A - A R A e
200 e P
DD 200 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Anzahl Beutetiere

2.4.1 Kompetitives Modell

Nun soll das Modell

dN1 Nl N2
LN 1=
dr 1 1{ K, 12Kl}
dN2 N2 Nl
— 2 =Ny [1—- 2 —b
d T2 2{ K, 21[(2}

betrachtet werden. Dieses beschreibt Situationen, in welchen keine Spezies die Nahrungsgrund-
lage der anderen ist, beide Arten jedoch das Wachstum der anderen negativ beeinflussen, z. B.
da sie um die selbe, knappe Nahrung konkurrieren.

Entdimensionalisiert man dieses mithilfe der Substitutionen u; = gl Uy = ?, T=rit,p=

:—f, a9 = bm% und as; = bgl%, erhalt man das vereinfachte Modell

du
du
d—: = pug (1 — ug — anuy) = fo (w1, uz)

Dieses DGL-System hat drei bis vier Ruhelagen:
ui =0,u5 =0
uy =1, u3;=0

uy = 1# 5 = d-an s Dyege existiert jedoch nur fiir ajoae # 1 und ist fiir das
—a12a91’ 1—aiz2a21

Modell nur dann relevant, wenn zusétzlich uj, uy > 0 gilt.

)
)

3) uiy=0,us=1
)

Die Frage nach der Existenz der vierten Ruhefrage lasst sich als Frage nach der Moglichkeit

fiir eine Koexistenz der Spezies interpretieren: Diese besteht h6chstens dann, wenn ebendiese
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Ruhelage existiert. Bei genauerer Unterscheidung der Werte fiir a;5 und as; ergeben sich im
Wesentlichen vier verschiedene Typen von Phasenportrits:

ap <1, a9 <1 ap > 1, a9 <1

a12<1,a21>1 CL12>1,6L21>1

3)

° 1 1
2) 1 az1
a2y
Diese ergeben sich mittels Linearisierung um die Ruhelagen: Fiir
d fuy =y R uy
dr \ua — uj Uy — U
ist
oh 9h * x «
A - 8?1 %&2 _ {1 — 2u] — ajpuj —a2u] }
2 2 * * *
it Ouy (u.5) —paz1Us p (1 —=2uj — azu)
12

Bestimmt man das Stabilitdtsverhalten iiber die Eigenwerte, so ergibt sich:

1) (ui,ul) =(0,0): Wegen A = [(1)

ist diese Ruhelage stets instabil.

2] sind die Eigenwerte A\; = 1, Ao = p. Wegen A\;, Ay >0

—1 —ai2

0 p(l—axn)
A1 =—1und Ay = p(1 — ag1). Wegen p > 0 ist diese Ruhelage fiir as; > 1 stabil und fiir
a9 < 1 instabil.

2) (uj,u’) = (1,0): In diesem Falle ist A = [ 1 Die Eigenwerte sind somit
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—pazr  —p
Ao = —p. Wegen —p < 0 ist die Ruhelage folglich stabil fiir a;o > 1 und instabil fiir
ap < 1.

3) (uf,ul) = (0,1): Aus A = [1 —az 0 folgt: Die Eigenwerte sind A\; = 1 — aj2 und

4) (uy,ul) = ( 1-a;; ~_l-ay >: Es gilt:

1—ai2a21’ 1—aiza21

1 Q12 — 1 a2 (a12 — 1)
A= ——
1 — aioa91 |pao1 (a1 —1)  p(agi—1)

Die Eigenwerte hier sind

- (a2 —1) +plan — 1)
12 =
2 (]. — CL12(I21)

V(@2 = 1)+ plas — 1) — 4p (1 — asaz) (a1 — 1)(az — 1)
+
2 (1 — algagl)

Fir a;3 < 1, as; < 1 ist diese Ruhelage stabil, fiir a;s > 1, as; > 1 ergibt sich ein
Sattelpunkt.

Aus letzterem folgt, dass die beiden Arten auf lange Zeit nur dann koexistieren kénnen, wenn
as, as < 1 gilt, d. h. wenn die gegenseitige Beeinflussung gering genug ist, sodass keine Spezies
durch evtl. héhere Kapazitiat die andere durch zahlenméafige iiberlegenheit verdréangt oder aber
das Verhaltnis der Kapazitdten gering genug ist, sodass eine zu starke Beinflussung der einen
Spezies aufgrund der engen Limitation der anderen Spezies nicht zur Ausrottung ersterer fiihrt.
In den anderen Féllen stirbt auf lange Sicht eine der beiden Populationen aus, was sich auch
in numerischen Simulationen wiederspiegelt.

3000 r
——Spezies 1
S ——Spezles 2
5 2500 2
Simulation 2.4.4: "g
Die Kapazititsgrenzen dieser Simulation 3
waren K; = 2000 und K, = 1000, & 2090 l
als ,Beeinflussungsfaktoren*  wurden .E
b12 = bgl =1 gewahlt Die Wachs- % 1500 F 4
tumsraten der Populationen waren £
rir = 19 = 0,8. Spezies 1 bestand aus %
anfangs 1000 Individuen, Spezies zwei aus = 1000} ]
500. Simuliert wurde ein Zeitraum von =
100 Jahren. 0% soo b ]
U 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100

Zelt in Jahren

Beobachtung und Interpretation der Ergebnisse: Hier ist a9 = % sowie ag; = % Die vierte Ru-
helage existiert also nicht. Es ist a;s > 1, d. h. die Beeintrachtigung des Wachstums von Spezies
1 durch Spezies 2 ist nicht gering genug, um den Einfluss der hoheren Aufnahmekapazitit von
Spezies 2 zu ddmpfen, sodass trotz grofserer Anfangspopulation und gleichen Bedingungen in
allen anderen Faktoren (Wachstumsrate, Beeinflussung) Spezies 1 schlussendlich durch Spezies

2 verdréngt wird.
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1800

——Spezies 1
£ 1700 ——Spezies 2 f
Simulation 2.4.5: k=
Die Kapazitéitsgrenzen dieser Simulation '& 1600} .
waren erneut K; = 2000 und K, = 3000, 2
als ,Beinflussungsfaktoren“ wurden dies- HC 1500 ¢ .
mal by = % und by; = 1 gewahlt. Die '
Wachstumsrate der Population von Spe- & 1400} 1
zies 1 war r; = 0,5, die von Spezies 2 in
war 75 = 0,8. Beide Spezies hatten eine § 1300 A
Anfangsgrofe von 1000 Individuen. Der E
simulierte Zeitraum umfasste erneut 100 31200 1
0O
Jahre. 0 1100 |
1000 . L . L
0 20 40 60 a0 100

Zet 1n Jahren
Beobachtung und Interpretation der Ergebnisse: Hier ist a;o = % und ag; = % Die gegenseitige
Beeintrachtigung reicht also nicht aus, damit eine der beiden Spezies durch hohere Kapazité-
ten einen Vorteil héatte. Ferner ist die Wachstumsbeinflussung von Spezies 1 seitens Speziens
2 relativ gering, sodass trotz geringerer Wachstumsrate, Kapazitit und gleicher Anfangsgrofe
der Populationen Spezies 1 die dominantere wird. Jedoch reicht der Einfluss auf das Wachstum
von Spezies 2 nicht aus, um deren Kapazititsvorteil auszugleichen und diese vollstandig zu

verdrangen.

2.4.2  Symbiose-Modell

Héufig beeinflussen sich Populationen jedoch auch positiv. Eine einfaches Modell, um solches
symbiotisches Verhalten zu beschreiben ist das Folgende:

dN1 Nl N2
LN (1 - 2 b2
a 1{ K HKJ
dN2 N2 Nl
—= =1yNy |1 — — + by —
TR 2{ e + 21[(2]

Wahlt man die gleichen Substitutionen wie im [vorherigen Modelll so erhélt man:

du

d—l =u (1 —w + arpug) = f1 (ug, uz)
-

du

d_: = pus (1 —ug + anur) = fo (uy, ug)

Die Ruhelagen (uf, u}) dieses Modells sind:
) (0,0)
) (1,0)

1
2
3) (0,1)
4

) 1+aio 1+a2;
1—aiza21’ 1—ajza21

@)
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Letztere ergibt jedoch nur dann Sinn, wenn 1—aq2a9; > 0. Gilt aj9a2; > 1, so ist unbeschranktes
Wachstum zu beobachten:

1)
Fiir ay0a9; < 1ist das Wachstum beschrankt, die Losungen streben gegen die vierte Ruhelage:

Uz

1)

Der positive gegenseitige Einfluss spiegelt sich hierin insofern wieder, dass in der vierten Ru-
helage u} > 1 sowie uj > 1 gilt, d. h. beide Populationen haben (stabile!) grofere Populationen,
als ihre jeweiligen Kapazitatsgrenzen zulassen wiirden. Selbstverstandlich lasst sich die Kapa-
zitatsgrenze auch im Falle des beschrankten Wachstums einer Spezies iiberschreiten, in dem
man nur die Anfangsgrofe entsprechend setzt. Allerdings nimmt in diesem Falle, bei dem die
andere Spezies fehlt, die Anzahl der Individuen mit der Zeit bis zur Kapazitiatsgrenze stetig ab,
fiir t — oo konvergiert die Anzahl gegen die entsprechende Kapazitiatsgrenze.
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5000

——Spezies 1 []
g 4500 ——Spezies 2 |
Simulation 2.4.6: -g 4000 i
Die  Kapazititsgrenzen  die- .7
ser Simulation waren erneut "8 3500 b ]
Ky = 2000 und K, = 3000, '
die Beinflussungsfaktoren waren 7 3p00} _
bio = by = % Die Wachstumsra- %
te der Population von Spezies 1 £ 2500 -
war r; = 0,5, die von Spezies 2 &
war ro = 0,8. Beide Spezies hat- '_.% 2000 .
ten eine Anfangsgrofe von 1000 ©
Individuen. Auch hier betrug der 8.. 1500 .
simulierte Zeitraum 100 Jahre. Q?
1000 .
500 - : - -
0 20 40 60 80 100
Zeit in Jahren
Beobachtung und Interpretation der Ergebnisse: Hier ist aio = % und ag; = %, weshalb das

Wachstum beschréankt ist. Jedoch iiberschreiten die erreichten Populationsgrofen die Kapazi-
taten deutlich (Spezies 1 hat einen iiberhang von ca. 1500 Individuen, Spezies 2 von ca. 1700
Individuen). Hierdurch wird, wie bereits erwéihnt, der Vorteil deutlich, den in Symbiose lebende
Spezies sich gegenseitig verschaffen.

2.5 Das Lorenz-Modell: Ein Beispiel fiir Chaos

Das Gebiet der mathematischen Modellierung beschrankt sich, wie bereits an den Beispielen zur
oder [Stromungsmechanik] gesehen, nicht nur auf Populationswachstum, sondern ist
sehr vielseitig. Mathematische Modelle konnen beispielsweise auch zur Klimaforschung dienen
dienen. Das wohl bekannteste solcher Modelle ist das Lorenz-Modell:

o' =o(y— 1)
Y =rr—y—az (o, r, b: positive Konstanten) (2.5.1)

2 =zy—bz

Es wurde 1963 von Edward N. Lorenz veréffentlicht und ist eine stark vereinfachte Beschreibung
der Konvektionsstromung. Auch wenn es heute in der Klimaforschung nicht mehr relevant ist,
so ist es dennoch insofern von besonderer Bedeutung, als dass Lorenz bei der Untersuchung der
drei Gleichungen eine Art von Verhalten der Losungen entdeckte, welche als Chaos bezeichnet
wird. Dies soll im Folgenden erkléart und nachvollzogen werden (dhnlich zu [11]).

Eine erste Klassifizierung fiihrt zu der Beobachtung, dass das System autonom, nichtlinear und
symmetrisch ist: Ist (z(t),y(t), 2(t)) eine Losung, so auch (—x(t), —y(t), —z(t)). Dartiber hin-
aus fithrt es zu einer Volumenkontraktion.

Seite 99



Um dies zu zeigen, sei ' = f(z) ein allgemeines,
dreidimensionales System, S(t) eine geschlossene
Flache mit Volumen V(¢) im Phasenraum. Fir
einen Zeitpunkt ¢ gilt nach einem kleinen Zeitin-

tervall d¢ fiir das Volumen:

V(t+dt) =V(t)+ / f(z) e ndtdA
S(t)

(n bezeichnet hierbei den entsprechenden Norma-
lenvektor). Somit gilt

V’(t):/g(t)io@dA:/VVoidV

Angewandt auf das Lorenz-System:

Vef=loly—a)l, +[re—y— w2, +[zy — b2,
——0—1-b<0 — 2
Wegen V'(t) = —(oc+1+b)V(t) und somit

V(t) = V(0)e~(@+1+¥)! folgt die Behauptung.

Ferner sind alle Trajektorien beschrankt: Sei hierzu Sg eine sphérische Oberfliche, gegeben
durch Sk = 22 +y*+ (2 —r —0)? = R?. Fiir eine Trajektorie, welche auf der Oberfliche startet,
gilt:

o [ax<t>2+y<t>2+b<z_7°;") _blrroy

Ist R so groR, sodass das durch ox? + y? +
b(z— %)2 = M gegebene Ellipsoid kom-
plett enthalten ist , so gilt auf der Flache
L2+ y*+ (2 —r—0)% < 0, d. h. alle auf die-
ser Flache startenden Traketorien werden in die
entsprechende Sphére ,hineingezogen“ und kon-
nen diese auch nicht mehr verlassen. Somit sind,
wie behauptet, alle Trajektorien tatséchlich be-
schrankt (sofern der Anfangspunkt innerhalb der

Sphére liegt).

Kugel mit vollstandig enthaltenem Ellipsoid
(dunkel geféirbt)

Im Folgenden soll die Stabilitdt der Ruhelagen untersucht werden. Die erste Ruhelage ist der
Ursprung (0,0, 0). Weitere Ruhelagen erhélt man aus

y—x=0
re —y—xz=>0

xy —bz=0
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wegen x = y mithilfe der Gleichungen (r — 1 — z)z = 0 und z? — bz = 0. Folglich sind diese

Ruhelagen €~ = (—\/b(r —1),—/b(r —1),r — 1) und C* = <\/b(r — 1), /b(r —1),r — 1)
und existieren nur fiir » > 1. Im Folgenden sei, analog zu Kapitel[1.8.3, { =z—Z, n=y—y, ( =
z — z, wobei (Z, 9, z) die jeweilige Ruhelage ist. Linearisieren ergibt dann:

4 (€ [ s oly—2) g oy—2)  5(oly—2) 3
)= L (ro—y—x2) %(rw—y—:cz) 2 (re—y—az) n
¢ i %(my—bz) a%(xy—bz) %(xy—bz) 0.5 ¢
~ )
[0 o 0 19
=|r—z —1 —=x Ui
LY x  —b (Z,5,2) ¢

e Ruhelage (0,0,0): Hier ist

—o o 0
A=|r -1 0
0O 0 —b
Fiir eine Losungen (&, 7, () des Anfangswertproblems
(4 (¢ ¢
=4
¢ ¢
3 €o
n | (0)={no
\ C CO
gilt
§(t) =0
n(t) =0 ||| = V&) +n(t)? + (1)
g(t) -0 2
Wegen ¢ = —b¢ hat die entsprechende Komponente der Losung des linearisierten Systems

die Form ((t) = (y-e~%, wegen b > 0 gilt [C(t)]| = |Co| €7 < || fiir alle 0 < ¢ < oo. Ferner
gilt PII(l) |C(t)| = 0, unabhéngig von (. Somit ist das System in der Ruhelage beziiglich der
—

(-Komponente stets asymptotisch stabil, fiir die (asymptotische) Stabilititdt des gesamten
Systems ist also das Verhalten der Komponenten £, n ausschlaggebend. In der (z, y)-Ebene

5020

=A’

Wegen det (A — M) = A2+(140)A\+o(1—r) sind die Eigenwerte A\ o = —L4o)* 2(0_1)2+4W
Ist r < 1, s0 gilt (6 — 1)* +4or < 02 — 20+ 1440 = (0 + 1), in diesem Falle ist wegen
Ay < A < 0 die Ruhelage (0,0,0) ein stabiler Knoten. Fiir r > 1 gelten die umgekehrten
Ungleichungen, wegen Ay < 0 < A; liegt somit ein Sattelpunkt vor, die Ruhelage ist
instabil. Bemerkung: Mithilfe der Lyapunov-Funktion V(z,y,2) = 12? + y? 4 22 ldsst
sich im Falle r < 1 sogar globale (asymptotische) Stabilitét zeigen. Fiir f = 1 ist diese
Ruhelage stabil.

e Ruhelagen C*, C~: Hier gilt

—0 o 0
AC+I 1 -1 — b(?”—l)
Vo(r—1) /b(r—1) —b
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sowie
—0 o 0

1 -1 b(r—1)
—y/b(r—1) —y/b(r—1) —b
Wegen det (A — Ac+) =X+ (0 +b+ 1) XN +b(o+7)X+20b(r —1) = det (A — Ac-)
haben beide Matrizen die selben Eigenwerte. Es geniigt folglich, Ac+ zu untersuchen.

Fiir diese ldsst sich zeigen, dass fiir o — b — 1 < 0 die Ruhelage C'" stets stabil und fiir
o —b— 1> 0 stabil ist, sofern 1 <r <y = 2lothts)

Ao =

Ufbfl). Gilt 6o —b—1>0und r > rgy ist
sie instabil, fiir r» = ry gilt A\; o = £4/b(0 +1)i, A3 = —(b+ o + 1). Sie ist folglich stabil,
eine Projektion des Phasenportréts auf die (z,y)-Ebene ergibt das Bild eines Zentrums.

Trégt man die x-Koordinate der Ruhelage gegen r auf, ergibt sich folgendes Gesamtbild fiir die
Stabilitét:

Ist fiir ein 7 der Punkt (r,z(r)) Teil einer durchgezogenen Kurve, so ist die Ruhelage mit der
entsprechenden z-Koordinate stabil, ist er Teil einer gestrichelten Kurve, ist diese instabil.

Gilt nun r > rgy so ist wie bereits gesehen, keine der drei Ruhelagen stabil. Numerische Si-
mulationen wie die Folgende weisen jedoch auch keinen Grenzzyklus auf, was insofern seltsam
anmutet, da im 2-dimensionalen dies die einzig verbleibende Moglichkeit wére, nach dem die
Ruhelagen allesamt instabil, die Trajektorien jedoch allesamt beschriankt sind.

Simulation 2.5.1: In dieser Simulation wurden die von Lorenz gewéhlten Parameter ver-

1 0,9999998
wendet, d. h. ¢ = 10, b = % und r = 28. Die Anfangswerte waren | 1 | und | 1,0000002
1 1,0000002

Das verwendete Verfahren war das in Matlab verfiighare Verfahren odel13, d. h. ein Verfahren
erster Ordnung mit einem Kontrollverfahren 13. Ordnung. (Der verwendete Code befindet sich

in Anhang.
Dary = UUU_JF—;’_JFE) = 41—790 < 28 ist, entspricht diese Parameterwahl dem noch unbekannten Fall.

Die Trajektorien weisen zwei wesentliche Eigenschaften auf:

1. Wie vorher errechnet, sind die Trajektorien beschrankt, jedoch - trotz wiederkehrender
Verhaltensmuster - stark aperiodisch, wodurch die Existenz eines Grenzzyklus sehr un-
wahrscheinlich ist.
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30 | T T | T T T I T
Startwert (1,1, 1)7
Startwert (0.9999998,1.0000002, 1.0000002)7

20 -

30 ! ! ! ! ! ! ! ! |
0

Abbildung 2.5.1: x-Werte der Trajektorien gegen die Zeit aufgetragen. Auf den
ersten Blick scheint ein sich wiederholendes Muster zu ergeben, bei genauerem Hin-
sehen erweisen sich diese als zu unregelméfig, um von periodischer Oszillation zu
sprechen.

. Der ,Verlauf* der Trajektorie ,reagiert dufierst sensibel auf Stérungen in den Anfangs-

1 0, 9999998
werten: Die in der Simulation gewéhlten waren | 1 | und [ 1,0000002 |, somit gilt fiir
1 1,0000002
den absoluten Fehler
-1
70 — volly, = llzo — woll, =2-1077- || 1 =2-1077-v3~3,5-107",
1

2

der relative Fehler ist in beiden Féllen ca. 2-10~7. Somit sind sowohl absoluter als auch re-
lativer Fehler sehr gering. Nichtsdestotrotz weisen, wie in Abbildung und Abbildung
ersichtlich, die zugehorigen Trajektorien starke Abweichungen voneinander auf.
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Startwert (1,1,1)7 Startwert (0.9999998,1.0000002, 1.0000002)7

Abbildung 2.5.2: Trajektorien im (dreidimensionalen Phasenraum). U. a. anhand
der Gitterlinien der y — z-Ebene im Hintergrund lassen sich die Unterschiede mit
blofem Auge erkennen.

Auf der anderen Seite jedoch néhern sich alle Trajektorien trotz aperiodischen Verhaltens
und starken Abweichungen einem komplizierten ,Gebilde* bzw. ,Muster an, welches zu ehren
seines Entdeckers Lorenz-Attraktor genannt wird. Die grundlegende Erkenntnis, dass kleine
Anderungen in den Anfangsbedingungen gravierende Auswirkungen auf das Verhalten einzel-
ner Partikel haben koénnen, wurde unter dem Namen Schmetterlingseffekt bekannt. Und
auch wenn keine kanonische Definition von ,Chaos” existiert, so wird die mit diesem Effekt
zum Ausdruck gebrachte Sensibilitit gegeniiber den Anfangsbedingungen allgemein als (ein)
wesentliches Merkmal von Chaos angefiihrt.
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2.6 Mechanik

Zum Abschluss des Modellierungskapitels sollen noch Einblicke in die Mechanik gewéhrt werden.
Bei den Resultaten handelt es sich hauptsédchlich um eine Zusammenstellung von Ergebnissen
aus [13], [14] und [15].

Eines der Grundprinzipien der klassischen Mechanik ist die von Newton entdeckte Gleichheit
von Kraft und dem Produkt aus Masse und Beschleunigung. Als Formel geschrieben

F=m-a,

wobei die Masse m eine reelle Zahl ist und a € R" der Beschleunigungsvektor. (Die Beschleu-
nigung ist eine gerichtet Grofe.) F' kann hierbei auch als ortsabhéingige Funktion aufgefasst
werden. In diesem Falle entspricht F'(x) der Kraft, die auf einem Korper der Masse m im
Punkt x wirkt. Das Vektorfeld F' beschreibt hierbei ein Kraftfeld.

Als Arbeit entlang eines Weges W = [wy, w;] wird das Integral f;? F(r)dr bezeichnet. Ein
Kraftfeld F' heifst konservativ, wenn fiir jede geschlossene Kurve C' die Gleichung

}{C F(z)dz = 0

gilt. In diesem Falle ist die geleistete Arbeit wegunabhéngig. D. h., fiir zwei Wege W, W'  welche

die von wy nach w; gehen, gilt
/ F(z)dz = / F(z)dr
’ w

Somit ist fiir beliebige Vj € R, 2y € R™ durch

V(z) =V — / " PO

zo
eine skalarwertige Funktion gegeben. Durch Differentiation folgt

ov

(2.6.1)
Fiir ein Objekt der Masse m, welches sich mit Geschwindigkeit v(¢) bewegt, ist die kinetische
Energie zum Zeitpunkt ¢ durch T'(v) = % - |v]|5 gegeben. Bewegt es sich hierbei durch ein
Kraftfeld entlang des Weges W = [wy, wy], so ist der Ort x zeitabhéngig. Mittels der Beziehung
a = ¥ lasst sich die Kraft ebenfalls als zeitabhédngige Funktion F'(z(t)) modellieren. Aus wy =
x(to), wy = x(t1) sowie der Substitutionsregel ergibt sich fiir den Weg die Gleichung

/x " prydr = / " Fa)) - (),

(to) to

wobei v(t) = #(t) die Geschwindigkeit bezeichnet. Hieraus folgt wegen F(z(t)) = m - a(t) =
m - < (v(t)) die Beziehung

z(t1) m t1 ) )
[ e = 5 [ e oo = (o)l = lwl)

m

(to) 0 2
Die entlang des Weges verrichtete Arbeit entspricht also der Differenz der kinetischen Energien
zu End- und Anfangszeitpunkt. Andererseits ergibt sich aus (2.6.1) die Gleichung

/wl F(z)dz = — /w1 2V(ac)dyc = —V(wy) + V(w).

w we 0T
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Es folgt

o:/“F@mx_/mpwmx:ﬂmwﬂwg+vm@»_v@m»

wo

beziehungsweise, durch Addition von V(z(t1))), T'(t1) auf beiden Seiten
T + V = const.

In konservativen Systemen gilt also der Energieerhaltungssatz, % (T+V)=0.

Beispiel (Feder mit Gewicht):

An einer Feder mit Federhérte k ist ein Gewicht der Mas-
se m aufgehdngt. = beschreibe den Abstand des Gewichts
zur Authangepunkt der Feder. Zur Vereinfachung finde dies
in einer Umgebung mit vernachléssigbarer Gravitation und
Reibung statt. Das harmonische Potenzial ist gegeben durch

k
V(r) = =a?
(z) = 52 "
Somit gilt fiir die Kraft, welche die Feder auf das Gewicht
ausiibt: oV
F=——=—-k
ox v

und somit -

mi = —kx

Dies entspricht der Differentialgleichung

F+wlr=0

mit w = \/g . Lost man dies mithilfe des Eulerschen Ansatzes x = e, so folgt mittels der

Bedingung A2 + w? = 0 A = dwi. Reellwertige Losungen sind folglich sin und cos, d. h. die
Losungen oszillieren periodisch mit Frequenz w.

Die Newtonsche Mechanik, so einfach sie auf den ersten Blick wirkt, hat jedoch verschiedene
Nachteile. Einer davon ist, dass die Form der Gleichungen sehr stark von der Wahl des Koor-
dinatensystems abhéngt. Einen allgemeinerer Ansatz stellt der Lagrange-Formalismus dar.
Hierzu sei zuallererst die Lagrangefunktion

L(x(t),@(8),) = T (x(t), &(t), 1) = V (x(t), &(t))

definiert. Mittels dieser Definition lassen sich Bewegungen mithilfe des Hamiltonsches Prin-
zips beschreiben. (Dieses wird auch Prinzip der kleinsten /stationdren Wirkung, engl. principle
of least /stationary action, genannt.) Bewegt sich ein Objekt zwischen zwei Zeitpunkten ¢4 und
tg von A nach B, gibt es hierfiir verschiedene Pfade. Jedem dieser Pfade lisst sich hierbei eine
Wirkung

A:/EL@@@@JMt

ta
zuweisen. Das genannte Prinzip besagt nun, dass von allen diesen Pfaden derjenige genommen
wird, entlang dem die Wirkung A stationér ist, d. h. die erste Variation des Wirkungsfunktional
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tt/f L (z(t),#(t)) dt in der Losung ist 0. Bei der ersten Variation handelt es sich hierbei um eine
Verallgemeinerung der Richtungsableitung fiir Funktionale (linearen, stetigen Abbildungen auf
Funktionenrdumen). Genaueres wird in Kapitel erklart, an dieser Stelle folgen nur zwei

Beispiele, welche die Berechnung der ersten Variation veranschaulichen.

Beispiel 2.6.1 (Minimierung eines Funktionals):

Gegeben sei das Funktional

FO(0.T)) = R, F(y) = / (y(t) — o) dt,

welches minimiert werden soll. Sei hierzu y € C([0,7]),0y eine zuldssige Variation, d. h.
y(0) + ady(0) = y(0), y(T) + ady(T) = y(T') sowie y + ady € C([0,T)) fiir alle o (genaueres
hierzu folgt in den spateren Kapiteln). Somit gilt fiir a > 0:

Fy+ady) -F@®) _1 VOT(y(t)Jraay(t)—C)th—/OT(y(t)—C)th} =

« «

:é[/OT(y(t)—c)2dt+a2/0T(5y(t))2dt+204/0T5y(t)(y(t)—c)dt—/OT(Z/(t)—c)zdtl =

T T
- {oz / (5 ()2 dt + 2 / 5y (t) (4 (£) — ) dt}
0 0
Grenzwertbildung liefert:

i P+ 00y) = F 1)

a—0 0%

_ / 26y (1) (y (1) — ) dt

Dies ist die erste Variation von F' nach y. Das Funktional kann nur durch diejenigen Funk-
tionen y minimiert werden, fiir welche fOT 20y (t) (y (t) — ¢) dt = 0 fur alle (zuléssigen!) Va-
riationen 0y gilt. Da dy(t) abgesehen von den Anfangsbedingungen beliebig gewahlt werden
darf, lasst sich y(t) = ¢ folgern: Aus der Positivitéit des Integrals ergébe sich fiir y(t) # c,

5(t) = /% — (t = D)2(y(t) — ¢) ein Widerspruch. Wegen F(§) > 0¥§ € C ([0, T]) ist un-
mittelbar klar, dass y(t) = c¢ tatséchlich ein Minimum (und nicht nur stationédrer Punkt)
ist.

Bemerkung: Ist ' : H — R ein lineares Funktional auf einem reellen Hilbertraum H, so
existiert ein r € H, sodass

Fly)=(r,y)u VyeH

gilt. Versieht man den Funktionenraum C ([0, T]) mit dem Skalarprodukt (u,v) = fOT u(t)v(t)dt
so existiert fir ein darauf definiertes, differenzierbares Funktional F zu jedem y € C (]0,T])
eine Funktion VF € C ([0,1]) mit

Y

dF'(y)
dy

ov:=(VFuv), YveC(0,T))

Diese wird Gradient genannt. (Die genauere Definition von Differenzierbarkeit von Funktiona-
len folgt in den Kapiteln zu Optimierung.) Im vorherigen Beispiel ist VF (y) = 2(y — ¢).
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Beispiel 2.6.2:

Gegeben sei das Funktional

Differenzieren liefert:

im L (y +ady) — F (y)
a—0 0%

:/OT (29 (1) +2) 5y (¢) dt

Somit lautet der Gradient VF(y) = 2y (t) + 2

Nun soll erneut die Lagrangefunktion betrachtet werden. Um diese von der bildlichen Vor-
stellung in kartesischen Koordinaten zu losen, sei diese im Folgenden von den verallgemeinerten
Koordinaten ¢ und ¢ abhéngig. Das Wirkungsfunktional lautet also

T
A:X%R,F(q)=/ L(q,q)dt,
0

mit X = {geC' ([0,T]),q(0) = qo,q(T) = qr}. Gesucht ist nun ¢ € X mit din(cj) 0odg =10
fiir alle zuldssigen Variationen dq, d. h. dq € C' ([0,T1]), dq(0) = 6¢(T) = 0, q + adq € XVa.
Differentiation liefert:

_ T T
limg {2+ @09) = F(g) :liml{/ L(q+a5q,c}+aéq)dt—/ L(q,ci)dt} -
0 0

a—0 (6] a—0 ¢
~ tim 1 [/ (L<q,q'> + 50 (0.0) (a00) + 5 (0. (ab) + 0 <a2>) dt - /OTL<q,q'>dt} -
= /OT (g—s (q,cj)5q+g—§(q,fJ)5(J) dt =
! ) (2—2 (0,4) 64 — @2—2 (@ q)) 6q) dt + B—s (0.4) 5q]: -

:/0 (Z_s (¢,4) — %g_s(q,q)) Sqdt = (VF (q),8q)

Aus der Bedingung (VF (q) ,0q) = 0 ergeben sich schlieklich die Fuler-Lagrange-Gleichungen:
OL d oL

— ) — —— 1) =20 2.6.2
9 (0:4) = 9 (9,9) (2.6.2)
Im Falle der Feder ist L(q,q,t) = T(q,q,t) — V(q,q,t). mit T(q,q,t) = T(4) = & (¢)*. Hieraus
folgt —%—V — & (mg) = 0. Dies ist dquivalent zu mg = —V _F
q t 9q
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2.7 Hamiltonsche Mechanik

Eine andere Moglichkeit, die klassische Mechanik allgemeiner zu formulieren, besteht in der Ha-
miltonfunktion (engl. Hamiltonian): Fiir die verallgemeinerte Koordinate ¢ = (q1, ..., q4)"
ist der verallgemeinerte (konjugierte) Impuls p gegeben durch p;, = (%L(q, q)k=1,...,d.
Besagte Funktion ist dann definiert durch

H(g,p) =p"¢— L(q,q)

mit p = (p1,...,pa)’ -

Bemerkung: Um H in Abhdingigkeit von p schreiben zu konnen, sei hier und im Folgenden

stets angenommen, dass die durch p, = %gi"j),k = 1,...,d beschriebene Abbildung ¢, +— ps,

Legendre-Transformation genannt, fir jedes q ein Diffeomorphismus ist. (Damit ldsst sich ¢
auch als Funktion ¢(q,p) auffassen.)

Satz 2.7.1:
Die Euler-Lagrange-Gleichungen in (2.6.2)) sind dquivalent zu folgender Hamilton-Gleichung:

0H

kaa—pk(q,p) A ;
. __a_H( )7 E )
Pk = B q,p

Bevor dies bewiesen wird, sollen jedoch einige Eigenschaften des Hamilton-Systems aufgelistet
werden:

1. Die Ruhelagen (a,, a,) entsprechen den kritischen Punkten der Hamiltonfunktion. (Eine

Ruhelage (a,, a,) wird hierbei nicht-degeneriert genannt, falls det (8(5—2)2]{ (aq, ap)) #0.)

2. Hangt die Hamiltonfunktion nicht explizit von der Zeit ab, dann erhélt das Hamilton-
System die Energie (ist konservativ), d. h. H (g, p) bleibt konstant entlang der Trajekto-
rien. Also liegen die Trajektorien des Systems in der Niveaumenge

H (q,p) = const.

3. Falls die zweite Ableitung von H ausgewertet an einer Ruhelage nur Eigenwerte mit
positivem Realteil hat, dann ist die Ruhelage (Lyapunov)-stabil.

4. Viele mechanische Systeme werden durch eine Hamiltonfunktion der Form
d
1 p2
H == —+V
(a,7) = 3 ;:1 — Vi)

beschrieben, wobei sich das Kraftfeld aus einem Potenzial ableitet, d. h. F' = —B%V(q).
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Beweis: Fiir k=1,...,d gilt zum einen:

) 0 <& Bl
CH(q.p) = ~— Y pidi — 5 L(g,d) =
or (¢,p) Ope 2= Pl = 5 (¢,9)
0 0
- ] + Z ./L. - .L ) ] ] — ]
dr ;_1 PG4~ 5 (g,9) ot = 0
V T
_.T_ 9 =p
=p @‘1
Zum anderen gilt:
0 0 aq
—pl == _ ] iy —
9 (¢,p) Ry (¢,4) G (q,q)aq
0 d 0 d
~ (¢,9) ETEY —L(q,q) = 5P

Hieraus folgt Eigenschaft [2} Es gilt

d B )
—H ~H R & ) =
i (¢,p) = 2 (q,p)q+ap (¢,p)p

= (%H(q,p) (—%H(q,p)> + %H(q,p) : %H(q p)=0

Beispiel 2.7.2:

Gegeben seien N Partikel mit Massen m;, welche sich entfernungsabhéngig beeinflussen.
Fiir 1 <i < N bezeichne ¢; € R® den Ort, p; € R® den Impuls und V;; = Vj;(||¢; — ¢;|) fiir

1 < j <1 < N das Interaktionspotenzial zwischen dem i-ten und dem j-ten Partikel. Dies
ist ein Hamilton-System mit

N N i—1
1 1
H(q,p) = §Zﬁp?pi+ 5 Vii(lla: — g5l)
i=1 " i=2 =1
0
< Pk = _8_kH(q’p)
N
Z avka (llgx — g4l ) (9t — 95) i Z Vi (llgi — arll) ) (% — qx)
= Ole—al  Ne-all 47 dla—al  lla—al
. Pi
4 = —
\ m;

Betrachtet man nun den Gesamtimpuls P = sz\il pi, und verwendet kurz d; ; = ||¢; — g,

so ergibt sich wegen av{’;@f’” ) — ngﬁ ),dik = dy;
J Jv
S = _ iv: — Vi (drj) g Z aVzk i)
S S SR > -
i=k k=1 7=1 7 E—1 i=k+1
N o
_ _Z Z OVij(dy;) q Z Z avm i) 4 — Qk _0
=y o=
k=2 J= 1=2 k=
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Andererseits ergibt sich fiir den Gesamtdrehimpuls L = Z]kvz1 qr X Pk

N
: d
L:Z&(Qkxpk) Z(Qkxpk+Qkxpk>

N
k=1

N 1 N
ZZ m—PkkaJrCIkXﬁk) Z Qe X Pk)
k
k=1

k=1
N 4 N ~na
_ E:amﬁmﬁ QkX%‘%E: 691 i) & X 4 _
4 di; di,
k=2 i=1 i=2 k=1

Somit bleiben beide Gesamtimpulse erhalten!

Beispiel 2.7.3 (Zweikorperproblem):

Betrachtet werden zwei Korper (Sonne, Planet) mit Massen M >> m, welche sich gegenseitig
anziehen. Wéhlt man den Ort der Sonne als Ursprung des Koordinatensystems, so genii-
gen fiir die Beschreibung der Position des zweiten Korpers zweidimensionale Koordinaten
q = (q1, q2). Die entsprechende Hamiltonfunktion lautet bei geeigneter Skalierung

—_

H(q1,q2,p1,p2) = 5 (pf —l—p%) -

1
V@i + 4

Das entsprechende Hamilton-System lautet:

0
.i: H » 425 ) — Vi
q , (q1,q2,p1,P2) = Pi

0 . ) = ]-7 2
pi = — H(leQ%plapQ):_Lg
d4; Vi + 6
Die Trajektorie der Ortskoordinate ist eine Ellipse:
m

Hierbei entsprechen die Gleichungen fiir p;, ps dem Newtonschen Gravitationsgesetz. Gemaf
diesem ist die auf den Planeten wirkende Kraft gegeben durch

Ts—Tp

(Fw) —G-M-m \/(xS_IP)zJ"(yS_yP)QQ

F Ys—yp )
y 3
V(@s—zp)?+(ys—yp)?
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wobei (zg,ys) die Koordinaten der Sonne und (zp,yp) die Koordinaten des Planeten sind.
Mit zg = ys = 0 ergeben sich aus den Newtonschen Gesetzen, F, = m; - &g, und der
Identitat ¢; = p; durch geeignete Normierung obige Gleichungen.

Beispiel 2.7.4 (Harmonischer Oszillator):

D Die Hamiltonfunktion eines harmo-
Impuls nischen Oszillators wie im Eingangs-
beispiel zum ist gegeben

durch

(90, o) = %0(q0; o) )
1p 1

H = + D¢
/ \ (9.p) = 5+ 5Dq
q Dies entspricht dem Hamilton-System
Ort
q\ _( 2\ _ [0 1] (Dq
p) \-Dq) |-1 0]\ &

¢u(d0, po) Der Fluss ¢;(qo, po) gibt hierbei nicht
nur eine reine Ortsbewegung an, son-
dern auch den Impuls.

Abbildung 2.7.1: Exemplarischer Pha-
senraum eines harmonischen Oszillators

Abschliefsend sollen noch zwei Modifizierungen der Hamiltonfunktion betrachtet werden:

)

Reibungskrifte: Haufig sind mechanische Systeme geschwindigkeitsabhédngigen Reibungs-
kréaften unterworfen. Diese werden in der Lagrangefunktion jedoch nicht beriicksichtigt,
da sie sich nicht aus einem Potenzial ableiten. In diesem Falle erweitert man die Euler-
Lagrange-Gleichungen mittels der sogenannten (Rayleighschen) Dissipationsfunkti-
on

d
. 1 Vi . . . .
D(Qu Q7t) = 5 Z kxk (Q7 Q7t)T Ty (Q7 q, t)

(7 beschreibt die Proportinalitatskonstante der Reibung zur Geschwindigkeit in kartesi-
schen Koordinaten iy.)
Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten dann:

B d o )
—L(q,4,t) — ———L(q,q,t) — —D(q,q,t) = 0, k=1,...d
90 (g,4,t) 1 90 (¢,4,t) i (g,4,t)

Zwangsbedingungen: Das System ist sogenannten holonomen Zwangsbedingungen un-
terworfen, dass heifst, die kartesischen Koordinaten geniigen Gleichungen der Form

ei(ry, ..., xq,t) =0, i=1,....m

Dies ist z. B. bei einem Fadenpendel mit fester Schnurlange der Fall, das Gewicht be-
wegt sich im dreidimensionalen Fall in einer Ebene auf einer Kreisbahn. In solch einem
Fall nennt man die Differenz 3d — m die Anzahl der Freiheitsgrade. Schreibt man
die kartesischen Koordinaten in Abhéngigkeit von den generalisierten Koordinaten, so
werden Zwangskrifte durch einen Lagrangemultiplikatorenansatz in der Lagrange- bzw.
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Hamiltonfunktion beriicksichtigt:

Le(q.4.t,A) = L(q,¢,t) + > _ Niei(q, 4, 1)

=1

H(q,4,t,\) = H(q, ¢, 1 Z/\ ei(q, . t)

(2.7.1)

Analog zu obigen ergibt sich

0H, Oe;
. A (A
o= Dk 5}% ; " Opr
8H Oe;
S c _ )\ i
P Dk 31% ZZ "Opr.

Im Falle von Zwangsbedingungen erweist es sich als praktisch, die generalisierten Koor-
dinaten gq so zu wéhlen, dass die Zwangsbedingungen fiir alle xy(qy, ..., ) automatisch
erfiillt sind. Wahlt man fiir das Fadenpendel mit fester Lange [ den Aufhingepunkt als
Ursprung des Koordinatensystems, so waren eine geeignete Wahl der Auslenkungswinkel
0 von der x3-Achse. (Der Auslenkungswinkel von der z1 — z3- oder der x5 — x3-Ebene, von
der die kartesischen Koordinaten ebenfalls abhéngen, ist durch den Winkel der jeweiligen
Ebene zu der Ebene, in der sich das Fadenpendel bewegt, festgelegt und konstant.)

Seite 113



3 Optimierung, Variationsrechnung und
Optimale Steuerung

In diesem Kapitel soll ein kleiner Einblick in Optimierungs-, Variations-, und optimale Steue-
rungsprobleme gewéhrt werden. Definitionen, Eigenschaften sowie sonstige Resultate zum erst-
genannten Gebiet wurden hierbei, soweit nicht anders vermerkt, dem Skript [16] von S. Volkwein
entnommen.

3.1 Grundlagen der endlich-dimensionalen Optimierung

Fiir die (endlich-dimensionale) Optimierung, sind einige (technische) Definitionen und Eigen-
schaften von N&ten, welche im Folgenden ohne weitere Einleitung/Beweis aufgelistet werden.

Definition 3.1.1 (Konvexe Menge):

Eine Teilmenge eines komplexen Vektorraums V heifst konvezx, wenn fiir alle a,be M und
alle de [0, 1] stets gilt:

da+ (1 —d)beM

Lemma 3.1.2 (Eigenschaften konvexer Mengen):

1. Wenn C'CR"” eine konvexe Menge ist und S€R gilt, dann ist auch die Menge fC =
{z : x = Pec,ceC} konvex.

2. Seien C' und D konvexe Mengen, dann ist auch C+ D = {z€R" |z = c+ d,ceC,deD}
konvex.

3. Der Schnitt von beliebig vielen konvexen Mengen ist wieder konvex.

Definition 3.1.3:
Eine Menge C' C V wird Kegel genannt, wenn aus z€C azeC fiir alle a > 0 folgt.

Definition 3.1.4 (Lineare Mannigfaltigkeit):

VER™ heilit eine lineare Mannigfaltigkeit, wenn dxi + (1 — d) z,€V fiir alle d€R und
x1,x2€V gilt.

Definition 3.1.5 (Hyperebene):

Eine Hyperebene im R" ist eine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Lemma 3.1.6 (Identifikation einer Hyperebene):
Sei a€R™ \ {0} und v€R. Die Menge H = {z€R" : a”x = ~} ist eine Hyperebene.
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Lemma 3.1.7:
Sei H eine Hyperebene im R". Dann existieren ein Vektor a€R™ \ {0} und ein y€R, sodass
H = {xGR” cals = 7}.

Definition 3.1.8 (Extrempunkt):

Ein Punkt x in einer konvexen Menge C' heifft Extrempunkt von C, wenn es keine zwei
Punkte x; und x5 aus C gibt, so dass © = azy + (1 — ) 2 fiir ein a mit 0 < a < 1 gilt.

3.1.1 Probleme ohne Nebenbedingungen

Betrachtet werden soll ein Problem der Form
Minimiere f(x) mitz €  C R", (3.1.1)

wobei f in eine reellwertige Funktion f : ) — R und 2 die sogenannte zuldssige Menge ist.
Im Folgenden bezeichne ||-|| eine beliebige Norm auf R".

Definition 3.1.9 (Relative Minimalstelle):

Der Punkt z*€€) heifst relative oder lokale Minimalstelle von f iiber (), wenn es ein
e > 0 gibt, sodass f (z)>f (z*) fiir alle z€Q mit ||z — z*|| < e gilt. Gilt f(x) > f(a*) fir
alle z€Q mit ||z — 2*|| < g, heikt 2* strikte relative Minimalstelle von f iiber €.

Definition 3.1.10:

Der Punkt z*€Q heift globale Minimalstelle von f iiber Q, wenn f (z) >f («*) fiir alle
x€€) gilt. Analog zur vorherigen Definition heifst 2* strikte globale Minimalstelle, wenn
f(z) > f(z¥) fur alle xz€Q gilt.

Definition 3.1.11:
Sei x€(2. Ein Vektor d heiflt zuldssige Richtung in z, wenn es ein @ > 0 gibt, sodass
x4+ adef) fiir alle a mit 0<a<a gilt.

Mit obigen Definitionen lasst sich bereits eine Bedingung angeben, die in einem Minimum
erfiillt sein muss. (Da es im allgemeinen sehr schwierig ist, ein globales Minimum zu finden,
begniigt man sich héufig damit, Stellen zu finden, die die notwendigen Bedingungen erfiillen.)

Satz 3.1.12 (Notwendige Bedingung erster Ordnung):

Seien QCR™ und f eine Funktion aus C' (€2). Wenn z* eine relative Minimalstelle von f iiber
Q) ist, dann folgt fiir jedes d€R™, das eine zuldssige Richtung in z* angibt, die Ungleichung

Vf (:E*)T d>0, wobei V f (z*) = (a—f . i) (z*) der Gradient ist.

Oz’ ) Oz

Beweis: Fiir beliebiges a mit 0<a<a sei z (o) = 2* + adeQ und g (a) = f (z (). Dann hat
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g an a = 0 ein relatives Minimum. Ferner folgt

9(a)=g(0)= ¢'(0) a+o(a)
——
=Vf(z*)Td

Angenommen, es sei ¢’ (0) < 0. Fiir hinreichend kleines @ > 0 gilt dann die Ungleichung
g (0) > g (), was ein Widerspruch zum relativen Minimum von ¢ an der Stelle o = 0 ist. Also:

0<g' (0) = Vf (z*)" d. O

Bemerkung 3.1.13:  Betrachtet man den Spezialfall Q = R", so gilt V f (z*)" d fir alle deR™.
Also folgt V f (z*) = 0.

Korollar 3.1.14 (unrestringierter Fall): Seien QCR" und f€C* (). Wenn x* ein innerer
Punkt von Q und eine relative Minimalstelle von f tber €2 ist, dann folgt

Vf(x*)=0.

Bemerkung 3.1.15:  Notwendige Bedingungen fihren im nicht-restringierten Fall auf n Glei-
chungen in n Unbekannten.

Unter zusétzlichen Glattheitsvoraussetzungen lasst sich (u. U.) genauer iiberpriifen, ob es
sich bei einem Punkt um einen Kandidaten fiir eine Minimalstelle handelt.

Lemma 3.1.16:
Sei feC? (), QCR"™. Wenn z* eine relative Minimalstelle von f iiber € ist, dann gilt fiir
jede zuléssige Richtung in x*:

a) Vf(z*)" d>0

b) Aus Vf (z*)" d>0 folgt d"V2f (z*)d>0 (D. h. die Hessematrix V2f (z*) ist positiv
semidefinit. )

Beweis:

a) Siche Satz[3.1.12)
b) Sei (o) = 2* + ad,g(a) = f(z(a). AusVf(z*)"d = 0 folgt ¢ (a)],_, = 0 (da

dda () =Vf(z(a )) d). Taylorentwicklung liefert
1
9(0) = (0) + o (@)lcpa+ 56 ()] a?+0(?)

Hierbei ist

Somit gilt fiir die Taylorentwicklung:
1
fx(a)=f(z")+0+ (édTVQf (™) d> a® + o(a?)

Angenommen, es gilt d”V2f (z*)d < 0. Dann ist f (z(«a)) < f(«*) fiir a hinreichend
klein. Da z* Minimalstelle ist, ergibt sich hieraus ein ein Widerspruch.
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Korollar 3.1.17: Sei x*€int () relative Minimalstelle von feC? (Q) diber Q. Dann gilt:
a) Vf(z*)=0
b) VdeR" folgt d"V2f (z*) d=0

Satz 3.1.18 (Hinreichende Bedingungen zweiter Ordnung):
Sei feC?(Q2),QCR", z*€int () und weiter gelten

a) Vf(z*)=0
b) Die Hessematrix V2f (z*) ist positiv definit

Dann ist z* eine strikte Minimalstelle von f.

Beweis: F (z*) = V2f (z*) ist positiv definit, folglich gibt es ein a > 0 mit d7V2f (z*) d>a ||d||?
fir alle d. (4quivalenz von Normen.) Taylorentwicklung liefert wegen V f(z*)d = 0
* * 1 *
f @ +d) = [ (@) = 5d"V2f (") d + o (||d]]%)

und somit

* * Q
f @™+ d) = f (@) 25 14 + o (|ldlf”) 20.
Fiir d # 0 mit ||d|| hinreichend klein gilt somit f (z* + d) > f (z*). O
Konvexe Funktionen

Nun sollen konvexe Funktionen betrachtet werden, welche fiir die Optimierung einige schéne
Eigenschaften haben.

Definition 3.1.19 ((strikt) konvex):

Eine Funktion f : Q — R, QCR" konvex, , ‘ ()
wird (strikt) konver genannt, wenn fir / s
jedes 0 < a < 1 und x1, 22680, x1F#19 ) L af(@n) + (1 @) f(z)
gilt: ‘ :
?.,7 .
flaz) + (1 — a)xs)

1

flazry + (1 —a)xg) (2 .
af (1) + (1 —a) f(22) —

l

T

I ! . T
ar; + (1 — a)zs “

(Strikt) Konvexe Funktionen zeichnen sich
dadurch aus, dass Graph der Funktion ent-
lang der Verbindungsstrecke von z; nach
9 unterhalb der Geraden durch die Punkte
(x1, f(z1)) und (z2, f(zs)) verlduft (s. Bild
rechts).

Beispiel fiir eine konvexe Funktion mit 2 C R

Lemma 3.1.20:
Seien f1, fo konvexe Funktionen auf einer konvexen Menge, dann ist f; + fo konvex auf €2,
weiter ist o f; konvex auf € fiir alle o > 0.
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' / I9 — -
Lemma 3.1.21:

Sei f konvexe Funktion auf ei-
ner konvexen Menge (). Die Men-
ge I, .= {z€Q|f (z) <c} ist dann
ebenfalls konvex fiir alle ceR.

Z1

Veranschaulichung von Lemma [3.1.21}

Lemma 3.1.22:

Sei feC!(2) mit QCR" konvex. Eine
Funktion f : 2 — R ist genau dann kon-
vex, wenn f

fFly)=f)+Vf@) (y—=)

fiir alle z, y € 2 gilt. Fiir feC? (Q) gilt: v ‘ Do
Eine Funktion f ist genau dann konvex, fx) +Vf(z) - (y—z)
wenn sie eine strikt positive Kriimmung
_hat. L Veranschaulichung von Lemma [3.1.22
mit 2 C R. Die Tangente im Punkt (z, f(z))
verlauft unterhalb des Graphen von f.
Satz 3.1.23:

Seien QCR™ und feC* () konvex. Gibt es einen Punkt x*€(), sodass fiir alle y€Q
Vi) (y—27)20

gilt, dann ist z* eine globale Minimalstelle von f auf 2.

Beweis: Fiir alle y € € ist y — 2* = d eine zuldssige Richtung in z*. (Die Bedingung
Vf ()" (y — z*) >0 ist identisch mit der notwendigen Bedingung 1. Ordnungl) Ferner gilt
nach Lemma 13.1.22)

F@)=f @)+ VF (@) (y—a)
Somit gilt fir alle yeQ f (y) >f (*), also ist * globale Minimalstelle. O
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3.1.2  Probleme mit Nebenbedingungen

In diesem Kapitel sollen restringierte Minimierungsprobleme, d. h. Probleme der Form

hi(z) =0, g1(z) <0
Minimiere f(z) unter den Nebenbedingungen : : ,reNCR"  (3.1.2)
hp(z) =0, gp(z) <0

behandelt werden. Hierbei sei m < n. Ferner seien im Folgenden h;, 1 <17 < m sowie g;, 1 <
j < p zweimal stetig differenzierbar. Fasst man die einzelnen Funktionen zu vektorwertigen
Funktionen h = (hy, ..., hy)" und g = (g1, ..., gp)" zusammen, so lisst sich Problem (3.1.2)

schreiben als
Minimiere f(z) unter den Nebenbedingungen h(x) =0, g(z) < Oundz € 2 CR"

(wobei die Ungleichung komponentenweise zu verstehen ist.)

Abbildung 3.1.1:  Beispielhafte
Skizze eines Minimierungspro-
blems. Die blaue Kurve enthélt
alle Punkte des Graphen, de-
ren - und y-Koordinaten die
Nebenbedingungen erfiillen.

Die Restriktionen h(z) = 0 und g(x) < 0 heifen funktionale Nebenbedingungen. Erfiillt ein
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Punkt x € (2 samtliche Nebenbedingungen, so heilit dieser zuldssig, die zuldssige Menge
ist die Menge all dieser Punkte. Ist fiir einen zuldssigen Punkt x der Wert g;(z) gleich 0, so
nennt man diese Ungleichungsnebenbedingung aktiv an diesem Punkt, andernfalls inaktiv.
Aufgrund der Stetigkeit erfiillen in letzterem Falle alle Punkte & in einer hinreichend kleinen
Umgebung von y ebenfalls ¢;(Z) < 0. In dieser Umgebung wird die zuldssige Menge durch
ebendiese Restriktion folglich nicht beeinflusst.

Vereinbarung: Im Folgenden bezeichne V f den Gradienten von f, sowie Vh = Vh;. Im Falle
h = (hi,...,hy) mit m > 1 bezeichne Vh die Matrix, deren Spalten aus den Gradienten
Vhj,1 <j <mbesteht, d. h. Vh = (Vhy, Vhy,...,Vh,) € R*™™ (Anders ausgedriickt ist VA
folglich die transponierte Jacobimatrix.) Analoges gelte fiir g. Mit V2 f wird im Folgenden die
Hessematrix von f bezeichnet, mit V*h; und Vg, die Hessematrizen von h; bzw. g; bezeichnet.

3.1.3 Restringierte Probleme ohne Ungleichungsnebenbedingungen

Vorerst wird soll der Fall ohne Ungleichungsnebenbedingungen, also h(z) = 0 sowie = € (2 als
einzigen Nebenbedingungen betrachtet werden.

Definition 3.1.24 (Regulirer Punkt):

Ein Punkt * mit A (z*) = 0 heifst reguldrer Punkt, wenn die Gradienten Vhy (z*), ...,
Vh,, (z*) linear unabhéngig sind.

Satz 3.1.25:

An einem reguldren Punkt z* der Flache,
die durch h(xz) = 0 gegeben ist, ist die
Tangentialebene gleich der Menge M =

{y :Vh(z) 'y = 0}.

hi = hy(z1,22) =0

Im Bild rechts ist so eine Tangentialebene fiir
h : R? — R exemplarisch dargestellt. (In die-
sem Falle entspricht diese einer Tangente.)

Ghl

T ory

Lemma 3.1.26:
Sei z* ein reguldrer Punkt der Nebenbedingung h () = 0 und eine lokale Extremstelle. Dann
gilt

Vi) y=0

fiir alle y aus der Tangentialebene, d. h. alle yeR" mit VA (z*)" y = 0.
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Beweis: Seiy ein Vektor in der Tangentialebene an z* und x (t) eine glatte Kurve auf der durch
h (x) = 0 definierten Fléche, welche durch z* geht, d. h. h(z(¢)) =0 und z (0) = z*,2 (0) =y
fir t€ [—a, a]. Da x* reguldrer Punkt ist, ist die Menge der y€R™ mit Vh (JE*)T y = 0 identisch
zur Tangentialebene. Weiter gilt

d
3/ @®) T 0
sowie d
/@@ =Vf@) i) = V@) y
t=0
Hieraus folgt
Vi) 'y =0

]

Bemerkung 3.1.27: Lemma hat eine geometrische Interpretation: In einer lokalen
Minimalstelle, welche requldrer Punkt ist, steht der Gradient V f (z*) senkrecht auf der Tan-
gentialebene.

Satz 3.1.28 (notwendige Bedingungen erster Ordnung):

Sei z* eine lokale Extremalstelle von f unter der Nebenbedingung A = 0. Weiter sei x* ein
reguldrer Punkt. Dann existiert A€eR™, so dass

V(%) + Vh(z*) - A= VFf(2*) + ijxivm (z*) =0

gilt.

Beweisidee/-skizze: Lineare Programmierung, starker Dualitétssatz:
Das Problem
minc’z  u. d. Nb. Az = b, (c,x eER"beR™ Ae Rmxn)

besitzt genau dann eine endliche Optimallésung, wenn das duale Problem
maxb’y u.d. Nb. ATy =c¢
eine endliche Optimallosung besitzt. In dem Falle gilt
min ¢’z = max b’ y.
Im vorliegenden Falle lautet das Maximierungsproblem

max Vf(z*)Ty u. d. Nb. Vh(z*)Ty =0,

yeRn

das Minimierungsproblem lautet

min 0 u. d. Nb. VAa(z")w = V f(z").

weR™

Nach dem vorherigen Lemma ist V f(2*)Ty = 0 fiir die gesamte Nebenbedingungsmenge. Folg-
lich existiert mit dem Nullvektor eine Losung. = Das duale Minimierungsproblem ist losbar,
es existiert ein w € R™ : Vh(x) - w = V f(x). Hieraus folgt die Behauptung (A = —w). O
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Beispiel:

Gegeben sei das Problem

min f (x1,22) , f(21,22) = 27 + 23
rER2
unter der Nebenbedingung
0= h(l’l,l‘g) :$1+l‘2—2

2(['2

In diesem Falle ist Vh(xy,29) = G) fiir alle (21,22)7 € R? sowie Vf(zy,22) = (2x1)‘

Fiir die lokale Extremstelle z* = (1,1)7 gilt folglich V f(z*) = <§> Hier ist also A = 2.

(Herleitung der Extremstelle: Wegen h ldsst sich das Minimierungsproblem schreiben als
min f(x1,22) = min f(z1) mit f(x) =22 + (2 —21)> =2 (2, — 1) +2.)

]
Vf(a")
e Vh(x)
Niveaulinien
Von j‘(:b) f\
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45:1
h(z1,x2) =0

Bemerkung 3.1.29:  Der Faktor \ heif$t Lagrange-Multiplikator. Mit Hilfe der Lagran-
gefunktion

L(x,\) = f(z)+\Th(z)
lassen sich die notwendigen Bedingungen des restringierten Minimierungsproblems in der Form
V.L(x,\) =V f(z)+ Vh(x)A =0
VAL (z,)) = h(z)' =0

schreiben.

Satz 3.1.30 (Notwendige Bedingungen zweiter Ordnung):

Seien f, h zweimal stetig differenzierbar. Sei x* eine lokale Minimalstelle von f mit & (z*) = 0
und ein reguldrer Punkt. Dann existiert A€R™ sodass

Vf(z*)+Vh(x*) - A=0

und die Matrix V2f (z*) + V2h (z*) - X == V2f(z*) + 1", \iV?hi(z*) positiv semidefinit
auf der Tangentialebene M = {yER", Vh (:c*)T Yy = 0} ist.
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Beweis: Sei z (t) eine zweimal stetig differenzierbare Funktion mit x (0) = z*, #(0) = y fiir
ein y € M, welche iiberall die Nebenbedingung h(x) = 0 erfiillt. (D. h. h(z(t)) = 0). Da z*
Minimalstelle fiir f(x(t)) ist, gilt:
d? d T

<4 _ 4 .

0< gl @®) =5 (Vo) )

=i (0)" V*f (%) & (0) + Vf («%)" & (0)

t=0 (D

Ferner folgt aus h(z(t)) = 0 die Beziehung ATh(x(t)) = 0 und somit:

t=0 (II)

m dQ
o ; Ai gz hi(a(?))
= 2(0)"V2h(z*)Ai(0) + ATV h(2*)#(0)

Addition von () und ergibt schliefslich:

d2
0< Zfl®) = £(0)" (V2 f(z*) + V2h(z*)A) 2(0) + (V f(2*)" + AT Vh(z*)") £(0)
t=0
Da der zweite Summand infolge der notwendigen Bedingung 1. Ordnung 0 ist, folgt wegen
t(0) = y die Behauptung. O

Satz 3.1.31 (Hinreichende Bedingungen zweiter Ordnung):

Sei z* ein Punkt mit h(z*) = 0 und es existiere AeR™ mit V[ (z*) + Vh(z*) X = 0.
Weiter sei die Matrix

V2f(x*) + V2h(x*)\ = V2f (z*) + i N V2h; (x%)

positiv definit auf der Tangentialebene. Dann ist x* eine strikte Minimalstelle von f unter
der Nebenbedingung h = 0.

Beispiel:
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Gegeben sei das restringierte
Minimierungsproblem

min f(z) u.d. Nb. h(z) =0

zER2

mit zu minimierender Funktion
fry,me) =22+ 23 —21 — 20+ 1

ie h =27+ 221
sowie h(zy,xq) = 27 + 25 — 1.
Die zugehorigen Gradienten
sind

v (o) = (3007 )

sowie

Vh (11, 75) = (23"1)

2&72

15
I

Sei nun Exemplarische Niveaulinien der zu minimierenden Funktion

(2371 1 \ 21, f (griin) mit Ortskurve der Nebenbedingungsmenge.
0=

2[[’2 —1 21’2
Dies ist dquivalent zu der Gleichung

won(i)-()
1

2(1+ )
folgt. Eingesetzt in die Nebenbedingung ergibt sich aus

die quadratische Gleichung

aus welcher

Tl = T9 =

1 1
>\2+2)\+1:§<:>>\2+2)\+§:0,

deren Losungen durch A\ = 72% VA=2 — ynd Ny = —1 + \/75 gegeben sind. Somit haben die
einzigen Kandidaten (!) fiir die Losung des gegeben Problems die Koordinaten =} = z3 =
i\%. Die Diagonalmatrix

; , 20 2 0] [2(1+ M) 0
Vf (21, 22) + Ao VR (21, 22) = [0 2] + A2 [0 2] - l 0 2 (14 Aij2)

ist genau dann positiv semidefinit, wenn die Eigenwerte > 0 sind, was nur fiir Ay > —1+ ‘/75
gilt. Da sie in diesem Falle sogar positiv definit ist, ist folglich die eindeutige Losung des
Minimierungsproblems durch x; = x9 = \/Li gegeben.

Héufig werden Optimierungsprobleme numerisch gelost. Daher ist es sinnvoll, zu untersu-
chen wie sensibel die Losung aufAnderungen in den Nebenbedingungen reagiert. iiber diese
sogenannte Sensitivitdt gibt folgender Satz Auskunft:
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Satz 3.1.32 (Sensitivitétssatz):

Gegeben sei das restringierte Minimierungsproblem

min f(z) u.d. Nb. h(z) =c¢ (%)

mit f,h € C? sowie ¢ € R™. Fiir ¢ = 0 gebe es eine lokale Losung, die regulirer Punkt
ist und mit dem zugehorigen Lagrange-Multiplikatoren die hinreichende Bedingung zweiter
Ordnung fiir eine strikte Minimalstelle erfiille. Dann gibt es fiir jedes c€R™ in einer hinrei-
chend kleinen Umgebung von 0 ein z (c¢), welches stetig von ¢ abhéngt, so dass x (0) = z*
gilt und z (c) lokale Losung von ([x]) ist. Ferner gilt

Vel (@(0))]omg = —H

3.1.4  Restringierte Probleme mit Ungleichungsnebenbedingungen

Nun sollen Probleme mit Ungleichungsnebenbedingungen (g(z) < 0) betrachtet werden, d. h.
Probleme der Form
min f(z) u.d. Nb. h(z) =0, g(z) <0. (3.1.3)

Definition 3.1.33 (Regulirer Punkt):

Sei z* ein Punkt, der die Nebenbedingungen erfiillt, d. h. h (z*) = 0, ¢ (z*) <0 und J(z*) die
Menge der Indizes j mit g; (z*) = 0. Dann heifit z* reguldrer Punkt beziiglich der Neben-
bedingung, wenn die Vektoren Vhy (2*),Vhe (z%),..., Vhy, (z*) und Vg; (z*), j€J linear
unabhéngig sind.

Bemerkung: Die Indexmenge J(x*) = {j: 1 <j <p,g;(x*) =0} ist die Menge der Indizes
der aktiven Nebenbedingungen im Punkt x*. Inaktive Nebenbedingung im Punkt x* (d. h.
g(z*) < 0) werden hierbei nicht beachtet, da sie aufgrund der Stetigkeit der g; die Nebenbedin-
gungsmenge lokal (!) nicht einschrinken.
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Satz 3.1.34 (Notwendige Bed. erster Ordnung/Karush-Kuhn-Tucker-Bed.):

Sei z* eine relative Minimalstelle fiir das Problem (3.1.3) und ein reguldrer Punkt. Dann
gibt es ein AeR™ und ein peR?, n>0 (komponentenweise), sodass

Vfi(x*)+ Vh(z*)\+ Vg(z*)u =

=Vf(z*)+ Z A Vh; (%) + Zﬂjvgj (%) =0 (3.1.34.a)
=1 j=1

sowie
plg(x*) =0 (3.1.34.b)

gelten. Erfiillt ein Punkt (57, A, ﬂ) € R"xR™xRP diese Bedingungen, so wird er KKT-Punkt
genannt.

Satz 3.1.35 (Notwendige Bedingungen zweiter Ordnung):

Seien f,g,h€C? und z* ein regulirer Punkt der Nebenbedingung h (z*) = 0, g (z*) <0.
Wenn z* eine relative Minimalstelle fiir (3.1.3]) ist, dann gibt es ein AeR™, ueR?, >0 so
dass

V(@) +Vh(x )N+ Vg )pu=0
plg(z*) =0
gelten und die Matrix
m p
Vf (@) + V() A+ Vg (o) o= V) + 3O AVh(a) + D Vg (a%) = 0
i=1 j=1

positiv semidefinit auf der Tangentialebene der Nebenbedingungen an z* ist.

Satz 3.1.36 (Hinreichende Bedingungen):

Falls die notwendigen Bedingungen 1. und 2. Ordnung in z* erfiillt sind und die Hessematrix
V2L(z*) = V2 4+ V2h(z*)\* + V2g(x)u positiv definit ist fiir alle y in

M = {y € R"|Vh(z*) 'y =0, ng(x*)Ty =0Vj € J, ng(a:*)Ty <0vj e JQ} ,

mit J; = {j € x*|p; > 0}, Jo == {j € 2*|p; = 0}, dann ist 2* eine strikte Minimalstelle.

Auch fiir Probleme mit Ungleichungsnebenbedingungen lassen sich Aussagen beziiglich der
Sensitivitat, dhnlich den Resultatetn bei restringierten Problemen ohne Ungleichungsnebenbe-
dingungen, treffen:
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Satz 3.1.37 (Sensitivititssatz):

Gegeben sei das Problem

min f(z) u.d. Nb. h(z) =¢, g(x) <d (%)

Hierbei seien f, g, heC?, c€ R™, deRP. Fiir ¢ = 0, d = 0 existiere eine lokale Minimalstelle z*
und fiir A\, p gelten die hinreichende Bedingungen fiir eine strikte Minimalstelle. Dann gibt
es fiir alle ceR™, deR? eine Umgebung von 0€ R™*P_ in der eine Losung x (¢, d) von (p)
existiert, die stetig von (¢, d) abhéngt und z* = x (0, 0) erfiillt. Ferner gelten

Vef (z(c, d))|(0,0) =
Vaf (z(c, d))|(o,o) =

3.1.5  Verfahren zur Losung eines Minimierungsproblem

Im Folgenden sollen einige Verfahren zur computergestiitzten Losung von Optimierungsproble-
men der Form

min f(z) u.d.Nb.zeS (3.1.4)

vorgestellt werden, wobei S eine Restriktionsmenge ist. (Bei Problemen der Form (3.1.2]) z. B.
die Menge aller z € R™ mit h(z) = 0 und g(z) <0).

Penalty-Methode:

Bei der Penalty-Methode wird das restringierte Problem (3.1.4) durch ein unrestringiertes Pro-
blem der Form

min (f (z) + vP (x)) (3.1.5)
mit v > 0,7€R und P : R" — R ersetzt, wobei P folgende Eigenschaften aufweist:

1. P ist stetig
2. Fir alle z € R™ gilt P (z) >0

3. Es gilt P (z) = 0 genau dann, wenn z € S ist.

Beispiel:

Gegeben sie das Minimierungsproblem (3.1.4) mit S = {x |g; (z) <0,7 =1,...,p}. Eine ge-
eignete Funktion p ist beispielsweise durch

P () = 5> (max (0,9, (2)))°

Jj=1

gegeben. Fiir groke Werte fiir v wirken sich grofe Funktionswerte von P stérker aus, als
grofse Funktionswerte von f. Entsprechend wird der Wert P(x*) fiir Losung x* von ([3.1.5))
klein sein und die Losungen ndhern sich fiir v — oo der Restriktionsmenge S an.
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Sel nun
q(x,v) = f(x)+vP ()

sowie (1) eine strikt monoton steigende Folge in R mit vy > 0. Dieses ¢ wird auch als Penalty-
Funktion bezeichnet. Bei der Penalty-Methode werden nun im k. Schritt die Losungen des
entsprechenden Minimierungsproblems (3.1.5) berechnet, d. h.

xp = arg min ¢ (x, vg)
bestimmt. Aus den Definitionen ergibt sich folgendes Lemma:

Lemma 3.1.38:
Vorausgesetzt, fiir jedes k existiere eine Losung zj des Problems min g(x,vg), so gelten
folgende Ungleichungen:

(1) q @k vk) <q(Tps1, Vir1)
(i) P(2) = P (v11)
(iil) f (zr) < f (2r41)
Ferner gilt fiir eine Losung x* von sowie jedes k:

(iv) f(x*) = q(v, zx) = fog)

Beweis:
(i) flar) +vpP(o) < f
<f

(
(i) flzx) + vl (xr) < flarea) + Vkp(lel)?f(karl) + Vo1 P(@pr1) < fan) + v Pag) =
(Vi1 = ) P(arir) < (epr — v) Plag) 5" Plagga) < Play)

(ili) f (zps1) + veP(@rs) 2 f (@0) + viP(xr) 2 f(@r) + veP(Tr1)
(iv) f(a*) = f(z") + vP(2") = f(xr) + veP(ax) = f(ax)

Tpy1) + Ve P(2rg1) < f(@rg1) + Vit P(Tps1)

]

Mit Hilfe dieses Lemmas lésst sich zeigen, dass der Algorithmus der Penalty-Methode gutartig
in dem Sinne ist, dass sich mit ihm tatséchlich eine Losung des Optimierungsproblem (3.1.4])
finden lasst:

Satz 3.1.39:
Sei zu einer gegebenen Folge (vk),.y, Welche obige Voraussetzungen erfiillt, (x),.y eine

durch die Penalty-Methode generierte Folge von Losungen der entsprechenden Minimie-
rungsprobleme. Dann ist jeder Grenzwert dieser Folge eine Losung des Problems ((3.1.4)).

Barriere-Methode:

Bei der Methode wird &hnlich vorgegangen wie bei der Penalty-Methode, jedoch mit einigen
wesentlichen Unterschieden: Statt durch ein unrestringiertes Problem wird das gegeben Problem
der Form (3.1.4)) durch ein restringiertes Problem der Form

1
mir(ls) f(xz)+ —B(x)
xE€int 1%
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ersetzt. Hierbei habe die Restriktionsmenge S ein nicht leeres Inneres und jeder Randpunkt
lasse sich durch Punkte im Inneren approximieren. Ferner sei B eine Funktion B : R™ — R mit
folgenden Eigenschaften:

1. B ist stetig
2. B(x) >0
3. B(z) = oo fiir x — 95

Eine solche Funktion wird Barriere-Funktion genannt. Da B(x) am Rand unendlich wird,
bleibt eine entsprechende Losung des Minimierungsproblems auch dann im Inneren von .S, wenn
sie mit Verfahren fiir unrestringierte Probleme gelost werden, d. h. die Losungen miissen nicht
dahingehend iiberprfiift werden, ob sie den Nebenbedingungen gentigen.

Beispiel:

Seien g;,1 < j < p € CR",R) und S = {zlg; (x)<0,5=1,...,p}, dergestalt, dass
int (5) = {z € R"|gj(x) <0,1 <j <p} gilt und es zu jedem Punkt z € OS eine Folge
(k) ken, mit zx — T gibt. In diesem Fall wére eine geeignete Barriere-Funktion

LA |

Ble)=- g; (x)

Jj=1

Das sonstige Vorgehen erfolgt jedoch, wie bereits angedeutet, vollig analog zur Penalty-
Methode: Zu einer gegebenen, unbeschréankten, strikt monoton steigenden Folge (14 )reny werden
die Losungen des entsprechenden Minimierungsproblems,

1
xp = arg min f(z) + —B(x),
Vi
bestimmt, mit welchen sich wiederum eine Losung des urspriinglichen Problems bestimmen
lasst.

Satz 3.1.40:

Jeder Grenzwert einer durch die Barriere-Methode generierten Folge (x), .y ist eine Losung
des Problems (3.1.4) mit den genannten Einschrénkungen fiir S.

Vor- und Nachteile der beiden Verfahren

+ Anwendbar fiir nichtlineare Probleme
+ Restriktionsmenge S kann sehr allgemein sein, f, g konnen auch nichtlinear sein

+ Penalty- bzw. Barriere-Funktion bei funktionalen Nebenbedingungen (h(z) = 0, g(z) <
0) sehr einfach angebbar (s. obige Beispiele)

- Fiir die meisten Algorithmen sind stetige erste Ableitungen erforderlich

- Penalty-Verfahren schlecht konditioniert

Augmentiertes Lagrange-Verfahren:

Seite 129



Zum Schluss soll noch ein Verfahren vorgestellt werden, welches sich sehr gut fiir restringierte
Probleme der Form

min f(z) u. d. Nb. h(z) =0 (3.1.6)

eignet. Dieses Verfahren heifst augmentiertes Lagrange- Verfahren und beruht auf der Nut-
zung der augmentierten Lagrangefunktion

Lo(z, ) = f(z)+ \Th(z) + g Ih(z)])?, ¢ > 0. (3.1.7)

Ausgehend von einem Vektor Ay wird die Minimalstelle x von L.(x, Ax) bestimmt. Anschlieffend
wird, beispielsweise durch

ein neuer Multiplikationsvektor bestimmt und die Prozedur wiederholt.
Begriindung: Sei A* der Lagrange-Multiplikator des Problems ({3.1.6]). Fiir festes A; kann die

Minimierung der augmentierten Lagrangefunktion als Minimierungsproblem
min f(z) + AL h(z) u.d. Nb. h(z) =0 (3.1.9)

aufgefasst werden. Der entsprechende Lagrange-Multiplikator ist A* — . kann jedoch
auch als Penalty-Funktion fiir interpretiert werden, womit ch(zy) &= A* — A\, gesetzt
werden kann. liefert folglich eine gute Naherung fiir \*.

Der grofte Vorteil dieses Verfahrens gegeniiber der Penalty-Methode besteht darin, dass die
Konstante ¢ nicht gegen unendlich streben muss, wodurch sich die bei ebendieser Methode
auftretende schlechte Kondition vermeiden lasst.

Bemerkung 3.1.41: In Anhang[C.Zist eine mogliche Implementierung des Lagrange- Verfahrens
zu finden. Zur Losung der unrestringierten Probleme wird das sogenannte Gradienten- Verfahren
(engl. auch steepest descent) verwendet (s. Anhang [C-1]). Dieses sucht eine bessere Lisung
in Richtung des negativen Gradienten, welcher den steilsten Abstieq reprasentiert.

3.2 Grundlagen der Unendlich-dimensionalen Optimierung

Bisher wurden ausschliefslich Optimierungsprobleme im R™ behandelt. Um auf dhnliche Wei-
se in den folgenden Kapiteln Optimierungsprobleme in unendlich-dimensionale Rdumen 16sen
zu konnen, miissen zuallererst die géngigen Ableitungsbegriffe entsprechend verallgemeinert
werden. Seien hierzu X, Y Banachrdume, £(X,Y’) der Raum der linearen, beschriankten Abbil-
dungen von X nach Y.

Definition 3.2.1:
Sei D C X offen. Die Abbildung J : D — Y ist Fréchet-differenzierbar in xy € D, wenn
ein Operator A,, € L(X,Y) existiert, sodass

lim |J(2) — J(20) — Aso(z — xO)HY

=0 [ = ollx

=0

gilt.

Hierbei gelten folgende Aquivalenzen:
1. J ist (Fréchet-)differenzierbar in x.
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2. Es existiert ein Operator A,, € £(X,Y) und eine in x, stetige Abbildung r,, : X = Y
mit 7,,(xo) =0
J(x) = J (o) + Awy (€ = o) + 7 () [|2 = ol x

3. Es existiert eine Abbildung A,, € £(X,Y) mit

J(x) = J(x0) + Asy (2 — 20) + o([[ — 2ol|x)

Ferner ist J in xy, wenn J in z, differenzierbar ist, auch stetig. Der Operator A, ist eindeutig
bestimmt, er wird kurz mit 0.J(zg) bezeichnet: Die Fréchet-Ableitung von J in xy. Aus
folgt fiir g : X — Y,z — J(xo) + 0J(x0) (x — x0)

_ (@) = g(@)|

lim =
T30 |2 — yo|

=0,

g stellt ist eine lineare Approximation an J in zy. Existiert der einseitige Grenzwert

5.7(: h) = lim J(x +th) — J(x)
N0 t

Y

so heifst dieser Richtungsableitung oder (erste) rechte Variation von J in y.

Definition 3.2.2:
Die Abbildung J heift Géateaux-differenzierbar in x € X, wenn 6.J(z; h) fir alle h € X'\ {0}
existiert und ferner

J(x): X =Y, hes 6J(x; h)

linear und beschrankt ist. J'(x) heikt Géateaux-Differential von J in .

Ahnlich wie beim Fréchet-Differential lisst sich J in z¢ mittels § : X — Y, 2 +— J(zo) +
J'(xg) (x — x¢) approximieren, jedoch ist der Fehler hier im Allgemeinen nur in O(||z — zo|),
wobei im Falle des Fréchet-Differentials der Fehler wie bereits gesehen in o(||y — yo||) liegt. Ist
J Géteaux-differenzierbar, so kann die Gateaux-Ableitung mittels

d
"()h = — th
J'(z) dtJ($+ )

t=0
berechnet werden, was auch der ersten Variation von J in Richtung A entspricht. Die Ableitung
2

d
2 . —

(3.2.1)

heifst - sofern existent - zweite Variation von J in x in Richtung h.

Ist Y = R, so ist die Gateaux-Ableitung von J ist ein Element des Dualraums X* = L£(X,R).
Betrachtet man das Géateaux-Differential jedoch auf einem Hilbert-Raum H, so erlaubt der
Rieszsche Darstellungssatz die Identifizierung von J'(z) € X* mit einem Gradient genanntem
Element VJ(z) € H, sodass

J'(x)h = (VJ(x),h);Vh € H

gilt. Ferner gentigt selbiges J'(z), betrachtet auf einem kleineren Hilbertraum H < H ebenfalls
einer Bedingung der Form

J'(2)h = <VJ(x), ﬁ>g Vhe H

Der Gradient V.J(z) bzgl. (-,-) 5 kann sich hierbei vom Cradienten V.J(z) unterscheiden.
Ist J konvex und Géateaux-differenzierbar auf V' C H, so gelten:
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(1) J(y) = (@) +(VJ(@),y =)y Vy,z €V
2) (J(y) = J(@),y =)y =20
Analog zu Funktionen im R” ist ein Funktional hierbei (strikt) konvex, wenn
J(Az + (1 = Ay)) (2 M (z)+ (1 =N)J(y) Ve,y € VA € (0,1)

gilt.

Satz 3.2.3:
Sei (X, || - ||) normierter Raum und a € X. Das Funktional

fo: X =Rz |z —a

ist stetig und konvex.

Beweisidee/-skizze: Nachrechnen. ]

Das Konzept des Gradienten kann auch verallgemeinert werden:

Definition 3.2.4:
Sei J : X — R Fréchet-differenzierbar. Das Element 0.J(z) aus dem Dualraum X* heifst
Gradient von f in x und wird auch mit V f(z) bezeichnet.

Bemerkung 3.2.5:

o Aus den Definitionen folgt sofort: Existiert das Fréchet-Differential von J in xzy, dann
auch das Gdteaux-Differential und die beiden Differentiale stimmen tberein.

e Aus der Definition folgt fiir Fréchet-differenzierbare Funktionale Jy und Jy unmittelbar
die Summenregel: Fir beliebige in x Fréchet-differenzierbare Funktionen aq, s € R ist
arJy + asJy ebenfalls in xy Fréchet-differenzierbar, es gilt

8 (Oéljl + OzQJQ) (l’o) = Oélajl(l’o) + (IQ@JQ(ZL‘())

e Sind D C X,E CY offen, Z Banachraum, J; : D — Y mit Ji(D) C E in xy sowie
Jy o E — Z in yo = Ji(xg) Fréchet-differenzierbar, so ist Jo o Jy ebenfalls Fréchet-
Differenzierbar in xo mit 0(Jy o Jo)(x) = 0J5(f (o)) ().

In den folgenden Kapiteln ist auch das Konzept der schwachen Konvergenz von grofer Be-
deutung:

Definition 3.2.6:
Eine Folge (zx)r C X konvergiert schwach gegen x € X, (ry — x), wenn fiir alle linearen,
stetigen Funktionale [ : X — R gilt:

lim [(xy) = I(x)

k—o0

Ebenso fallt immer wieder der Begriff der Reflexivitét:
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Definition 3.2.7:
Ein normierter Raum X heifst reflexiv, wenn er isomorph zu seinem Bidualraum ist, also

X=X,

wobei X* = L(X,R) und X** = (X*)* ist.

Bemerkung 3.2.8:  Hilbertriume, wie z. B. der L*(a,b) sind reflexiv.

Fiir eine schwach konvergente Folge gilt nach Definition stets {(zy) — [(z) fiir lineares und
stetiges [, jedoch kann durch aus x; 4 x gelten.

Definition 3.2.9:
Sei B Banachraum, J : B — R ein Funktional, welches von unten beschrankt ist. Eine Folge
(xk)r C B heift minimierende Folge, wenn klim J(zg) = in}fg J(y) gilt.

—00 ye

3.3 Gewohnliche Differentialgleichungen und Variationsrechnung

Bei vielen Modellierungsproblemen, welche mit gewohnlichen Differentialgleichungen in Zu-
sammenhang stehen, handelt es sich um Optimierungsprobleme in Funktionenrdumen, welche
Differentialrechnung fiir Funktionale in normierten Vektorraumen umfassen. In der Mechanik
beispielsweise konnte man (wie bereits gesehen) daran interessiert sein, eine Trajektorie (einen
Pfad) y(z),x € [a, b] zu finden, sodass ein problemspezifisches Funktional J(y) minimiert wird.
Unter gewissen Voraussetzungen kann der optimale Pfad als Losung einer gewthnlichen Diffe-
rentialgleichung charakterisiert werden.

Mit Blick auf die Anwendung fokussiert sich das folgende Kapitel auf den reellen Banachraum
B = C"([a,b]) (a < b) sowie den reellen Hilbertraum H = H'(a,b), sodass B C H mit stetiger,
injektiver Einbettung ||v||; < cljv]|zVv € B und ein ¢ > 0 gilt. Ferner sei mit J : V" — R
mit nichtleerer Teilmenge V' C B das Funktional bezeichnet, welches das Optimierungsproblem
reprasentiert, d. h. dass ein y* € V' gesucht ist, welches

J(y*) = min J(y) (3.3.1)

yev

erfiillt. Dies fiihrt auf die folgende Definition:

Definition 3.3.1:
y* € V heifst schwaches lokales Minimum (alternativ Minimierer) (SLM) von J in V,
falls ein p > 0 existiert mit

Jw)<Jy) VeV y—ylz<p

Gilt zusatzlich fiir alle y € V \ {y*} mit ||y —y*||z < p J(¥*) < J(y), so heift y striktes
SLM. y* heifst starkes lokaler Minimierer, wenn es ebenfalls Minimierer beziiglich einer
Norm ist, welche eine grofere Klasse von Vergleichselementen erlaubt, zum Beispiel C ([a, b]).
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3.3.1 Existenz von Losungen

Die Existenz von Losungen fir (3.3.1) kann gezeigt werden, sofern gewisse Voraussetzungen
erfiillt sind. Hierzu ist der der Begriff der Halbstetigkeit von Noten:

Definition 3.3.2:
Ein Funktional J ist (folgen)unterhalbstetig, in y € V, wenn

J(y) < li}gn inf J(yx) (3.3.2)
—00

fiir alle Folgen (yx), C V mit y, — y. J ist schwach (folgen)unterhalbstetig, falls (3.3.2)
fiir alle Folgen (yx)r C V, welche schwach gegen y konvergieren (yr — y), das heifst fiir die
f(yr) — f(y) fur alle linearen, stetigen Funktionale f : V — R gilt.

Satz 3.3.3:
Sei J : V — R unterhalbstetig sowie die Niveaumenge

L£(0) = {y € V|J(y) < C} (3.3.3)

nichtleer und kompakt fiir ein C' € R. Dann existiert ein globales Minimum von J in V.

Beweis: Wegen J(y) > CVy ¢ L;(C) ist klar, dass ein fiir die Niveaumenge globaler Minimie-
rer ein fiir ganz V' globaler Minimierer ist. Es bleibt zu zeigen, das ersterer existiert. Hierzu sei
die Familie von Mengen ({y € V/|J(y) > c})_cr gegeben, welche £;(C) iiberdecken. Da aus der
Unterhalbstetigkeit folgt, dass die Mengen ({y € V'|J(y) > ¢}) fiir alle ¢ € R abgeschlossen sind,
sind alle Mengen dieser Familie offen. Aufgrund der Kompaktheit von £ ;(C') lasst sich aus dieser
Familie eine endliche Teiliiberdeckung auswéhlen, wodurch o = inf J(y) = J(y) wohldefiniert
yeL s (C) yev
ist. Insbesondere ist J von unten beschrankt fiir alle y € V. Sei nun (yx),, € V mit J(yx) — o
Ist = C, so ist jedes Element der Niveaumenge globaler Minimierer. Fiir a < C' gilt fiir
hinreichend grofses ko J(yx) < CVEk > ko, fiir o = C, daher sei 0. E. (yx), € {y € V|J(y) < C}.
Aufgrund der Kompaktheit existiert eine konvergente Teilfolge (y, ), mit Grenzwert § € V. Fiir
diesen gilt
o < () < liminf J(,) = o,

folglich ist 3 ein globaler Minimierer. m
Ist V' Teilmenge eines endlich-dimensionalen Raumes, ist fiir die Kompaktheit der Niveau-
mengen Beschranktheit hinreichend. (Abgeschlossen sind sie nach Definition.) Dieser Fall kann

zum Beispiel dann auftreten, wenn ein minimierender kubischer Spline gesucht wird. Fiir ein
analoges Resultat in unendlich-dimensionalen Radumen ist folgendes Theorem hilfreich:
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Satz 3.3.4:
Sei H ein Hilbert-Raum sowie (yx), € H eine beschrankte Folge. Dann existiert eine
schwach konvergente Teilfolge, d. h. eine Folge (k;), und ein § mit
llim (v, yg,) = (v, 7) Yve H
—00

(Dies gilt auch allgemein fiir beliebige reflexive Banachrédume, wobei v entsprechend ein
lineares, stetiges Funktional bezeichnet.)

Die Existenz eines Minimierers ldsst sich damit analog zum Beweis von Satz (3.3.3)) auch dann
zeigen, wenn J schwach folgenunterhalbstetig ist und fiir beliebiges (y); die Bedingung J(y) < C
Beschranktheit von y impliziert. Letztere Bedingung fiihrt auf das Prinzip der Koerzitivitdt
von J.

Definition 3.3.5:
Ein Funktional J : B — R ist koerzitiv, wenn

im JW) = 00 (3.3.4)
lyll=oo [y
gilt. Gilt hingegen nur
lim J(y) = o0 (3.3.5)
llyll—o0

so ist J schwach koerzitiv.

Koerzitivitat

Satz 3.3.6:

Sei K nichtleere, abgeschlossene, konvexe Teilmenge eines Hilbert-Raumes H, J : H — R
ein konvexes, Gateaux-differenzierbares Funktional. Wenn K beschrénkt ist oder J koerzitiv,
dann existiert mindestens ein Minimum von J in K, d. h. ein y € K mit

J(y) = inf J(v)

veK

Beweis: Sei (yx)r € K eine minimierende Folge von J in K, d. h. J(y;) — inlf( J(y). Aus
ye
formalen Griinden sei hierbei auch inf J(y) = —oo zuléssig, im Verlauf des Beweis wird klar,

yeK
dass das Infimum eine reelle Zahl ist. Da (y ), beschrénkt ist (K beschrinkt bzw. J koerzitiv),

existiert eine Teilfolge (yx,); mit yi, — v € H. Es gilt:

e y € K: Sei §y = Pg(y) die Projektion von y auf K, dass heift die Losung v* € K

von ml}I{l lly — v||. Da K konvex ist, gilt (y — g,w — g) < 0 fiir alle w € K, inbesondere
ve

fiir yp, = w. Folglich gilt wegen (y —%,y,,) = (¥ —7,y) und {y =gy, —¥) <00 <
(y — v,y —1y) <0, also y = ¢ und insbesondere y € K.

o J(y) < lilm inf J(yg,): Da J konvex und Gateaux-differenzierbar ist, gilt J(yx,) > J(y) +

— 00

(J'(y),yr, — y). Aus (J'(y),yr, — y) — 0 fiir | — oo folgt, dass J schwach unterhalbstetig

ist.

Es gilt also: y € K und J(y) < lilm inf J(yx,) = inf e J(v), d. h. y ist ein Minimum in K. O
— 00
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Proposition 3.3.7:
Sei J konvex. Dann ist J genau dann unterhalbstetig, wenn J schwach unterhalbstetig ist.

Beweisidee/-skizze: Fiir eine beliebige schwach konvergent Folge (y), mit (schwachem)
Grenzwert y € B wird eine Teilfolge (yx, ), mit lim J(yx,) = lilgn inf J(yx) = a sowie eine
n—oo —00

Nullfolge (e;)m € RT gewéhlt. (Man beachte a € R.) Die Niveaumengen L;(a + &,,) =
{y € B|J(y) < a+ &, } sind abgeschlossen und konvex. Wegen y;, — yund yy, € Lj(a+ey), n
hinreichend grof, folgt aus letzterem y € (), oy Ls(o + €k, ). Nun folgt die Behauptung aus
e — 0. UJ

Satz 3.3.8:
Sei B reflexiver Banachraum sowie

a) U C B nichtleer, abgeschlossen und konvex
b) J:U — R konvex und unterhalbstetig.
c¢) U beschriankt oder J koerzitiv.

Dann existiert ein y* € U, welches das Minimierungsproblem

min J(y)

l6st. Ist J dariiberhinaus strikt konvex, so ist die Losung sogar eindeutig.

Ein Minimierungsproblem kann geldst werden, wenn es eine minimierende Folge (yy ) ermog-
licht, fiir die die Folge (J(yx))r monoton fillt und gegen einen reellen oder einen uneigentlichen
Grenzwert (—oo) konvergiert.

Problematisch hierbei ist, dass die Menge der differenzierbaren Funktionen offen ist und
die Grenzwerte von Folgen differenzierbarer Funktionen nicht zwangsweise differenzierbar sein
miissen. So konvergiert zum Beispiel die Folge (yi)k, ypx = \%exp(—k‘%Q) gegen die Delta-
Distribution (welche nicht mal L?-Funktion ist). Allerdings ist (yx)x auch keine Cauchyfolge im
Banachraum C*([a, b]).

Im Folgenden sollen Funktionale der Form

I0) = [ Fo@).2)da (32.6)

mit stetigem f betrachtet werden. In diesem Falle garantieren die folgenden Bedingungen die
Existenz einer Losung des Variationsproblems mi‘r/l J(v):
ve

a) Die Funktion f wichst superlinear bzgl. ¢/, d. h.

/
lim f(x,—g{,y) = 00 Y,y
|y’ |—o0 Y|
Durch diese Bedingung sind keine Spriinge des Minimums moglich.

b) Das Funktional J wéchst unbegrenzt fiir |y| — oco. (Dies verhindert ein , Explodieren® der
Losung.)

c¢) Die Funktion f ist konvex beziiglich ¢’ fiir alle z, y.
Hierbei garantieren [a)] und [b)] die Beschrénktheit jeder minimierenden Folge. Nach Satz (3.3.4)

fiir einen Hilbertraum H existiert eine in H schwach konvergente Teilfolge.
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Nun wird der Fall J : H — R mit H = H'(a,b) betrachtet. (Ein solcher Raum wird So-
bolevraum genannt, es gilt H'(a,b) = {f € C ((a,b))|3g : (a,b) - R mit f(z) = [ g(t)dt}.)
Wenn f stetig und von unten beschrankt ist sowie Bedingung . gentigt, dann ist J schwach
unterhalbstetig auf H'(a,b), womit die Existenz einer Losung des Minimierungsproblems ge-
zeigt werden kann.

Gegenbeispiele

1)

Gegeben sei das Funktional J(y f L 2*(y')*dx sowie die Menge
V ={velab])|v(-1) = -1,0(1) =1}

Hier ist f konvex in %/, von unten beschrankt sowie stetig. Nichtsdestotrotz gilt @ nicht:

m2|(z’ﬁ/‘)2 = 0. Das Funktional hat keinen Minimierer in V', nicht mal

Fir x =0 ist lim lim

ly'| =00
N . . =1, x<0
in C"'. Jedoch wird es von y(z) = -1+ 2H(x) = 1 23>0
Heaviside-Funktion bezeichnet, und y/'(z) = 2d(x). Die Delta-Distribution ist hierbei die
Ableitung der Heaviside-Funktion im Sinne der Distributionen und nicht die schwache
Ableitung! (Letztere existiert nicht.)

minimiert, wobei H die

Das Funktional des minimalen Flécheninhaltes (s. u.) ,

J(y) = / Y@V T @)z, yla)=1,y(b) =1

geniigt ebenfalls nicht der Bedingung a)[ ( lim £ (nyy‘y) = y). Uberschreitet die Differenz

y'|—o0
b — a einen gewissen Schwellenwert, so e)‘dsl,tiert keine klassische Losung. Eine Aushilfe
bietet hier die sogenannte Goldschmidt-Lésung: Sie besteht aus den beiden Kreisschei-
ben, die durch die Liniensegmente zwischen (a,0) und (a,y(a)) bzw. (b,0) und (b, y(b))
erzeugt werden.

Gegeben sei das Funktional

J(y) = / (1- (/@) de,  y(0) =0, y(1) = 0.

Der minimale Wert ist 0, und er wird von ,,Zick-Zack-Funktionen* angenommen, deren
Ableitung fast tiberall £1 ist, und welche an den Randpunkten den Wert 0 annehmen.
Diese liegen nicht in C*([0,1]), aber in H'(0,1). Das Funktional erfiillt [a)] und [b)] aber

nicht [c)]

<zr<il
J ist nicht schwach unterhalb stetig: Sei y(x) = { r,0sr<y
1z

1—ux, l<:r;<

Fortsetzung auf R. Die Folge (i), yr(x) = +y(kx) liegt in H', ist eine minimierende

Folge mit klim J(yx) = 0 und konvergiert in H'(0,1) schwach gegen die Nullfunktion.
—00
Jedoch gilt J(0) =1 > klim J(yr).
—00

1 y die periodische

Diese Beispiele zeigen, dass einige Variationsprobleme keine klassichen (d. h. C') Lésungen
zulassen, jedoch solche, die zu einer groferen Klasse von Funktionen gehéren. Um diese Schwie-
rigkeiten zu beheben, gibt es im Wesentlichen zwei Losungsansétze:

1.

Vergroferung der zuldssigen Losungsmenge, zum Beispiel durch Zulassen stiickweise glat-
ter Funktionen. Hierfiir wird die sogenannte Wezerstraf3- Erdmann-Bedingung genau-
er untersucht werden.
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2. Modifizierung des Variationsproblems, sodass ,irregulare Losung vermieden, jedoch durch
reguldre approximiert werden.

Der erste Ansatz wird Relaxierung genannt und spéter untersucht werden. Der zweite An-
satz nennt sich Regularisierung, zu seiner Veranschaulich soll erneut das erste Gegenbeispiel
betrachtet werden. Hierzu wird der Integrand um eine strikt in ¢’ konvexe Funktion sowie ein
Gewicht € wie folgt erweitert:

1
I0) = [ @)+ el @)
-1
(Die Anfangsbedingungen bleiben gleich.) Hierdurch ist Bedingung [a)] erfiillt fir alle 2 und y.
Daher hat das Regularisierungsproblem eine Losung, welche sogar C?! ist:

y.(z) = ¢ - arctan (%)

—1
mit ¢ = (arctan (%)> . Die Wahl des Regularisierungsterms ist in gewissem Rahmen willkiir-

lich. In der Praxis kann und sollte dieser daher so gewéhlt werden, dass die Regularisierungs-
16sung problemspezifischen Anforderungen geniigt. Ist beispielsweise [b)| gefordert, aber nicht
erfiillt, liese sich ey? als Regularisierungsterm verwenden. Alternativ liese sich auch ¢ (y — gj)2
verwenden, wobei ¢ ein gewiinschtes ,Profil “ der Losung beschreibt. Soll eine zu starke Kriim-
mung der Losung bestraft werden, wére € (y”) denkbar. Diese Form der Regularisierung nennt
sich Thikonov-Regularisierung.

3.3.2  Optimalitatsbedingungen

Nachdem untersucht wurde, wann unter welchen Bedingungen Minimierer existieren, sollen
diese nun charakterisiert werden, basierend auf den Ableitungen der Funktion J : V — R, V C
B.

Existiert der einseitige Grenzwert

52J(y' v,w) = lim Sy + tw)h — J'(y)h
y Uy N0 n

fir y € V, h,w € B\ {0}, so heifit er zweite Variation von J in y in Richtung h und w.

Definition 3.3.9:
Das Funktional ist zweimal Gdteauz-differenzierbar in y € V|, wenn

i J'(2)h existiert, linear und stetig in h fiir alle z in einer Umgebung von y ist.

ii 02J(y; h,w) fir alle h,w € B\ {0} existiert und J"(y) : B x B — R, (h,w)
62J(y; h,w) eine stetige, bilineare und symmetrische Abbildung in y und w darstellt.

J" heilt zweites Gateaux-Differential von J in y.

Proposition 3.3.10:
Ist das Funktional J zweimal Gateaux-differenzierbar in y 4 0h, V0 € [0, 1], so existiert ein
6y € (0,1) sodass

T+ 1) = T) + T@)h+ 3y + 60) (b, )
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Definiert man ¢(t) :== J(y + th) und nimmt ¢ € C*(—¢,¢) an, dann gilt

J(y+th)=J(y)+tJ (y)h + gJ”(y)(h, h) + r(th)

T’(;h) = 0 fiir festes h.
Angenommen, die stetige Bilinearform J”(y) (-, -) auf B x B lésst sich zu einer stetigen, symme-
trischen Bilinearform auf H x H ergidnzen. Dann existiert ein beschrankter linearer Operator

V2J(y) : H x H, sodass

fiir ein geeignetes r mit lir%
t—

J"(y)(h,w) = (V*J(y)h,w)Vh,w € H

gilt.
Nun soll untersucht werden, unter welchen Bedingungen eine Funktion y iiberhaupt als Kan-
didat fiir ein Optimum in Frage kommt. Hierzu ist die folgende Definition notwendig:

Definition 3.3.11:

Der lokale Tangentialkegel T(V,y) von V in y ist die Menge aller w € H, sodass eine
Folge (yn),ey € V sowie eine Nullfolge (t,),cy € R" existieren, sodass y, — y in B und
2= — w in H gelten:

T(V’) y) = {w S ]—I|3 (yn)neN g ‘/a 3 (tn)nEN g R+ “Yn 7B yatn \1 07 ynt_ Y —H w}

Der Name ist nicht willkiirlich, tatséchlich ist T'(V,y) ein Kegel (mit Scheitelpunkt 0): Gilt
deT(V,y) fireind € H, so gilt ad € T(V, y) fiir alle a > 0. T(V,y) ist schwach abgeschlossen
in H und konvex, wenn V konvex ist. Einfach gesagt kann T'(V,y) als lokale Approximation
an V' in y angesehen werden. Bildlich lésst sich der Tangentialkegel schwer veranschaulichen.
Einfacher ist dies mit der Menge der zuldssigen Richtungen:

F(Viy)={w € B|3ep > 0:y+ecw e VVe € (0,5)} .

T(V,y) ist der Abschluss von F(V,y) in H.
Fir y, h € B gelte

Jy+h)=Jy)+ (VI(y),h) +nllhlg) - |hllg, [k =0, (3.3.7)

mit beschrianktem, linearen Funktional (V.J(y),-) und stetigem 7, welches n(t) — 0 fiir t — 0
erfilllt. (Dies impliziert Fréchet-Differenzierbarkeit: Man wéhle r,(z) =7 (||z — yll5)-)

Satz 3.3.12 (Notwendige Optimalititsbedingungen):

Sei V' C B nichtleer, y € V' ein schwaches lokales Minimum von J in V. Dann gilt

(VJ(y),w) >0 Yw € T(V,y)

Beweis: Seien (t,),, (yn), die Folgen aus der Definition des Tangentialkegels, fiir die y,, —

Y, y’z;y — w gilt. Dann gilt fiir hinreichend grofes n

W) =Y+ (Yn —y)) =

J(y) < J(y
J(y) + (VIW), yn) +0llym — vl 5) Iy — vl 4
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Somit gilt fiir hinreichend kleines ¢, < 1

0= (V). 272 ) +ullon = vla) |2
n n H
Ubergang zum Grenzwert n — oo liefert die Behauptung. O]
Ein klassisches Problem der Variationsrechnung ist
b

win J() = [ (ry(e)./(a))da (338)

mit
V ={ve ' a,b])|v(a) = ya,v(b) =y} (3.3.9)

(=00 < a < b < oo, f hinreichend glatt).

Es sei angemerkt, dass fiir beliebige 4,7 € V, ¢, == %, n=1,2,..sowie y, =y+t,(§—19—vy)
einerseits y, — y, andererseits =% — § — § = w gilt. Anders ausgedriickt ist Vi=V -V C
T(V,y). Eine andere Schreibweise fiir V° ist

VO ={v e C'(a,b])|v(a) = 0,v(b) =0}
Somit wird aus der notwendigen Bedingung
(VJ(y),w) = 0vw € V° (3.3.10)

Als niichstes soll die erste Variation von .J wie in (3.3.8) mit ~ € V° untersucht werden unter
der Annahme, dass f C? in all seinen Argumenten ist.

1 b
8J(y; h) = lim li%l+ - (/ flx,y +ah,y + ozh’)) — f(z,y,y")dx (3.3.11)
a— (0] a
Da f € C? ist, lisst sich die Taylor-Entwicklung betrachten:
0 0
oy by +ab') = f( ) + a5l (@) + b5 (o)

+a—2 h2+i 2f(x + 60h,y + 6h'), 6 € (0, )
2 ay a(y,)Q 7y 7y ) )

Substituiert man dies in (3.3.11) und betrachtet den Grenzwert li{% , fiihrt dies auf

’ a / 8 / /
5t = [ (e s(0) @A) + o) () 0) )
Ist y € V eine Losung von (3.3.8))-(3.3.9), muss diese daher
/b gf-h%—if-h’) de =0heV -V (3.3.12)
& oy T = 3.

Eine Funktion y € V| welche (3.3.12)) erfiillt, wird schwache FExtremale genannt. Integriert
man (3.3.12)) partiell und verwendet h(a) = h(b) = 0, so ergibt dies ein notwendiges Kriterium
der Form

b9 d o .
nN_ — ! = 3.1
[ (Gt = g @)) ) a)ds = 0vn e v (3:3.13)

Mit Hilfe der Funktion A(t) = fat %f(as, y,y')dx ergibt sich

b b
| gt vte) v @)hads = - [ A s
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Folglich kann (3.3.12)) zu

b 9]
/ (—A(x) + oy (z,y(m),y’(x)) h(x)dx heV -V (3.3.14)

umgeschrieben werden. Es gilt das folgende Lemma:

Lemma 3.3.13 (du Bois-Reymond):
Sei ¢ € C([a,b]) und f;go(:z:)h'(x) = 0 Vh € C([a,b]) mit h(a) = h(b) = 0. Dann ist ¢
konstant, es existiert ein ¢ € R mit ¢(z) = ¢Vz € [a, b].

Beweisidee/-skizze: Es lisst sich leicht nachrechnen, dass die Wahl h(t) = fcf o(xr) — cdx

mit ¢ = ;= fab o(z)dx zulédssig ist und das gewiinschte liefert. O

Angewandt auf (3.3.14]) ergibt sich aus diesem Lemma

CA(@) + a%f@:,ym, y(2)) =, x € a,],

woraus sich wiederum durch Differentiation die bereits bekannte Euler-Lagrange-Gleichung

0 d 0

gy (5 9(@); y(z)) - dwog! ™ y,y) =0, = € a,0] (3.3.15)

ergibt. Trivialerweise geniigt eine Losung y, welche Gleichung (3.3.15) sowie y(a) = y, und

y(b) = y, erfiillt, auch der Gleichung (3.3.13)).
An dieser Stelle sei noch Folgendes angemerkt: In (3.3.13) wird der Gradient beziiglich des

L?(a, b)-Skalarprodukts mit
Vi) =2

identifiziert. Diese Darstellung unterscheidet sich von der Darstellung mittels (3.3.15]),

V) = / ’ —A(t)+a%, (b y(t). v/ (1))dt

Letzteres ist der Gradient beziiglich des Skalarproduktes (v, w) = fab v'w'dx auf dem Hilbert-
Raum {v € C'([0,1])|v(a) = v(b) = 0}. Ferner gibt es folgende Spezialfille:

(a) Héngt f nicht explizit von y ab, lautet die Euler-Lagrange-Gleichung
0
8—y,f($>y,(if)) =c
(b) Héngt f hingegen nicht explizit von 3 ab, lautet die Euler-Lagrange-Gleichung
0

(c) Héngt f nicht explizit von z ab und gilt ferner y € C?([a,b]), so entspricht die Euler-
Lagrange-Gleichung der Gleichung
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3.3.3 Anwendungsbeispiel: Minimale Rotationsfliche

Gesucht ist die/eine Kurve y zwischen zwei Punkten (a,y,) und (b,y,), sodass die zugeho-
rige Rotationsfliche, d. h. die Fliache die durch Rotation einer Kurve um die z-Achse ent-
steht, minimal wird. Der gesuchte Flacheninhalt J(y) lésst sich hierbei wie folgt bestimmen:

Man unterteilt die Kurve in infinite- Ub
simale Bogenstiicke der Lange ds und
bezeichnet mit y(s) die Hohe auf dem

Mittelpunkt zwischen den beiden End- 3
punkten des Bogenstiicks (vgl. Abbil-
dung3.3.1)). Der entsprechende Teil der

Rotationsflache wird dann durch ein
Band mit Flacheninhalt 27y (s) - ds ap-
proximiert. Grenzwertiibergang ds —
0 liefert

J(y) = QW/O y(s)ds,

wobei L die Lange der Kurve ist.

Abbildung 3.3.1: Kettenlinie

Fiir ds gilt wiederum naherungsweise (Pythagoras) ds = +/(dx)? 4 (dy)?, wobei dz der -
Abstand der Endpunkte ist, dy der entsprechende Hohenunterschied. Anders ausgedriickt, ist

ds =+/1+ (j—g)zdx, woraus sich

J(y) = 27r/ y(x)v/1+ (¥(x))?de (3.3.16)

als Flacheninhalt ergibt. Dieses Minimal gilt es iiber dem Raum V aus (3.3.9) zu minimieren.
Da f(y,vy") = y/1 + (v')? nicht explizit von = abhéngt, gilt der Spezialfall und die Euler-
Lagrange-Gleichung lautet wie folgt:

g1+ () —y——e— = ¢, (3.3.17)

Hieraus ergibt sich y1/1 + (¢/)?> = c¢. Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ist
durch y(x) = ¢-cosh (iccl) gegeben. Die zugehorige Kurve heifit Kettenlinie, sie entspricht der
Form, welche eine zwischen den Punkten (a,y,) und (b, y;) aufgehéngte Kette mit beweglichen
Gliedern annimmt. Die entsprechende Rotationsfliche heifs Katenozd.

Die Konstanten werden durch die Bedingungen

b
ya:c'cosh(a—'—q), yb:c‘cosh( +Cl>
c

C

bestimmt. Allerdings hat dieses nichtlineare Gleichungssystem u. U. keine Losung: Sei hierzu
a = —bund y, =y, = y. Wegen cosh(z) = cosh(—z) gilt

y:c-cosh(_b+cl) = ¢ - cosh (b_cl) = ¢ - cosh (b+cl)
c c c

Hieraus lésst sich ¢; = 0 sowie
y=c-cosh | -
c
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folgern. Diese Gleichung ist nur fiir % < % 16sbar. Tatsachlich liefert Gleichung nur ein
notwendiges, aber kein hinreichendes Kriterium fiir ein Minimum von [3.3.16]

Obiges Beispiel benétigt, ebenso wie die Spezialfille|(a){(c)| nicht die zweite Ableitung 3”. Im
Allgemeinen benétigt die Euler-Lagrange-Gleichung jedoch ebendiese, was Problematisch ist,
da eine solche moglicherweise nicht existiert. In einem solchen Falle kann folgendes Theorem
herangezogen werden:

Satz 3.3.14:
Sei f € C*([a,b]) und y' € C'([a,b]) ein schwaches Extremum von (3.3.7)). Gilt ferner

2

@f(xayayl) 7£ 0,.’E € [aa b]u

so ist y € C%([a, b]).

3.3.4 Gleichungssysteme

Betrachtet wird erneut (3.3.8) und (3.3.9), jedoch diesmal mit y € C*([a,b],R™),y(z) =
(y2(2), .., ym ()" sowie ya, 4, € R” (m € N). Ist y € C? ein lokales Minimum von .J(y), so

muss y dem Gleichungssystem

af , d of , ,
- - —0,j=1,..
ayj(w’y’y) dr 9%(%%9) 0, J yeeey 1T

geniigen. Ahnlich zu [3.3.14]ist ein schwaches Extremum ¢’ € C! hierbei in C2, wenn fiir f € C?

2

0
—f(z,y,y) #0, j,k=1,...m
ayjf( y,y) #0, j

auf [a, b] gilt. Das Optimalitatssystem ([3.3.12)) ist hierbei durch

pb m
/ Z(gfhha—fhk)dx:ovvex/—v
a =1

Yr, Oy

gegeben. Es sollte klar sein, dass fiir Probleme héherer Ordnung mit

b
J(y) = / f oy o, y®) de

die Optimalitdtsbedingung fiir ein (skalares) schwaches Minimum

b ! o
/ ZWJC ($7y7y/7---7y(l)) h(k)dx:()
@ k=0

lautet.
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3.3.5 Einseitige Beschrankungen

Sei V' C B nichtleer und y € V ein lokaler schwacher Minimierer von J in V. Die Optimalitéts-
bedingung aus Theorem [3.3.12] ist

(VJ(y),w) =0 Yw e T(V,y)
Ist V' konvex, wird diese Bedingung zu
(VJ(y),v—y)y >0 YveW

Eine typische Problemstellung mit einseitiger Beschrankung wéare

V={vel (ab])v(a) =y, v(b) =y, v(z) > ¥(2),2 € (a,b)}.

Als Beispiel lasst sich eine Seite betrachten,
welche iiber ein Hindernis ¢ gespannt ist. Die
stationdre Konfiguration minimiert

1) =3 | W@y yev
1 v(a) =v(b) =0
=<vel (la,b )
v { © ([ ]) ‘U’(avb) = w(m)‘(a,b)} 7 ’_1/(.’11)/\
wobei ¢ € C'([a, b]) mit (a) < 0,3(b) < 0 7 )

ist.
Abbildung 3.3.2: Gespannte Saite
Das Optimalitatskriterium ist dann durch

/ y'(z) (V'(z) — ¢/ (x))dz >0 YoeV

gegeben. Fiir dieses Problem lisst sich die Existenz einer schwachen Losung y € Hi(a,b)
zeigen. Ferner gilt unter geeigneten Regularitdtsbedingungen an v, dass diese Losung y sogar
in C'([a, b]) liegt.

3.3.6 Freier Rand

Eine weitere wichtige Klasse von Variationsproblemen ist durch

min J(y / f(y(@), oy @)dz + g(y(a), y(b), V= C([a,b])

yev

mit hinreichend glattem g = g(«, #) gegeben. Hier ist die Menge, tiber die minimiert wird,
viel grofer als in den vorherigen Problemen, da keine Bedingungen an den Rand existieren. In
diesem Fall gilt offensichtlich T'(V,y) = V und die Optimalitatsbedingung lautet wie folgt:

[ (B 250 ) o 2200100 - )+ D000 00D b0 = 00 eV (3319
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Da (3.3.18) insbesondere fiir die h mit h(a) = h(b) = 0 gelten soll, fithrt dies erneut auf
Bedingung (j3.3.12]) und somit die Euler-Lagrange-Gleichung (3.3.15)). Im Allgemeinen werden
diese durch partielle Integration hergeleitet, womit (3.3.18)) zu

b
/ (%‘%Wy jaf/ )d + 9% y(a) y(8) - h(a) + 92 (y(a), y(B) - h(B) = 0
wird. Da dies fiir alle h € C1([a,

ap
a
1, h(b) = 0 sowie h(a) = 0, h(b) =

|) gelten muss, folgt (durch Wahl von h(a) = h(b) = 0; h(a) =
1

d 0

5@ y(@) @) = - o y(o). o (2) =0
0

5 0@, (@) + glula). y) =0

a%,(b,y@),y%b)) T %ga), y(b)) = 0

Die letzten zwei Gleichungen heifen freie Randbedingungen. Sie reprisentieren den einfachen
Fall von sogenannten Transversalitatsbedingungen.

3.3.7 Gleichungsnebenbedingungen

Nun soll der Fall betrachtet werden, in welchem das zu minimierende Funktional erneut durch

/ flz,y(z),y (x))dz, y € V (3.3.19)
gegeben ist, V' hingegen durch
V={ve C*([a,b])|v(a) = yq,v(b) = yp, K(v) = c} (3.3.20)
mit einer Konstanten ¢ sowie
b
K :C'([a,b]) = R,y / o(z,y(z),y (z))dx (3.3.21)

Die Gleichung K(y) = c definiert eine Gleichheitsbedingung fiir y. Seien nun f, ¢ € C?. Ist
y € V ein schwaches lokales Minimum des Optimierungsproblems (3.3.19)-(3.3.20) und hat
das Fréchet-Differential 0K in einer Umgebung von y eine stetige Inverse, existiert ein A € R,
sodass die Gleichung

5 30) (92, (2) = 230 (4 A (0,y(0). /) = 0 (3322

fir alle x € [a, b] erfiillt ist. Die Invertierbarkeit von 0K bedeutet, dass y kein Extremum von
(3.3.21]) ist. Hierzu sei y 4+ an eine Variation von y. Diese soll die Gleichheitsbedingung erfiillen,
also muss 0K (y;n) = 0 fiir die entsprechende Variation von K gelten, also

b7 d 0
/a' (8—yg0 — Ea—y, ) ndx =0 (3323)

Diese Gleichung selektiert die zulédssigen Variationen, und die Optimalitéatsbedingung ist durch

d0J(y;m) =0 Vn:nerfillt (3.3.23)

gegeben. Ist ¢ ein Extremwert von K, so ist 1 nicht bestimmt und das Problem (3.3.19)) -(i3.3.21))
hat (u. U.) keine Losung.

Zusammengefasst ist eine Losung y entweder ein Extremum von K oder von J + AK. Also
muss y die Euler-Lagrange-Gleichung fiir A\gJ + AK, A\g, A € R nicht beide gleich 0, erfiillen. A,
heiltt abnormaler Multiplikator.
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Beispiel 3.3.15:

Unter allen C''-Kurven in der oberen Halbebene des Koordinatensystems (y # 0) mit Linge
= 27r ist diejenige gesucht, welche mit dem Intervall [—r, r| die grofte Fliache einschliefst.
Die Flache unter der Kurve ist durch

Io) = [ vla)da

'

gegeben und es muss y(—r) = y(r) = 0 gelten. Die Lange dieser Kurve ist

K@z/ﬂﬂ+wmx

=p(y’)

Die Euler-Lagrange-Gleichung ((3.3.22)) wird zu

14 (L) o
dr \ 1+ (y'(2))”

woraus

folgt. Somit ergibt sich

Ny (@) = (z = (1+ (Y (2))") = (z =) + (z = 0)*(y/ (2))”

Aus Symmetriegriinden gilt 4'(0) = 0, also ¢ = 0. Ist nun A = r, so ist die Losung durch
Vr2 — 22, also einen Kreis, gegeben.

Eine andere Moglichkeit fiir Gleichheitsbedingungen ist punktweise Gleichheit. Das Ziel ist
es,

) = [ fyla).y @)z
mit y = (y1, ..., yn) € C* ([a,b], R") und
V = {ve C'([a,b],R")|v(a) = ya,v(b) = yp, ex(z,v(x)) = 0,2 € [a,b],k =1,....,m}

zu minimieren. Dabei seien y,, i, € R™ und f(z) sowie e(x) := (e1(x), ..., em(x)) C?-Funktionen,

m < n. Das Problem mi‘r/l J(y) heikt Lagrange-Problem. Die Lagrangefunktion ist
ye

E(l',y,y/, )‘) = f(xayay/) + Z)‘kek(xay)

k=1

Die A\; heifen erneut Lagrange-Multiplikatoren, im Gegensatz zur endlichdimensionalen Opti-
mierung handelt es sich hier jedoch um Funktionen A, : R® — R. Die Bedingungen e(z,y) =0
werden holonom genannt, dies bedeutet, dass e; nicht von 3’ abhéngt. Es gilt folgendes Theo-
rem:
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Satz 3.3.16:

Sei y ein Minimierer von J in V. Ferner existiere eine m x m-Teilmatrix der Jacobimatrix
g—;, welche fiir alle z € [a,b] regulir ist. Dann existieren )\, € C!([a,b]), sodass folgende
Gleichung erfiillt ist:

B , d o o
a_yﬁ(xayay 7/\) d_Fﬁ(xuyvyv/\) - 0,37 € (aab) (3324}

Beispiel 3.3.17 (Geodétische Linie):

Gegeben sei eine durch ¢(y) = 0,¢ € C'(R? R3) gegebene Mannigfaltigkeit S. y(x) €
R3 beschreibt hierbei die Koordinaten eines Punktes x. Seien nun V¢ # 0 und V =
{v e CY[a,b],R?)|v(a) = P,v(b) = Q,¢p(v) = 0} die Menge der Wege von P nach @ auf
S. Gesucht ist der kiirzeste unter diesen Wegen:

min/ VY (x) -y (r)dx
a S——

yev

=[ly" ()]l
Hier ist L(x,y,y',\) = /¥y )+ Az ()) und die Euler-Lagrange-Gleichung
(13.3.24) wird zu

d Y (x

ADVo(y()) — —% 0
VY () -y (@)

Bezeichnet s die Bogenldnge, sodass §(s) = y(z(s)) die Parametrisierung nach der Bogen-

lange ist, so gilt
A(s)p(y(s)) = y"(s)

Hierbei gilt es zu beachten, dass V¢ L S und der Hauptnormalenvektor der Kurve durch

Y(s)
N = 1@

gegeben ist. Der Lagrange-Multiplikator ist also eine Art Skalierungsfaktor, sodass der Nor-
malenvektor der Kurve mit dem der Oberfldche S in jedem Punkt iibereinstimmt. Dies stellt
eine weitere Moglichkeit der Charakterisierung einer Geodite dar: y € C? beschreibt genau
dann den kiirzesten Verbindungsweg zwischen zwei Punkten auf der Oberfliche S, wenn
parametrisiert nach der Bogenlénge

erfullt ist.

Betrachtet man das Problem

min J(y / f(z,y(z),y (x))dx

yev

mit V = {v € C([a,b])|v(a) = ya, v(b) = yp, e(z,v(x),v'(x)) = 0 in (a, b)} mit nicht-holonomen

Gleichungsnebenbedingungen, lautet die Lagrangefunktion erneut

L(x, 9,9, 2) = Xof(x,y,9) + Mx)e(z,v(x),v'(2)),

wobei wiederum % # 0 entlang einer gesamten Kurve gelte, welche e(-, -, ) = 0 erfiillt. Dann
existiert ein A = A(z) (oder nur ein \g), sodass die Losung y (3.3.24)) erfiillt.
Seite 147



3.3.8 Optimalitdatsbedingungen zweiter Ordnung

Die Optimalitatsbedingungen basierend auf der ersten Variation, wie oben vorgestellt, werden
von jedem Extremal J auf V erfiillt, d. h. bei jedem Minimum oder Maximum, aber auch
bei jedem Sattelpunkt. Um diese Félle unterscheiden zu kénnen, muss die zweite Ableitung

untersucht werden. Die hierfiir nétigen Kriterien werden im Folgenden dargelegt. Zu diesem
Zweck wird die zweite Variation 1)) explizit berechnet:

2 2 2
o°f 2 o°f N, O°f '
o 5 (@, y,9)h +2ay@y,(x7y,y) e (z,y,y')dx.

§°J(y; h) =

wobei f € C? sei. Ferner sei angenommen, dass eine symmetrische Bilinearform V2J(y) auf
H x H mit
(V21 B = 62T (y: )

existiere. Eine notwendige Bedingung fiir ein Minimum im Falle (3.3.8)-(3.3.9) mit VJ(y) =0
ist gegeben durch

Satz 3.3.18:
Sei y ein lokaler, schwacher Minimierer, dann gilt

(V2J(y)w,w) >0 (3.3.25)

fir allew eV — V.

Beweis: Sei ¢(t) = J(y + th). Dann gilt fiir hinreichend kleine ¢

5(0) < 9(t) = 6(0) + ¢ (0)t + L' (O)F + o)

Somit folgt wegen ¢'(0) = (V.J(y), w) = 0 und ¢"(0) = (VJ?*(y)w, w)

1

5 (VI (y)w,w) t* + o(t?)

Division durch #? und Grenzwertiibergang ¢t — 0 liefern schlieRlich die Behauptung. O

Damit (3.3.25)) gilt, muss die sogenannte Legendre-Bedingung erfiillt sein:

Satz 3.3.19:
Erfillt y € V' (3.3.25)), so gilt
0 f
@(J% y(l’), y/(l‘) > 0

fiir alle x € [a,b]. (Soll in (3.3.25) > 0 gelten, muss diese Ungleichung ebenfalls strikt sein.)

Ist y € C'([a,b],R™), so lautet die Legendre-Bedingung

m

Z

l,k=

5lfk = VE e R™, &= (&1,8, -, 6m)
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Wie bereits gesehen, ist

ban 82f an
2 . _ 2 / N2
6°J(y; h) /a 8y2h + 8y8y’hh + 8y’2(h) dx

Sei nun f € C3, dann gilt
b an b a2f d
2 hh'dx = —(h?

o O0yoy ! o Oyoy’ dx( Jdo Qyoy’

part. Int. 82f 2

b b 2
" a_/a (dxayay’) e

b 82]0 82f d a2f
2 (0 b — ’)? NI ’
60~ J(y; h) —/a 8y/2(h) + (ay2 dx 8y8y’) e

und somit

Sei nun P(z) = %f{x, y(x),y (x) sowie Q(x) = (giy{ - %53;) (x,y(z),y'(x)). Die Legendre-

Bedingung ist dann darauf zuriickzufiihren, dass sich Variationen h konstruieren lassen, fiir die
P(z)(I'(z))? den Term Q(x)(y(z))? dominiert. (Umgekehrt ist dies nicht moglich):

Aufgrund der Stetigkeit von P(x) lassen sich fiir den
Fall P(xzg) < 0 fiir ein z o, € R* so wihlen, dass /\A
P(zy) < —2f und P(z) < —pVz € (xg — a, ko + ) gilt.
Wahlt man nun beispielsweise a b
h(z) = sin? (@) xo—a<xz< T30+
0 sonst ’
so gilt mit M = m[a%] 1Q(z)]
z€|a,
’ 2 2 Tote 2 2
| P@ @) + Q@) Pde = [ P) @) + Q)(hiz)Pda
a To—Q
Toto _ . 2
< / —6z sin? (M) cos? (M) + Mdx = _p +2Ma 3 —00
N o Q ! Q

Eine hinreichende(!) Bedingung fiir einen schwachen (lokalen) Minimierer ist
b
/ (P(K)*+Qh*)dz >0 VYheV -V (3.3.26)
Fiir beliebiges h € V — V,w € C*([a, b)) gilt:

b d b
0=wh?’ = / . (wh?) dz = / w'h? 4 2whh'da
a x a

Addiert man dies zu (3.3.26), so erhélt man
b b
/ P(W)? 4+ Qh*dx = / (P(R')? 4+ 2whh' + (Q + w')R?) d

Gesucht ist nun ein w, sodass der Integrand auf der rechten Seite ein Quadrat ist, d. h. dass
der Integrand die Form (fih + foh/)* mit Funktionen fi, f, hat. Aus den Bedingungen f2 =
Q+ W, 2f1fo = 2w und fZ = P? ergibt sich

P(Q + W) = u?, (3.3.27)

also eine Differentialgleichung vom Riccati-Typ (siehe Kapitel . Existiert ein solches w, so
ergibt Umstellen der Gleichung @ + w' = “73, wodurch (3.3.27)) zu

’ \/_/ w 2 ’ / Ry
/a< Ph +m) d:t::/aP(h +Fh)d$€
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wird, wobei P > 0 (strikte Legendre-Bedingung). Ist w regulir, so ldsst die Randbedingung
h(a) = 0 nur eine Lésung der Differentialgleichung 2’ + $h = 0 zu, ndmlich die triviale Lésung.
In diesem Fall gilt fir alle h € V—V '\ {0}. Jedoch kann w sich in [a, b] auch aufblédhen.
Die Bedingung ist daher nur dann garantiert, wenn ([3.3.27) eine regulire Losung hat.
Eine mogliche Herangehensweise an das Problem ist, eine neue Funktion u > 0 einzufiihren,
sodass

dz

nach Umstellen ergibt sich die sogenannte Jacobi-Gleichung:

—%(Pu') +Qu=0
Dies ist eine homogene, lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, d. h. ist v eine Lo-
sung, so ist fiir jede Konstante ¢ cu ebenfalls eine Losung. Seien nun die Anfangsbedingungen
u(a) = 0,u'(a) = 1 gegeben. Ein Punkt # > a mit u(Z) = u(a) = 0 heifst - sofern existent -
konjugierter Punkt von a. (Allgemeiner ist ein konjugierter Punkt on a ein z € (a,b] mit
u(a) = u(x) = 0 fiir eine nicht-triviale Losung u der Jacobi-Gleichung.) z hangt dabei von P
und @ ab. Existieren keine konjugierten Punkte in [a, ], so ist w reguldr in diesem Intervall
und ist erfiillt. Dies fiihrt auf folgendes Theorem:

Satz 3.3.20:
Sei f € C? in ¢/ und es gelte:

1) y € V erfiillt die Euler-Lagrange-Gleichung.
2) Die strikte Legendre-Bedingung %(m, y(x),y'(x)) > 0,z € [a,b)].
3) [a,b] enthélt keine konjugierten Punkte von a.

Dann ist y € V ein schwaches (striktes) lokales Minimum von J in V.

In Gegensatz zur endlichdimensionalen Optimierung ist die Bedingung (V2J(y)w,w) >
OVw € V — V,w # 0 kein hinreichendes Kriterium fiir ein lokales Minimum. Stattdessen ist
(u. a.) folgendes Theorem hilfreich:
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Satz 3.3.21:
Angenommen, fiir y € V gilt

1) (VJ(y),w)=0Vw eV -V
2) (V2] (y)w,w) > O0Vw € V —V \ {0}
3) %f(x,y,y’) > 0 auf [a, b]

Dann ist y ein striktes lokales Minimum von J in V. (Und y € C?([a,b]).) Gilt zusitzlich
gipgf(:c, z,p) > 0 fiir p € R und alle (z, z) € Ds(y) fiir ein § > 0, wobei

Ds(y) = {(z,2)|z € [a,8], y(z) — 0 < 2 < y(x) + 6},
so ist y ein starkes, lokales Minimum:
J(y) < J()Vv €V [ly = vl oo < P

fiir ein p > 0.

Sei D C B eine offene Teilmenge von B und y € D sowie v € B\ {0}. Sei ferner U eine offene
Teilmenge von R®. Offensichtlich ist die Menge

Dy = {y € C'([a, )| (w.y(2), ¥/ (x)) € UV € [a, 1]}

im Banachraum (€ ([0, 8), |-l gasy ) 3¢ 1o sy = 50Psefosy ()| + 5000y (2)] ent-
halten.

Ferner ist Dy C C*([a, b]) offen, da fiir jedes feste y € Dy die Menge {(z, y(z), 7' (x)) |z € [a,b]}
kompakt ist und somit eine offene Umgebung in U hat. Ist f € C?, dann ist das Funktional

J(y) = / F(ay(@), ¢ (2))de

Gateaux-differenzierbar in Dy;.

Satz 3.3.22:
Sei J: D — R und y € D. Dann gilt:

1) Notwendige Bedingung: Ist y ein schwacher, lokaler Minimierer und 0.J(y; h) existiert
fir ein h € B\ {0} dann gilt 6.J(y; h) = J'() = 0. Insbesondere ist fir Gateaux-
differenzierbares J J'(y) = 0.

2) Hinreichende Bedingung: J hat ein (lokales) Minimum in y, wenn gilt:

a) 0J(y;h) =0Vh € B

b) (Koerzitivitdt) Fiir jedes g in einer konvexen Nachbarschaft von y existiert die
zweite Variation 62J(y; h) fiir alle h € B. Ferner existiert eine Konstante ¢ > 0,

sodass
82J(y; h) > c||h|”

fiir alle h € B gilt.
¢) Fiir jedes € > 0 existiert n > 0 mit

02T (g3 h) — %I (y; h)| < e |||

fur alle h € B und ¢ mit ||y — y|| <.
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Satz 3.3.23:
Seien A,C' € C([a,b]), B € C'([a,b]). Das quadratische Funktional

Qy) = / A(z)y(=)® + 2B(2)y(2)y/ (z) + C(z)(y' (2))*dz

ist positive definit - das heift fiir alle y € C'([a, b)),y # 0 mit y(a) = 0,y(b) = 0ist Q(y) > 0
- wenn folgendes gilt:

a) C(x) > O0Vz € [a, b]
b) Fiir jedes * € (a,b] ist die einzige Losung der Jacobi-Gleichung

—%(C’u') + (A — Budz = 0,u(a) =u(z*) =0

die triviale Losung v = 0.

3.3.9 Stiickweise C1-Kurven

Zu Beginn des Kapitels wurden einige beispielhafte Variationsprobleme vorgestellt, deren Lo-
sungen nicht stetig differenzierbar sind. Es wurde auch das Konzept der Relaxierung erwahnt,
bei dem der Raum fiir zulédssige Losungen vergrofsert wird. Der erste, naheliegende Schritt in
diesem Sinne ist, stiickweise C'-Funktionen zu betrachten.

Definition 3.3.24:
Eine Funktion y € C([a,b]) ist stiickweise in C*, wenn hochstens endlich viele Punkte

a =129 <z <..<xynp = b existieren, sodass yhxk’ka € O ([xg, 2pyq]) fiir k= 0,.... N
gilt. Der Raum aller solcher Funktionen wird mit C},, ([a,b]) bezeichnet (pw fiir piecewise).

In Beispiel |3)| vom Anfang des Kapitels wurde bereits ein Funktional vorgestellt, welches eine
eine abzdhlbare Menge von C;w—l\/[inimierern hat. Es stellt sich die Frage, wie sich die Losun-
gen in Bezug auf die Euler-Lagrange-Gleichungen charakterisieren lassen. Diese fiihrt auf die
Weierstraf$- Erdmannsche Eckenbedingungen.

Satz 3.3.25 (1. Weierstrafi-Erdmannsche Eckenbedingungen):

Sei f € C* und y ein schwaches, lokales Minimum in C),([a, b]). Dann gilt fiir jede Unste-
tigkeitsstelle xy der Ableitung y folgende Gleichung;:

of
oy’

(o ) () = g—; e ) (WE)

Hier bezeichnet 3/ (z1) = :cllgclk y(z) den linksseitigen, v/, (z)) = zllg:lk y(z) den rechtsseitigen
T<Tp T>Tk

Grenzwert von ¥ in xy.

In Gegenbeispiel |3)| gilt /() € {—1,1} und somit a%/ (z,y,9) = —2(1 — y/(2)*)y/'(z) = 0.

Man beachte, dass keine C’;w—Minima existieren kénnen, wenn g;,Q > 0, also f strikt kon-
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vex in y' ist: In diesem Falle ist 3 , streng monoton steigend, wegen v’ (z) # ¥/, (7;) kann

nicht erfiillt sein. Die Bedlngung erinnert an die Euler-Lagrange-Gleichung

mit freiem Rand, wobei der ,Rand* nun die Unstetigkeitsstelle Y enthélt. Tatsdchlich lasst

smh die Welerstrafé Erdmannsche Bedingung auf sehr &hnliche Weise herleiten, indem man
f [+ f “ schreibt.

Zum besseren Verstandnis von und der daraus abgeleiteten 2. Bedingung soll das all-
gemeinere Variationsproblem mln J f f(x,y(x),y (x))dz, y(a) = Y., y(b) = y» betrachtet

werden, wobei die Randpunkte varieren diirfen. Dlese Variation sei Parametrisiert nach ¢t € R,
der Extrempunkt entspreche ¢ = 0. Fiir gegebenes ¢ sei die Kurve y(x,t) mit Endpunkten a(t)
und b(t) gegeben. Das Funktional kann nun auf folgende Weise geschrieben werden:

b(t) )
1.0 = [ 1 (watwn. vt ds (3.3.28)

a(t) 3x
Die Variation beziiglich x und ¢ fithrt auf die Gleichung

%y(x(t)jt) — %y(x, t) + %y(m, t)x'(t),

das heiﬁt die eigentliche Variation besteht aus zwei Termen: Einem fiir die Variation in ¢,
Welcher Y entspricht, der andere entspricht der Variation in x:

oy = 0y + v/ ow.

Entsprechend dieser Variation der Argumente von J lautet eine allgemeine Variationsformel
wie folgt:

b(t)

6J(y; 0y) = o Ouf(w,y,y)d + f(z,y,y)dxi2) =
a(t
“Wof of - Jp—
ot 8y5ty + = 8 / (5ty) dI + f(x7y7 Yy )6'r’x:a, -
part. Int. 8f B d 6f 8f
- / <8y o >(6ty)dx+ il +f5x|
b b b
Sry=0y—y' 0z of . d af af o of ,
e /a (8y iy (0py) dx + 5 /5ya+ f 8y’y (5xa

Wendet man dies nun auf (3.3.28)), aufgeteilt auf die Integrale iiber [a, c] und [c,b],a < b < ¢,
an und verlangt, dass die erste Variation von J gleich 0 ist, fithrt dies auf

ol oy,
einerseits sowie o o7
_ 2L = L E2
f=5 - f oy (WE2)

c+

Ersteres entspricht der ersten, letzteres der zweiten Weierstraf-Erdmannschen Eckenbedingung.
Eine Anwenungsmoglichkeit der Weierstraf-Erdmannschen Eckenbedingungen ist das Snellius-
sche Brechungsgesetz:
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Beispiel 3.3.26 (Snelliussches Brechungsgesetz):

Betrachtet wird ein Lichtstrahl, welcher von einem Punkt (a,y) nach (b, y) durch zwei ver-
schiedene Medien geht. ¢; beschreibe die Lichtgeschwindigkeit im ersten, ¢y die im zweiten
Medium. Sei (z,y(z)) der Punkt, an dem der Lichtstrahl von einem Medium ins andere

iibertritt, sowie
1 ‘
Fiw,y(),y' (@) = =1+ ()", 5 € {1,2}.
J
Das Fermatsche Prinzip besagt, dass Licht von allen moglichen Wegen denjenigen annimmt,
welcher die geringste Zeit beansprucht. Diese berechnet sich durch den Kehrwert der Ge-
schwindigkeit multipliziert mit der Lange des Weges. Unter Beriicksichtigung der unter-

schiedlichen Ausbreitungsgeschwindigkeiten ist die gesuchte Trajektorie also diejenige, wel-

che das Funktional
s [ wre L [
Cl

minimiert. In diesem Zusammenhang sei auf folgendes hingewiesen: Die notwendigen Bedin-
gungen fiir ein Optimum bedingen §.J(y; dy) = 0 fiir jede zuldssige Variation dy, d. h.

0:/; (%J; dd:cngD Sydz + <5yg§) a
o (5~ o (o).

- (%) wvie | (%~ aray ) o
() (o)

Durch (WEI1) sowie geschickte Wahl der Variation ldsst sich a% -4 57 Lf =
Wegen a% fi = 0 gilt also 8%, fj = cfiir ein ¢ € R. Hieraus ergibt sich die Differentialgleichung

. y'(x)

L+ (y'(2))”

aus welcher sich wiederum ergibt, dass 3/(z) konstant sein muss. Dies bedeutet, dass Licht
sich innerhalb eines Mediums geradlinig fortbewegt!

Gemi8 (WEI) gilt 2/, —%fz‘ .d. b
— Z4

= 0 folgern.

/

LA T R S ()
R 0 IR Ve B (70

Z+

Sei nun #; der Einfallswinkel, mit welchem das Licht auf die Grenze zwischen den Medien
trifft, 6 der Brechungswinkel.
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Es gilt
tan6y = y'|, tanty = o[, 0

Aus resultiert nun das Snelliussche Bre- | T- f ---------

chungsgesetz: 61

sinf;  sinfy
C1 Cy

Abbildung 3.3.3: Gebrochener Strahl

3.3.10  Abschliefsende Bemerkungen

In der Mechanik betrachtet man héaufig zeitabhéngige Probleme, weshalb x durch ¢ € [0, 7
ersetzt wird. Der Integrand f von J wird durch L = L (q(t),q(t),t) ersetzt, die sogenannte
Lagrangefunktion. (Achtung: Hier handelt es sich um eine Bezeichnung aus der Physik! Sie
ist nicht zu verwechseln mit der Lagrangefunktion im Sinne der Optimierung!)

Seien nun L und y C%-Funktionen sowie

0
= —L(q(t),4(1),t),
P= 5 (q(t),q(t),t)
was wiederum p = %L erfiillt. Dies kann ausgenutzt werden, um unter der Voraussetzungen
Le CQ,(.?—;L strikt positiv definit, p = p (¢(t), p(t), t) zu schreiben. Dies fiihrt auf die aus dem
vorherigen Kapitel bekannte Hamiltonfunktion

H (q(t),p(t),t) = pg — L (q(t),4(t), 1),

welches die Legendre-Transformierte der Lagrangefunktion ist. Wie bereits gesehen ist dies
aquivalent zu

RG]
) 0

Hierbei ist zu beachtem, dass geméf den Definitionen a% =p-— % = 0 gilt. Aufgrund der

vorausgesetzen strikten Definitheit von %L ist die Trajektorie (g,p) dergestalt, dass H als
Funktion von ¢ einen Extremwert annimmt.

Eine Verallgemeinerung der Legendre-Transformation ist die Legendre-Fenchel-Transfor-
mation, mit ihrer Hilfe lasst sich die Hamiltonfunktion verallgemeinert als

H (q,p,t) = sup (pq — L(q,q;1))
gern
schreiben. Ist L ist konvex und schwach unterhalbstetig in ¢, so gilt umgekehrt

L(q,q,t) = sup (pg — H (¢,p,1)).
peER™

In diesem Fall wird durch die Legendre-Fenchel-Transformation P eine Bijektion L — H be-
schrieben.
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Betrachtet man ein mechanisches System mit kinetischer Energie 7'(¢), welches aus einem Po-
tenzial V(q) resultierenden Kréften unterworfen ist, so ist die Lagrangefunktion L = T — V
(vgl. 2.6 Federpendel.) Fiir ein Partikel mit Masse m, welches sich zum Zeitpunkt ¢ am (verall-
gemeinerten) Ort ¢ befindet, gilt T'(¢) = 2:¢°. Wie bereits gesehen resultiert aus dern Prinzip

der stationdren Wirkung (die erste Varratlon des Funktionals J(gq fo (t))dt gleich
0) das Newtonsche Gesetz mg = %‘q/( ) = F(q), welches den Euler Lagrange Gleichungen
entspricht. In diesem Falle entspricht p = < = mq¢ dem Impuls des Partikels und es gilt:
. . .9 m .5
H(q,p,t) = pd — L. t) = md” — 4" +V(q) =
m. .
=0+ V() =T(q) +V(g)

2

Die Hamiltonfunktion spiegelt also die Gesamtenergie wieder.

3.4 Optimale Steuerung von Modellen mit Differentialgleichungen

Ein Schwerpunkt der Variationsrechnung ist die Losung von Problemen der Art

min J(y) = / It y(8), 9())dt (3.4.1)

yeVv

wobei

Vzwecwawwwzewbzm} (3-4.2)

ist (s. Kapitel . Das unrestringierte Problem (3.4.1] + 3.4.2)) lasst sich auch als restringiertes
schreiben. Mit Hilfe einer neuen Funktion v € C' ([a b)) 1autet eine alternative Formulierung:

mmmw>/<wm<»a
w d Nb. §(t) = u(t)
and (@) = v y(6) = oy

Dieses Problem kann nun auch als ein optimales Steuerungsproblem angesehen werden,
wobei u die Kontrollfunktion ist. (y heift Zustandsvariable.)

(3.4.3)

Definition 3.4.1:
Sei U Funktionenraum. Eine Steuerung @ € U ist optimal und § = y(a) der assoziierte
optimale Zustand, wenn

J(y,u) < J(y(u),u) VueUl.

gilt.

Obwohl das Problem + und das Problem 3)) dquivalent erscheinen, sind sie
es nicht: In ist ¥ d1e Ableltung der gesuchten Losung. In (3.4.3) hingegen resultiert y

aus der Lésung der Differentialgleichung ¥ = u mit den gegeben Anfangs- und Endbedingun-
gen. In anderen Worten liegt das Hauptaugenmerk bei optimalen Steuerungsproblemen auf der
Kontrollfunktion. Im Hinblick auf diesen Paradigmenwechsel kann das Problem auf viele
Weisen verallgemeinert werden, fiir welche es wiederum entsprechende Konfigurationen in der
Variationsrechnung gibt.
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Sei nun das allgemeinere Problem

b
min J(y, z,u) = / L(t,y(t),u(t))dt + g(b,y(D))
w. d. Nb. g(t) = f(t,y(), u(t), yla)=ya

gegeben. J ist das Kosten- oder auch Zielfunktional, | sind laufende Kosten und g sind
die Endkosten.

Beinhaltet J beide Kostenarten, so ist es in Bolza-Form. Sind hingegen nur die laufenden
Kosten enthalten, so ist es in Lagrange-Form, sind es nur die Endkosten, so ist das Problem
in Mayer-Form. Anbei sind einige Beispiele, wie solche Funktionale aussehen kénnen:

(3.4.4)

o J(y,u)=13ly— Yall7> + 5 [ul|32: In diesem Falle ist Sy — yall3» eine Art ,Spurfunktio-
nal“, durch welches y,; das (grobe) Soll-Verhalten der Zustandsfunktion vorgibt. ||lul|7,
hingegen spiegelt die Kosten der Kontrolle wieder.

Y

’ N
’ A
4
yo k
A
E
\ i

Ya

t

o J(y,u)=13y(T) - yr|® + 5 |ul|?2: In diesem Falle beschreibt Sly(T) — yr|3, die Abwei-
chung von einem gewiinschtem Endwert.

Y
i

Yol

o J(y,u)=3y(T) - yr|* + Ty — yallas + 5 ||u/|?,: Kombination obiger Fille

Man kann ein Problem von der Lagrange- in die Mayer-Form bringen, indem man eine zusétz-
liche Variable z einfiihrt, sodass

(6 = Ut y(©),ult),  =(a) =0 (3.4.5)
gilt. Dann ist b

[ e vte) uteyae = =0,
folglich wird zu a

min J(y, u, z) = z(b) + g(b, y(b))
w. d. Nb. g = f(t,yt),u®), yla)=7y,
2(t) =1t y(t),u(t), =2(a)=0
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Vice versa kann, ausgehend von einem Problem in Mayer-Form, ein Problem in Lagrange-Form
wie folgt konstruiert werden:

b
g&y@)ZMm%%+/z%MtM®Mt

B dg 0g .
g<a7ya)+/a (at+a )dt

=g(a,ya)+/a (g‘;]+ f)

wobei g(a,y,) eine Konstante ist, welche das Optimierungsproblem nicht beeinflusst und igno-
riert werden kann, [ = 89 + 89 f sind die laufenden Kosten.

Im Allgemeinen konnen b und a fixiert sein oder auch nicht, je nach Situation liegt entspre-
chend ein Problem mit fester oder freier Endzeit vor. Auch die Endbedingung y(b) = v, ist
optional, entsprechend handelt es sich dann um ein Problem mit festem beziehungsweise frei-
em Endpunkt. Im Folgenden soll der Fokus auf Problemen der Form wie in (3.4.4) mit freiem
Endpunkt, aber fester Endzeit liegen.

3.4.1 Existenz einer optimalen Steuerung

Die erste Frage, die sich stellt, ist, ob zumindest eine Kontrollfunktion existiert, die (3.4.4)
16st. Dies hangt von der Struktur des Problems sowie dem Funktionenraum ab, in welchem die
Kontrolle gesucht wird.

Im Folgenden sollen lineare, quadratische Kontrollprobleme betrachtet werden, welche es
ermoglichen, einige klassische Techniken zum Nachweis der Existenz anzuwenden. Sei hierzu
das lineare Dgl.-System

y=Ay+ Bu, y(a) =1y (3.4.6)

gegeben, wobei y(t) € R™, u(t) € R™, A € R™" sowie B € R™"™ sind. Die Losung von (3.4.6))
fiir ein gegebenes u lautet

¢
y(t) = e yo + etA/ e*ABu(s)ds. (3.4.7)
0

Ist u € L?(a,b), so ist wegen sup ||e~*4|| < oo der Integrand ebenfalls ein Element des L*(a, b)
s€la,b]

und die Losung y € C([a,b]). (3.4.7) definiert eine Funktion S : L2(a b) —> C(la,b),u =y =
S(u), im Englischen auch cont'r'ol to-state map genannt. Wie in ersichtlich ist, ist
diese affin linear. Da fiir S(u) = S(u) — S(0)

HSH = max [|(Su)(t) — (S0)(1))ll, < ev/b— allull 20

tela,b|

gilt, ist S und somit S stetig. Als néchstes sei die Menge der zulissigen Kontrollen wie folgt
definiert:
Ua = {u € L*(a,b)|u(t) € Kuq, u stetig in (a,b)},

wobei K,y C R™ nichtleer, abgeschlossen und konvex sei. Das Kostenfunktional kann wie folgt
aussehen:

J(y,u) = Ji(y) + J2(u)
mit J; : C([a,b]) = R, J; : L?(a,b) — R. Ein klassisches Beispiel wire

I 2
=5 [ o0~ vl
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wobei yg € L*(a,b) ein gewiinschtes Profil (oder eine gewiinschte Trajektorie ) angibt. Ferner
sei

b
1%
na) =5 [ uoliate =0

Dies reprisentiert die L?-Kosten der Kontrolle. Im Allgemeinen wird gefordert, dass Ji, Jo
konvex, von unten beschrinkt und J, koerzitiv auf U, ist. Gilt jedoch Jo = 0, so soll Uy
beschrinkt sein. Das reduzierte Kostenfunktional ist durch

J(u) = J(S(u),u) = Ji(S(u)) + J5(u)
definiert. Nun gilt die Aquivalenz

min J(y, u)
.d.Nb.j=Ay+B .
! YZATEY & min J) (3.4.8)
y(a) = Ya uE€Uaa
u € Uyg

Die rechte Seite wird hierbei mitunter auch als reduziertes Problem bezeichnet. Wie im Bei-
spiel sei J; stetig, konvex und von unten beschrankt. Ferner sei angenommen, dass J; stetig
und koerzitiv in U,q ist. Nun, da S affin linear und stetig ist, ist J;(S(u)) ebenfalls konvex
und stetig in u. Daher ist J (u) ein konvexes, stetiges, koerzitives Funktional auf U,q4, welches
wiederum eine abgeschlossene, konvexe Teilmenge des L*(a,b) darstellt. Daher hat, wie bereits
im Kapitel dargelegt, das optimale Steuerungsproblem eine eindeutige Losung. Ein
dhnliches Resultat (mit Ausnahme der Eindeutigkeit) erhélt man fiir ein Modell § = f(¢,y, u)
immer dann, wenn das entsprechende Cauchy-Problem eine Kontroll-Zustands-Funktion ermdog-
licht, welche wie oben stetig ist, und man ||gr2(p|| < c(flvall + [l 12(ap)) zeigen kann. Dann
resultiert schwache L2-Konvergenz einer minimierenden Folge u;, — wu in starker Konvergenz
der entsprechenden Zusténde y(ug) — y(u). Sei nun allgemeiner

min J(y,u) = J1(y(b)) + ato(y) + g [Eoa

u. d. Nb. g = f(t,y,u), yla) =1y, (3.4.9)
uwelU,yCcU

Annahme 1: Jy, Js stetig, konvex und differenzierbar mit J; > 0, .Jy > 0 sowie v > 0. Ferner
seien im Folgenden H = H'(a,b) und U = L*(a,b).

1) Zur Loésung des Cauchy-Problems

Annahme 2: f sei Lipschitz-stetig in y, stetig in (f,y,u), linear in u und messbar, es gelte
[f (£ y(@t), u(®))] < a) [ly]| mit o€ Li(a,b).

Der Satz von Caratheodory garantiert nun die Existenz einer Losung fiir v € L?(a,b), welche
stetig ist, (d. h. y € C([a,b]) und fiir die y € L'(a,b) ist. Um dieses Resultat zu verbessen,
sodass y € H'(a,b) gilt, wird eine Stabilititsabschitzung fiir § benotigt, weshalb die folgende
Annahme gelte.

Annahme 3: Fiir das Modellproblem gilt die Abschatzung

191l 220y < cUlgall + 1l L2 a,0)

fiir ein ¢ > 0.
2) Zur Kontroll-Zustands-Funktion

Mit dem letzten Resultat ist die Funktion
S : L*(a,b) = H'(a,b),u — y = S(u)
wohldefiniert.
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Definition:

Die Abbildung u — y = S(u) von U nach H heift schwach folgenstetig, wenn fiir jede
Folge von Kontrollfunktionen (ug), C U, welche schwach gegen einen Grenzwert u € U
konvergiert, die korrespondierende Folge von Zustédnden (yx), C H,y, = S(ug) schwach
gegen y = S(u) konvergiert, d. h. yp — S(u).

Gelten die Annahmen 2&3, so ist die Abbildung S schwach folgenstetig. Um dies zu zei-
gen, sie (uy) eine schwach konvergente Folge von Kontrollfunktionen in L?(a,b) mit Grenzwert
u € L*(a,b). Dann ist die Folge (y.) C H'(a,b) beschrinkt, es existiert folglich eine schwach
konvergente Teilfolge yr, — y € H Y(a,b), da H Hilbertraum ist. Aufgrund der kompakten
Einbettung H'(a,b) cC C([a,b]) gilt yx, — y in C([a,b]) und der Grenzwert ist eindeutig. Nun
muss gezeigt werden, dass y = S(u) ist. Zu diesem Zweck sei v € H'(a,b) eine Testfunktion
(v(a) = v(b) = 0). Es gilt

b
/ (yk] — f(t, yk].,ukj)) vdt = OVv € H, k?j
Unter dem Integral kann zum schwachen Grenzwert iibergegangen werden, folglich

b
/ (v — f(t,y,u))vdt = OVv € H
Also gilt tatsdchlich y = S(u).

3) Zur minimierenden Folge

Zur Erinnerung: Eine Folge (yx)r C B ist minimierend, wenn klim J(yr) = ing J(y) gilt.
—00 ye

Aus der Definition des Infimums wird sofort klar, dass Beschranktheit von unten hinreichend
fiir die Existenz einer solchen Folge ist.

Lemma 3.4.2:
Sei J : U — R von unten beschriankt, U nichtleere Teilmenge eines reflexiven Banachraums.
Ist J (schwach) koerzitiv, dann ist eine minimierende Folge (uy)r C U von J beschrinkt.

Beweisidee/-skizze: Folgt aus den Definitionen. ]

5) Zur zuldssigen Menge U,

Lemma 3.4.3:

Sei B Banachraum und C' eine nichtleere, konvexe, abgeschlossene Teilmenge von B. Dann
ist C schwach folgenabgeschlossen, d. h., fiir jede schwach konvergente Folge in C' ist der
Grenzwert ebenfalls in C.
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Lemma 3.4.4:

Sei B Banachraum und C' eine nichtleere, konvexe, abgeschlossene und beschrankte Teil-
menge von B. Dann ist C' schwach folgenabgeschlossen, d. h., fiir jede schwach konvergente
Folge in C ist der Grenzwert ebenfalls in C. Dann ist C' schwach folgenkompakt, d. h., jede
Folge in C hat eine Teilfolge, welche schwach in C' konvergiert.

Ist U,q konvex und abgeschlossen (und nichtleer), soll eine minimierende Folge schwach in
U.q konvergieren. Hierfiir gentigt es, dass die minimierende Folge beschrankt ist, wenn der Hil-
bertraum reflexiv ist (Lemma . Ist U,, ebenfalls beschriankt, dann hat eine minimierende
Folge in U,, eine konvergente Teilfolge mit schwachem Grenzwert in U,4. In diesem Falle wird
Koerzitivitat nicht benotigt und in kann der Fall v = 0 betrachtet werden.

Beweis der Existenz eines Minimierers

Betrachtet wird das Problem (3.4.9) unter den Annahmen 1-3. Da J von unten beschrinkt ist,
existiert eine minimierende Folge (yn, uy), C H X Uag, yr = S(uy,) mit

lim J(yn,u,) =  inf  J(y,u)

n—»o0 (yw)€H xUng

Sei U,q konvex und abgeschlossen in U, v > 0, dann gilt
v v
J(u) = J(S(u), v) = Ji(S(u)(b)) + alp(S(u)) + 5 lully; > 3 [l

Folglich ist J koerzitiv beziiglich U in der U-Norm. Somit ist die minimierende Folge beschrankt.
Da U = L*(a,b) Hilbertraum ist, existiert eine schwach konvergente Teilfolge Up; — u in Uyg.
Diese ist beschréankt in H, wie sich aus Annahme 3 ergibt. Es lésst sich also eine schwach
konvergente Teilfolge y,, — y € H extrahieren.

Es bleibt zu zeigen, dass y = S(u) gilt, wie in (3.4.9)). Hierzu muss jedoch der schwache
Grenzwert f(t,yn,un) — f(t,y,u) Sinn ergeben. Ist zum Beispiel das Kontrollproblem bilinear,
bspw. f(Yn, Un) = Ynty,, so muss mindestens eine der Folgen stark konvergieren. Um diese star-
ke Konvergenz zu erhalten, nutzt man gewohnlich Einbettungstheoreme, im vorliegenden Fall
H'(a,b) CC C([a,b]) und y,,; — y in C([a, b]). Dieser Schritt ist essentiell fiir den Kostenfunk-
tionalterm J;, denn nun gilt y,, 5, (b) — y(b). In Annahme 1 wurde vorausgesetzt, dass J; und J,
stetig und konvex sind, was ebenfalls fiir & ||uH2U gilt. Damit ist J schwach folgenunterhalbstetig.
Es gilt (der Einfachheit halber wird n;, durch n ersetzt)

J(y,u) = Ji(y() + aaly) + 5 ulf =

. . v 2
< + = =
nhm J1(yn (D)) + hirl inf <aJ2(yn,un) 5 HunHU)

= liminf J(y,,u,) = inf J(S(u),u),
n—00 u€Ugq

also
J(y,u) < inf J(S(u), u),
u€Ugyq
was bedeutet, das (y,u) die optimale Losung von ([3.4.9) ist.

Zum Abschluss sei noch angemerkt, dass der Term & ||u||2U die Rolle eines Regularisierungs-
terms inne hat, wie bereits im vorherigen Kapitel. Alternativ kann dieser Term auch durch
s HuH?{l(a’b) ersetzt werden. Dann wire die minimierende Folge beschrinkt in H' und hétte eine
schwach konvergente Folge in diesem Raum. Aufgrund der Kompakten Einbettung wiirde dann,
wie bereits mehrfach erwéhnt, die Teilfolge stark in C'([a, b]) konvergieren.
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3.4.2 Optimalitatsbedingungen

Wie im vorherigen Kapitel gezeigt wurde, wird mit einer wohldefinierten Kontroll-Zustands-
Funktion aus einem optimalen Steuerungsproblem wie in (3.4.4]) ein Problem der Variations-
rechnung,

min J(u) (3.4.10)

u€Ugyq

Somit konnen Optimalitdtsbedingungen fiir (3.4.10)) aufgestellt werden, welche ggf. Ableitungen
enthalten. Insbesondere muss - vorausgesetzt U,y = U ist Hilbertraum und J ist differenzierbar
- die optimale Steuerung u* € u die Gleichung

<vj(u*),w> = OVweU (3.4.11)

erfiillen. Wegen J(u) = J(S(u),u) setzt dies Differenzierbarkeit der Abbildungen S(-) und
J(+,+) voraus. Ist J wie in (3.4.4]), so sind hierfiir I! € C! und g € C" hinreichend. Betrachtet
man das lineare, quadratische Problem (3.4.8)), so ist S aufgrund der Affinitdt differenzierbar

und das quadratische Funktional
=5 [ WO~ woPar [ o
ist differenzierbar in y und wu.
Sei nun allgemeiner der Operator

C:HxU—H, (y,u) = y— f(y,u)

definiert. Offensichtlich definiert C'(y, u) = 0 die Differentialgleichungsnebenbedingung. Es stellt
sich die Frage, ob C' differenzierbar ist. Der Kandidat fiir die (Fréchet-)Ableitung von C' ist

0C (y,u)(0y, du) = 6y — (gi)( )5y (gi) ou (3.4.12)

In der Tat kann fiir f € C? mittels Taylor-Entwicklung gezeigt werden, dass (3.4.12)) die Fréchet-
Ableitung ist, diese also insbesondere existiert. Es handelt sich bei (3.4.12)) um eine sogenannte
linearisierte Nebenbedingung. )
Im Folgenden sei J(-, -) differenzierbar, wodurch V.J berechnet werden kann (bzw. zumindest
existiert). Hierbei ist 0C(y, u)(dy, du) fir gegebenes du invertierbar bzgl. dy:
of of
—dy
oy " ou
hat eine eindeutige Losung. Fiir Problem (3.4.4]),

5y = Lsu,  y(a) =0

win J (g0 = [ Ue5(0). )t + 9(b. ()
w.d. Nb. g(t) = f(t,y(t),u?)), yla)=ya

gilt folgendes Lemma:

Lemma 3.4.5:
Das Differentialgleichungssystem

—\t) = (%(t, y,u)> A(t) — g—;(t,y, u) (3.4.13)

mit Endbedingung \(b) = —g—g(b,y(b)) und y € H'(a,b), f,1,g € C! hat eine eindeutige
Losung A\ € H.
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(3.4.13)) ist hierbei lineare Dgl, welche ,riickwérts* gelost wird. Durch die Transformation

= (b+ a) — t wird es zu einem ,yorwirts gerichteten Problem mit Anfangsbedingung in a.

Mit dieser Vorbereitung kann nun V.J (u) berechnet werden. Genauer gesagt soll das Gateaux-
Differential fiir eine Variation du der Kontrolle u € U berechnet werden, es gilt dann

~

<Vj(u),6u> = lim 1 (j(u + adu) — j(“)) )

a—0t

ferner ist dy = S’(u)du. Also:

<Vj(u),5u> = lim 1 <j(u + adu) — j(u> -

a—0t ¢

o1 ol ol dg .
= all%h - (a (8_y5y + 8u5u) dt + oza—yéy(b)) + Terme hoherer Ordnung

Bildet man den Grenzwert, Verschwinden die Terme hoherer Ordnung. Unter Verwendung von

(3.4.13]) zur Ersetzung von 8 L erhilt man

. bl 9 bal . d
<VJ(u),5u>:/a <>\+a—f>\) 6ydt+/a a—dt+8—géy(b):
b
:/ ( 5y+%5y>>\dt+)\5y\ +/ —5 +g£ y(b)

Mithilfe der linearisierten Nebenbedingung, —éy + & 5y = ——(5u dy(a) = 0 ergibt sich

. b0 dg
<VJ(u),5u> = /a <—a—£/\ + (9_) oudt + ()\+ @y) oy

Somit resultiert die notwendige Optimalitétsbedingung (3.4.11)) in

af ol

—— (¢ A(t —

By (0¥ WAL + o

A ist der Lagrange-Multiplikator, welcher (3.4.13]) sowie die Endbedingung p(b) = —g—z (b,y(b))

16st. Diese Ergebnisse kdnnen in einem Optimalitdtssystem zusammengefasst werden, beste-
hend aus

b

(t,y,u) =0

e Zustandsgleichung:

y=ftyu), yla)=ya (3.4.14)
e Adjungierter Gleichung:
—\= ZJ; %, Ab) = —g—z(b,y(b)) (3.4.15)
e Optimalitdatsbedingung:
gz + (9u =0 (3.4.16)
Hierbei ist V.J(u) = —% + 2L der reduzierte Gradient.

Bemerkung 3.4.6:

a) Das Optimalititssystem (3.4.14)-(3.4.16) wurde fiir skalare Funktionen aufgestellt. Im
Falle vektorwertiger Funktionen, also y : [a,b] = R™, u : [a,b] - R™, f : RxR" x R™ —
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R, I:RxR"XR™ - R, g: RxR* = R und X : [a,b] = R" sind die Ableitungen g—f,

?, %, g—l und % Jacobi-Matrizen. Das Optimalititssystem lautet dann
u’ dy’ du y

Y= f(t)yv u)) y(a) = Ya
dg

= (Few) A= T, a0 = -FLo0)

9,
0:—(a—£) )\+a (t,y,u) =0

b) Das Optimalititssystem kann auch erhalten werden durch die Lagrangefunktion

Ly, u,A) = J(y, u) +/ (9(t) = (& y(t), ult)) A(t)d (3.4.17)

Dann entsprechen (3.4.14))-(3.4.16)) den Bedingungen

ViaL(y,u,\) =0, VL(y,u,p)=0 V,L(y,u,p)=0

c) Ist Uy C U konvez, abgeschlossen und beschrinkt, wird die Optimalitditsbedingung (3.4.16))
zu einer Variationsungleichung:

9f
= v = > 4.1
< u +8,v u>_0 (3.4.18)
fur alle v € Uyg, v optimale Losung.

d) Ist Uy = U = H'(a,b) und I(t,y,u) = (t,
fir u hinzugefiigt werden: u(a) = ug,u(b
u € C?*([a,b]) ergibt sich

y) + 2 ||u||H1(a by, SO kdnnen Randbedmgungen
) = wy. Insbesondere fir u, = u, = 0 und

b ol b
i %(M = V/a (udu + wow) dt

b
:1// (u — 1) dudt
Somit lautet der L?-Gradient
of

VJ(u) = —%/\—l—u—uu

3.4.3 Hamilton-Funktion

In diesem Kapitell soll der Ansatz untersucht werden, Losungen von optimalen Steuerungspro-
blem mittels der Hamiltonfunktion darzustellen. Zu diesem Zweck soll erneut das Problem

min J(y, u) = / 1t y(t), u(t))dt + g(b, y(b)
w d. Nbg(t) = Flt,y(0) u(®),  y(a) = v

(3.4.19)

mit [, f, g € C! betrachtet werden. Sei u* eine optimale Steuerung und globales Minimum von
J(u) in U. Variationen der Kontrollfunktion kénnen beschrieben werden durch

u=1u"+ adu
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Diese Variation resultiert in einer Variation des Zustands,
=y" + ady,

wobei y* = S(u*) und dy Losung der linearisierten Nebenbedingung

. Of L of ., + .
5y—ay(t,y,u)5y+8u(ty,w
dy(a) =0

ist. Die Lagrangefunktion fiir (3.4.19)) ist (s. (3.4.17)))
b
£l ) = T+ [ (60 = F(65(0. ) A

b
= gby(b) + [ Utsyn) + (5= Ft0) Ao
Die Hamilton-Pontryagin-Funktion ist definiert durch

H(t,y,u, \) = f(t,y,u)A — U(t,y,u).

Mit ihr kann die Lagrangefunktion umgeschrieben werden zu

L(y,u, \) = g(b,y(b)) +/ g — H(t,y,u, \)dt

Im Folgenden soll nun die Variation von £ in (y*, u*, \) entlang der Nebenbedingung berechnet
werden. Es gilt:

b
L(S(u),u,\) — L(S(u"),u*,\) = ag—i(b, y*(0)oy(b) + a/ (59)\ — 8—H(t, Y ut, N)oy

oy
OH . . .
—%(t, y*,u*, \)ou | dt + Terme hoherer Ordnung

Partielle Integration ergibt zusammen mit dy(a) = 0

L(y,u,\) =« (g—z(b, y* (b)) + A(b)) dy(b) + a/ab (— (A + %—I;(t, vk, A)) Sy

OH
—a—(t7 y* u’, )\)éu) dt + Terme héherer Ordnung
u
Da u* optimal ist, muss die erste Variation von £ in u* gleich 0 sein. Folglich muss gelten:
: OH
A= e (t,y*,u", \)
Y
dg (3.4.20)

A(b) = _a_y(b’ y* (b))

Sei nun angenommen, dass eine Losung A € C'([a,b]) von (3.4.20)) existiert, \* genannt. Nach
Konstruktion lésst sich y als Losung des Systems

schreiben. Des Weiteren erhélt man durch Variation in der u-Komponente die Optimalitatsbe-
dingung

OH
—(t,y", u", \") = 0. (3.4.21)
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Das bedeutet, dass fiir die Optimallésung (y*, u*, \*) die Funktion H (¢, y*, -, \*) fiir alle ¢ € [a, b]
ein Extremum in «* hat. Der letzte Umstand ist sehr wichtig: Er fiihrt auf das sogenannte
Pontryagin’sche Mazxrimumsprinzip , welches im folgenden Kapitel behandelt werden soll.

Bemerkung 3.4.7:

a) Gegeben sei das Problem

b
min J(y, u) :/ l(t,y,uw)dt
y =, y<a) = Ya, y(b) = Up

Dann ist y(t) = (Su)(t) = f; w()dr und die zweite Variation von J(u) ist gegeben durch

. bro2f 2f 9%
2 ) _ 2 = Su?
6°J (u; du) = /a (8y2 oy~ + 25y58y8u + 907 ou ) dt

Die Legendrebedingung resultiert in gq—fé > 0, einer notwendigen Bedingungen fiir ein

lokales Minimum, vgl. Sdtze|3.3.18L |35’1q Dies bedeutet, dass %ZTI;I(t,y*,u*, A*) <0 ist.
Daher ist das Extremum von H ein Mazimum.

b) Es liese sich auch ein anderer Lagrange-Multiplikator A = —\ definieren. Dieser ent-
spricht L = J—ff(y—f)kdt. In diesem Falle ist H entsprechend durch H = fp+1 = —H

definiert und H hdtte ein Minimum in u*.

3.4.4 Pontryagin’sches Maximumsprinzip

Im vorherigen Kapitel wurde eine dquivalente Formulierung der Optimalitdtsbedingungen (3.4.20])-
(3.4.21]) erarbeitet, welche zur Erkenntnis fiihrte, dass die Hamilton-Pontryagin-Funktion ein
Extremum beziiglich v in der Optimalen Losung hat. Dies ist der Ausgangspunkt der Optima-
len Steuerungstheorie, welche von L. S. Pontryagin und seinem Forschungsteam in den 50ern
entwickelt wurde.

Hierbei ist zu beachten, dass der Ansatz im vorherigen Kapitel C?-Regularitit und eine
unbeschriankte Menge von zuldssigen Kontrollen voraussetzte. Wie in (3.4.18) gesehen, muss
im anderen Fall fiir v* € 0U,; die Bedingung %—Ij = 0 modifiziert werden. Auch kann sie
nicht angewandt werden, wenn U eine diskrete Menge ist oder H nicht differenzierbar in U.
Pontryagin’s Ansatz umgeht diese Beschriankungen, indem einfach

H(t,y" (), u (1), \() = H(t,y* (1), u(t), A"(1))

fir alle u nahe an u*, t € [a, b] gefordert wird.

Dariiber hinaus sind im Folgenden auch Variationen der Kontrolle mit grofer Norm erlaubt,
solange die entsprechenden Trajektorien nahe bleiben. Dies entspricht dem Konzept von starken
Minima.

Bevor jedoch das neue Prinzip hergeleitet wird, sollen einige Transformationen gezeigt wer-
den, mit denen man optimale Steuerungsprobleme in eine gewiinschte Form bringen kann.
Betrachtet werde hierzu das Funktional mit Freien Endpunkten

b
J(y,u) = / Uty w)dt + g1 (a, y(a)) + ga(b, y(b))
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Die Variable z kann, wie in (3.4.5)), als Losung von z = I(¢,y,u), z(a) = 0 definiert werden.
Somit wird eine Zustandsvariable addiert und das Funktional wird zu

J(yv 25 U) = gl(a7 y(a)) + gQ(ba y(b)) + Z(b)

Allgemeiner ldsst sich dies nun als
J(a,y(a), b, y(b))

schreiben, wobei das neue y alle Zustandsvariablen beinhaltet. Gleichheitsnebenbedingungen in
den Endpunkten kénnen wie folgt formuliert werden:

K(a,y(a),b,y(b)) =0 (3.4.22)

Dies konnen zum Beispiel Anfangsbeidnungen y(a) — y, = 0 und Endbedingungen y(b) —
yp = 0 sein. Im Folgenden bezeichne d(K) die Dimension - besser gesagt die Anzahl von
Gleichungen - von (3.4.22)), in vorliegenden Beispiel also d(K) = 2. Unter Umstédnden kénnen
auch Ungleichungsnebenbedingungen vorliegen (z. B. y(b) < B), welche in

I(a,y(a),b,y(b)) <0

zusammengefasst sind. (d(/) bezeichne analog die Anzahl an Ungleichungen.) Das die Zustands-
variablen bestimmende Modell sei § = f(¢,y,u) und es gelte u(t) € K,q. Nun kann das folgende
optimale Steuerungsproblem (im englischen canonical Pontryagin type problem) aufgestellt
werden.

min J(a,y(a),b,y(b))
w d. Nb. g = f(t,y(t), u(t), ()GKad

K(a,y(a), b,y(b)) =
I(a,y(a), b,y(b)) <

mit y(t ) 6 R"™ und u(t) € R™. Hierbei seien J, K, I in C* und f stetlg, ebenso wie die Ablei-
tungen E und 8f . Die Menge K4 ist beliebig. Die Losung von soll in der Menge der
absolut stetigen Funktlonen y und der messbaren Funktionen u gesucht werden. Ein Funktio-
nenpaar w = (y, u) zusammen mit einem Zeitabschnitt [a, b], auf dem diese definiert, sind heiftt
Prozess. Erfiillt ein Prozess alle gegebenen Nebenbedingungen, so ist er zuldsstg. Existiert
fiir einen zuléssigen Prozess w* = (y*(t), u*(¢)|t € [a*,b*]) ein € > 0 mit J(w) > J(w*) fiir alle
zuléssigen Prozesse w = ((y(t), u(t))|t € [a,b]), welche den Bedingungen

(3.4.23)

0

la —a*| <e, |b=0b"|<ce
ly(t) =y @), <e Vi ela,b]N]a",b7]

geniigen, so stellt besagter Prozess ein starkes Minimum dar. Die zugehorige Hamilton-
Pontryagin-Funktion ist (man beachte A(t) € R”

H{t,y,u,p) = A f(t,y,u),
die zugehorige Endpunkt-Lagrange-Funktion lautet
l(aa Ya, ba yb) = (CYOJ + CVT[ + ﬁTK) (aa Ya, b> yb)

mit ap € R, a € R 3 ¢ RUK) (Die Abhingigkeit der Funktion von von g, und 3 wird
aus Griinden der Ubersichtlichkeit weggelassen.) Sei nun w = ((y,u)|t € [a,b]) ein zuldssiger

Prozess von (3.4.23)).
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Definition 3.4.8:

w geniigt dem Pontryagin’schen Mazimumsprinzip, falls o € R, o € R und 8 €
R¥K) sowie absolut stetige Funktionen A : R — R”, 11 : R — R existieren, sodass Folgendes
gilt:

(i) Nichtnegativitat: ag > 0, o > 0 (komponentenweise)
(i) Nichttrivialitét: ag + ||af|, + [|B]]; > 0 (< mindestens ein Parameter ungleich 0)

(iii) Komplementarititsbedingung: o’ I(a,y(a),b,y(b)) = 0 («; ist 0 oder in der i. Unglei-
chung gilt Gleichheit)

(iv) Adjungierte Gleichung: —A= %i;(t, Y, u, N), —fi = %—If(t,y, u, \)
(v) Transversalitdtsbedingung: \(a) = %(a, y(a),b,y(b)), A(b) = —%(a, y(a),b,y(b))
(vi) H(t,y(t),u(t), A(t)) + p(t) = 0 fir fast alle ¢ € [a, b]

(vil) H(t,y(t),v,\(t)) + u(t) <0 fir alle t € [a,b], v € Kqq.

Bedingung (vi) kann hierbei als , Energieentwicklungsgesetz betrachtet werden: Sie beschreibt
die Gleichung H = %—Ig, wobei H in mechanischen Systemen der Energie entspricht. (Ist H zeitu-
nabhéngig, wird dies zum Energieerhaltungssatz, da H =0 H = konstant bedingt, vgl. Kapitel
2.6). Aus den Bedingungen (vi) und (vii) ldsst sich schlieRlich die Maximalitétsbedingung fiir
die Hamilton-Pontryagin-Funktion folgern:
max H(t,y(t), v, \(1)) = H(t, y(t), u(t), A()

ad

veK,

fir fast alle ¢ € [a,b], einem Umstand, dem (i)-(vii) ihren Namen verdanken.

Bemerkung 3.4.9: Die Gleichung fir p liese sich direkt aus den anderen Bedingungen ab-
leiten. Allerdings ist die explizite Forderung nitzlicher fir die Anwendunyg.

Satz 3.4.10:
Stellt ein Prozess w* = ((y*,u*)|t € [a,b]) ein starkes Minimum von (3.4.23)) dar, so geniigt
er dem Pontryagin’schen Maximumsprinzip

Bemerkung 3.4.11:

1) Ist das Intervall [a,b] fest und das System autonom, d. h. y = f(y,u), so werden die
Bedingungen (i)-(vii) zu

(’l’) 0402070620
(i) oo + [lally + 18]l > 0
(ii’) al(y(a),y(b)) =0

(iv) —A = 2 H(y,u,))
(0°) Ma) = 2 (y(a), (b)), AB) = — 2L (y(a), y(b))
(vi’) H(y(t),u(t), A(t)) = ¢ fast iberall in [a,b]
(vii’) H(y(t),v, A(t)) < c fir allet € [a,b],v € K4, t € [a,b]
2) Ein Problem mit einem nichtfestem Zeitintervall [&,I;] kann auf eines mit einem festen
t

Intervall [a,b] abgebildet werden: Sei T so dass t = t(1) und S = v(t) gilt. Definiert man
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L) = £0(r).50). ) o)
dd—T[B(T) = (1) |

wobei v die Rolle einer neuen Kontrollvariable inne hat.

3.4.5 Beispiele

Beispiel 3.4.12 (Kontrolle von Produktion & Verbrauch):

Sei y(t) der Arbeitsertrag der Wirtschaft und u(t) der Anteil an reinvestiertem Kapital
(jeweils zum Zeitpunkt ¢). Die Wirtschaft entwickle sich nach dem (illusorischen) Modell

y(t) =ult)yt),  y(0) =y >0

Sei Kuq = [0,1], 0 < u(t) < 1. Das Ziel der Kontrolle u ist es, den Konsum zu maximieren:

T
min J(y, u) = — / (1 — u(®))y(t)dt
0
In dieser Form ist die Hamilton-Pontryagin-Funktion durch
H(t,y,u, M) = (yu)A+ (1 —w)y =y +uy(A —1)

. . . . . \ o OH
gegeben. Die adjungierte Gleichung ist A = — %y also

A=—1+u(l-=X), MNT)=0
Gemaéfs dem Pontryagin’schen Maximumsprinzip erfiillt die optimale Losung

H{(t,y,u, A) = max {y(t) +ey(t)(A(t) — 1)}, t€[0,1],

und da y > 0 fiir ein sinnvolles Modell sein sollte, folgt

1 At)>1
u(t) = {o A < 1

Fiir die adjungierte Gleichung gilt A(7") = 0, nach Stetigkeit also A\(t) < 1 fir ¢t € (f, T }
(Dieses Intervall sei so grok wie moglich.) In diesem Intervall gilt also u(t) = 0 und A\ = —1.
Daher ist A(t) =T —t in (¢,T]. In ¢ gilt A(f) = 1, also ¢ = T' — 1. Betrachtet man nun die
Zeit t <T —1,s0ist A\(t) > 1, u(t) = 1 und mit der adjungierte Gleichung

A=—1+4+1-XA==-) MNT-1)=1
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erhdlt man A\(t) =e(T — 1) —t,0 <t < T — 1, und keine weiteren Spriinge in u treten auf.
Somit ist die optimale Kontrolle gegeben durch

(t) = 1 0<t<T—1
YW= T—1<t<T

Nun soll diese Analyse mit einer Transformation des Funktionals J wiederholt werden.
Sei hierzu z2 = —(1 — u)y, 2(0) = 0 sowie J = z(T'). J soll minimiert werden unter den
Nebenbedingungen

Y = uy, y(O):y0>0
s=—(1—w)y, 2(0)=0

Die HP-Funktion lautet nun, wegen z(7T') = fOT 0dt + idz(T)
g

Die adjungierten Gleichungen sind gegeben durch

OH

}\1 = —a—y = —U)\l + (1 - U)/\Q

. H

Ay = —%— =0 = X(t) = konstant
z

H héangt ferner nicht explizit von ¢ ab. Die Lagrange-Funktion fiir den Endzeitpunkt lautet

| = apz(T) + B1(y(0) — yo) + B2(2(0)),

es ergibt sich
AM0) =061 M(T)=0
)\2(0) = Bg )\Q(T) = —Q)

Durch Skalierung, sodass oy = 1 ist, erhdlt man A\y(¢) = —1 = (5. Daher:
j\lz—uA1+u—1, /\1(T):0,
analog zum vorherigen ist

T'—t T-1<t<T
)\1<t>: {e(T—l)—t 0§t<T_17

Ay erfiillt \y(0) = 31 = T 1. H ist entlang der optimalen Trajektorie konstant, H = ypel L.

Beispiel 3.4.13 (Linear-quadratisches Problem):

Gegeben sei das Problem

T
min J(y, u) = / (v* 4+ u?) dt

0
u.d. Nb. g=y+u, y(0) =y

Mit Hilfe der Hamilton-Funktion H (y,u, \) = Ay +u) — (y*+u?) ergibt sich als adjungierte
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Gleichung
: 0OH
A=———=—-A+2
oy 4
Da H in der optimalen Losung ein Extremum bzgl. u hat, ldsst sich das optimale u mittels
0= %—ZI = A — 2u finden. Also ist u = %, womit sich das System

. +/\
' y=1y 9
A=—2y— A\

ergibt. Die Losung hierzu lautet

e~ V2. (—1 + ezﬁt) eV (2 - V24 (2+V2) 62\@>
y(t) = C1 +

42 4
e~ V2. <—2 —V2-(2-V2) 62\/§t> e~ V2. (—1 + 62\/§t>

)\(t) = — 4 c + \/§

Aus y(0) = yo folgt ca = yo, aus A(T") = 0 ergibt sich schliefslich ¢; = (l — M) Yo-

Co

C2

2 V2

3.4.6 Lineare und nichtlineare Steuerungsprobleme

Betrachtet werden soll nun folgender Kontroll-Mechanismus

{y:f(u)+Bu

4(0) = 4o (3.4.24)

mit zeitabhéngiger Zustandsvariable y : R — F; und Kontrollfunktion v : R — Ey (Ey, E
reelle Vektorrdume) sowie linearem Operator B. Ferner sei

J:(y,u) — J(y,u) € R
ein gegebenes Zielfunktional. Das zugehorige optimale Steuerungsproblem lautet dann:

min J(y,u), so, dass (3.4.24) erfiillt ist. (3.4.25)
Yy, u

Wie bereits gesehen, wird durch das System (3.4.25)) eine Kontroll-Zustands-Funktion u +— y
beschrieben, wodurch sich das Problem (3.4.25)) auch in der Form

muin J(u) = J(y(u), u) (3.4.26)

schreiben lisst. Im Falle der Differenzierbarkeit von .J (u) reduziert sich das Problem somit auf
die Losung von

Vol (u) = Vo (y(u),u) = V,J(y,u)Vuy(u) + Vi J (y,u) = 0

Im Folgenden sei zu (3.4.24)) die Steuerung u € L?(0,T) gegeben.
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Lemma 3.4.14:

Gegeben sei das System ¢ = f(y) + Bu, mit y(t) € D C R*"Vt, v € L*((0,7);R™) und
f: D — R™ sei lokal Lipschitz-stetig im Gebiet D. Dann existiert fiir alle ¢ € [0, 7] und alle
Anfangswerte yo € D eine eindeutige Losung y = y(u).

Beweis: Sei F(t,y) .= f(y) + Bu(t), F' is messbar fiir jedes feste y und stetig fiir jedes feste
t. Ferner gelten

[F @, z) = F(ty)ll = 1f (z) + Bu(t) — f(y) = Bu(®)|| = [|f(x) = fFW)Il < cllz—yll

sowie
IEE )l = 11f () + Bu@)|| < [Lf (@) + Bl [[ull < ¢y + Bl [Jul] = B(¢).
Somit folgt die Behauptung aus dem Satz von [Caratheodoryl n

Das optimale Steuerungsproblem soll nun wie folgt genauer spezifiziert werden:

: 1 [0% |14
min J(y, u) = §Hy - de%Q(O,T) + §]y(T) - yT’2 + §HUH%2(O,T)
w.d. Nb. g = f(y) + Bu, y(0) =yo

(3.4.27)

mit v,a > 0 und y,u € L*(0,T).

Satz 3.4.15:
Sei X normierter Raum. Dann ist eine konvexe, stetige Funktion J : X — R schwach
unterhalbstetig.

Zur Erinnerung: Ist J koerzitiv und unterhalbstetig, sowie die U als Teilmenge eines reflexi-
ven Banachraums nichtleer und konvex, so existiert eine minimierende Folge fiir das Problem

min J(u).

uelU

Lemma 3.4.16:
a) Das Funktional
J(y,u) = %Hy - de%Q(O,T) + %|y(T) - ?JT|2 + %HUH%Q(O,T)
ist konvex und stetig, daher auch schwach unterhalbstetig sowie koerzitiv in U.
b) Es existiert eine minimierende Folge (u™),, mit «™ € L*(0,T) und y™ = y(u™) so dass

lim J(y™,u™) = inf J(y(u),u)

m—o0 uelU

gilt.

Es wurde bereits gezeigt, dass fiir eine Folge (u™); mit schwachem Grenzwert @ in L*(0,T),
die entsprechende Folge y™ := y(u™) gegen § = y(u) konvergiert. Ist v > 0, U = L*(0,T), so
hat das Problem (3.4.27)) folglich eine Losung.
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Beispiel 3.4.17:

Gegeben sei das Problem

min J(y, u), J(y,u) = %/0 (y(t))*dt + %/0 (u(t))® dt

J/ . J/
-~ -~

2 2
:”y”LQ(O,T) IUHLQ(O’T)

y=y+u, y0)=yo

Hier ist

ftyt),u®) =y ) +u(l)
sowle 1

e (0,0 (0) = 3 60 + S @)

Somit ist o7 51

A= —a—y>\+a—y = —/\+y(t)
(Gemafs Kapitel |1.1/hat X also die Form A(t) = e™* <c + f[f y (t) etdt>). Ferner muss gelten

af ol
0 —)\%4—% -\ +au(t)

Die Lagrangefunktion ist:

c<y,u,x>=§/o <y<t>>2dt+§/o (u(t))2dt+/0 (§ -y — ) Ade

Fiir die Gradienten sowie (zulédssige) Storungen gilt somit:

o V.L(y,u,\):

1 T T
(VuL(y,u, A), 5U>L2(0,T) = lim — (% / (u+ M5U)2 dt + (¥ —y —u— pou)Adt
0

n=0 1t 0
T

4 [ e [Co-y- ) -

0

1 /a (T o T
= lim — 5 20 - ubu + p” (du)”dt — [ (pdu)Adt | =
0 0

=0 U

T T
= / aududt — / duAdt = (au — A, 5U>L2(0,T)
0 0
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o V,L(y,u,\):

1 /1 7 T :
(VyL(y,u, A), 6Y) 1201y Z}g%; (5/0 (y+u5y)2dt+/0 (9 + poy — y — pdy — u))Adt
1 T ) T
5 [ wnta M-y - unar) -
0

0

1/t 2o T
= lim — 3 20 - ydy + p” (dy) dt + | p(dy — dy)Adt | =
0 0

n—0 il

T T
=/ y5ydt+/ (0y — dy)Adt =
0 0

T T
:/ yoydt + Sy(HA(t)|3 —/ SyA + dyAdt
0 5y(0)=0 :
y =

_ <y S Y 5y> + A(T)dy(T)

L2(0,T) ——
=0Voy=\(T)=0

hd V)\‘C(y7 U, )‘>

1 T T
(92200005 gy =ty - (= =) oty ae = [ -y = uppar) =
0 0

p—=0 U

T
_ /O (5~ y — u) A= (5 — y — 1,00 12z,

Die Gradienten sind also: V,L(y, u, \) = au—\, V,L(y,u, \) = y—A—Ay und VAL(y,u, ) =
¥ —y — u, das Optimalitatssystem lautet:

yt)=y+u, y(0)=uw

At)=y—Ay, A(T)=0
—A4+aou=0, te(0,7)

Beispiel 3.4.18:

Betrachtet werden soll das Problem:

. o B v
{ min J (y,u), J (y,u) = ) lly — deiz(O’T) + 5 ly (T') — yT‘2 + 5 HuHiQ(O,T)
u. d. Nb. g = f(y,u),y(0) = yo

Die Lagrangefunktion lautet:

« 15} v T
L(y,u,\) = 5 ly = yallz20m) + 5 ly (T) —yrl* + 5 lull 720,z + /0 (= f(y,u)) Adt

Das Optimalitatssystem ergibt sich aus :

VL (y,u,A) =0
V,L(y,u,\) =0
VL (y,u,A) =0
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Sei nun Jy eine beliebige zuldssige Richung, wegen (y + dy) (0) = yo muss also folglich
0y (0) = 0 gelten.

!
(VyLs0y) 2o,y = M — [ (y + pdy, u, A) = L (y,u, A)] =

1

. «@ 2 B 2
= lim [5 |y + sy — Yall 207y + 5 ly (T) + 86y (T) — yrlrz0m)

T . a ,
+/ <?)+S5y—f(y+85y,u)>)\dt—§||y—yd||
0
B [T
=5 [y (T) = yrl —/ (y—f(y,u))/\dt] =
9
=i |2 8y + 325 (0 s )y + 55 oy (D)
B

+ 525 (y (1) —yr) oy (T)

+ /OT (say — [ (y,u) - g—g (y,u) (sdy) + O (52)) Adt
[ s at] =

= a (Y = Ya, 69) 120y + B (y (T) — yr) 5y (T)

T . af B
—I—/O (5y— o (y,w) 5y) At =

part. Int. T : af
= / —/\—a—(y7u)/\+04(y—yd) dydt
0 )

dy(0)=0
|
+ (B (T) —yr) + A(T)) 6y (T) =0
Da dies fiir alle zulassigen du gelten soll, folgt

_x_g_;“(y,uma(y—y@zo,A<T>+ﬁ<y<T>—yT>=

ou sei beliebige Storung. Es muss gelten:

T
S lullen — [ F )] =

= v (U, 0u) p2 1) + o (y,u) ) durdt =

4 0
:/0 <yu—a—£(y,u))\) dudt =0

(In diesem Falle sind alle du zuléssig). Also muss

of
vu — %(y,u))\ =0

Seite 175



gelten. Fiir beliebiges 0\ muss V£ die Gleichung

1
(VAL, 5>‘>L2 o,1) = hI% S (L (y,u, A+ s0A) = L(y,u, \)) =

T
~ [ G- sww)are=o
0
erfiillen. Somit ergibt sich folgendes Optimalitéatssystem:

y:f(yau)v y(o):yo

_x_g_g@,un—a(y—yd), MT) = =B (y(T) — yr)
yu—g(y, u)A=0

Beispiel 3.4.19:

Abschlieflend soll noch das Problem

;

. 1 2 v 2
minJ (y,u), J(y,u) = ) |y — l/dHL2(0,T) + 9 HU”L2(0,T)

w.d. Nb. { y(0)=0
y(T)=0

\

betrachtet werden, bei dem die Nebenbedingung eine DGL. 2 Ordnung ist. Die zugehotrige
Lagrangefunktion lautet

1 2 v 2 T ..
L) = 5 = sl + 5 Il + [ ()

Analog zu obigen Beispielen ergibt sich aus

(VAL (1 A) ,6A) 20,7 = lim E(y,u,AJrsé;\) — L(yu\) _

T
=/ (y+u)dAdt =0 VoA
0

die Bedingung
Vi L(y,u,\) =4+ u=0.
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Sei dy zuldssige Storung, d. h. es gilt 0y(0) = dy(T') = 0. Es muss

3 L +857u7)\ —L ,u,)\
<Vy£(y7 u, )\), 5y>L2(0,T) = lim (y Y ) (y ) _

s—0 S

s—0 8§

1 /1 T
= lim — (528 (W = Y4 59) 20,y + 5 10y 720y + /0 SéyAdt) -
T .
= <y — Ya, 5y>L2(0,T) + / 5y)\dt =
0
part. Int. . T T L
=Y~ Ya,0) ooy + 6yA]O — [ sjhdt =
0
part. Int. . T T T .
= Y= ¥Ya,0Y) 1201 T 6y)\’0 - 5y)\‘0 + [ SyAdt =
0
. . T .
— (= v}y + (S (T)NT) =Sy @A) + [ ayhae =0

0

gelten. Hieraus folgt die Bedingung

y—ya+X=0, (Sy(M)AT)=0oy(0)A(0)) =0

3.4.7 Algorithmus zur Losung optimaler Steurungsprobleme

Gegeben sei das Problem

min J(y, ), J(y, u) = /0 I, y(8), u(t))dt
u. d. Nb. y = f(yau)a y(O) =Y

Y

wobei J stetig differenzierbar sei. Ferner existiere zu jedem u ein eindeutiges y(u) mit (u) =
F(y(u), ) und y(u)(0) = yo. Das reduzierte Funktional J(u) := J(y(u),y) sei ferner konvex.
(Somit existiert eine eindeutige Losung). Der folgende Algorithmus, dhnlich der Gradienten-
Projektion aus [28], greift auf folgende Subroutinen zurtick, welche alle als Input die/eine Steue-
rung v erhalten:

GB (Gradient berechnen): Berechnet zu gegebener Kontrolle u den Gradienten des reduzierten

Funktionals, V.J(u) = V.J(y(u), u) wie folgt:

1) Vorwirtslosung von {y(t) = f(ty(0), u(?)) (— Methoden s. Kapitel [1.11

y(0) =yo
A =Gt y(t), w)A = 5 (ty(t), u(t)
2) Riickwértslosung von oy I ay\ I\D
MNT)=0
3) Zusammensetzen: V.J(u) = —g—i)\ + %

LS (Line search/Backtracking): Berechnet zu gegebener Kontrolle u° eine bessere Kontroll-
funktion wie folgt:

1) Berechnung von @ = uf~' — a*V.J(uF~1), wobei a* > 0 am Anfang den Wert oy hat.
2) Berechnung der Losung ¢ des AWPs

{y,:f@?y:ﬂ)

Z/(O) =1%o
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3) Berechnung von J(g, @)

. . 2
4) Vergleich: Ist J(g,a) < J(ukF~1) — 5HVJ(uk_1)‘ ;0 € (0,1), so ist o* jgut’ —

Als neue Kontrolle wird u* = @ genommen. Gilt die Ungleichung nicht, werden die
Schritte 1-4 wiederholt, jedoch mit kleinerem o (z. B. a—; oder of3, 8 € (0,1)).
(Diese Bedingung nennt man Armijo-Regel. Andere Bedingungen fiihren evtl. zu

einer hoheren Genauigkeit, sind aber u. U. aufwendiger zu berechnen.)

Der eigentliche Algorithmus lautet wie folgt:

Input: u’=u’(t) auf Gitter

GB — VJ(u0)

Optimierungsschleife: for k=1,... ke

1. LS —a”

2. ub=uF—aVJ (uh)

3. GB — VJ(uk)

4. if HVj(uk)H <e stop %e>0: Fehlertoleranz

else goto 1

Bemerkung 3.4.20:

a)

b)

Obiger Algorithmus ist nur eine mogliche Grobstruktur fir die generelle Losung optima-
ler Steuerungsprobleme. Bei der tatsachlichen Implementierung sind durch aus Verbesse-
rungen moglich. So ist es beispielsweise sinnvoll, sobald man zu einer Kontrollfunktion
den zugehorigen Zustand berechnet hat, diesen zwischenzuspeichern, anstatt thn in jedem
Schritt neu zu berechnen (— erspart Rechenzeit). Arbeitet man ferner mit Programmen,
die Verweise auf Funktionen und Routinen als Funktionsparameter akzeptieren (wie z. B.
MATLAB), kann man auch Zielfunktional und Gradient als Parameter tibergeben. Auf
diese Weise ist der Algorithmus fiir weitere Optimierungsprobleme mit anderen Bedin-
gungen wiederverwendbar.

Zur Rickwartslosung: Gegeben sei das Problem

—A(t) =gty (), u(t) A+b(t)
AT)=0

sowie die Gitterschrittweite h = % Zur Losung kann man beispielsweise expliziten,
An = Ano1 + A (g1, Yn—1, u(tn-1)) An—1 + b(tn-1))
oder impliziten Euler,
An = A1 + (g (tn, Yn, w (80)) An + b(tn))

anwenden. Da bei der Rickwdrtslosung jedoch aus X\, \,_1 berechnet wird, ist in diesem
Zusammenhang der implizite FEuler ein explizites Verfahren, der explizite hingegen ein
implizites. Als Startknoten dient hierbei ty =T mit Ay = 0.

In Anhang befindet sich eine maogliche Implementierung des obigen Gradientenver-
fahrens, welches die Linesearch mittels der sogenannten Armijo-Regel durchfihrt (dies
ist die oben beschriebene). Des Weiteren befindet sich im Anhang auch ein Testskript fir
das Problem

min J(y,u) = /0 y(t)? + u(t)?dt

u. d. Nb. y =y + 2, y(0) =1

(3.4.28)
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An diesem wird auch die Wichtigkeit der Iterationsbeschrinkung wichtig: Die berechnete
Lésung erfillt nicht das Abbruchkriterium. Grund hierfiir ist, dass sowohl bei der Berech-
nung des Integrals als auch bei der Losung der Differentialgleichungen nur approzimative
Lésungen berechnet werden. Da als Schrittweite h = 1—10 dient und nur die Eulerverfahren
verwendet werden, kann die gewiinschte Genauigkeit nicht erreicht werden. Andererseits
wiirde eine zu geringe Genauigkeit evtl. dazufiihren, dass der Algorithmus zu friih abbricht.

3.4.8 Abschliefsende Bemerkungen und Ausblicke

In Kapitel wurden optimale Steuerungsprobleme, je nach Form, in folgende Klassen ein-
geteilt:

e Opt.-Strg.-Problem in Lagrange-Form:

b
min/ L(t,y(t),u(t))dt

u. d. Nb. ¢ = f(y,u),y(a) =y,

e Opt.-Strg.-Problem in Bolza-Form:

b
min J(y, u), J(y,u) = ¢(a,y(a),b,y(b)) +/ (L, 2(t),u(t))dt
u. d. Nb. g = f(y,u),y(a) = ya

e Opt.-Strg.-Problem in Meyer-Form:

min J(y,u), J(y,u) = p(a,y(a), b, y(b))
w. d. Nb. @ = f(y,u), y(a) = ya

Stattdessen lassen sich optimale Steuerungsprobleme jedoch auch hinsichtlich der Art der Kon-

trollvorschrift unterscheiden:

e Open-Loop:
u(t) = w(t, to, y(to))

In diesem Falle hangt die Kontrollfunktion neben der Zeit nur von den Anfangsbedingun-
gen ab. Dies entspricht einer Situation, in der die Kontrolle nach dem Zeitpunkt ¢y keine
Riickmeldung iiber den Zustand erhélt, eine Anpassung der Kontrolle ist in diesem Falle
nicht mehr moglich.

Steuerung Prozess

Nﬂ’en ab

e Closed-Loop:
u(t) = w(t, y(t))
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In diesem Falle hangt der Wert der Kontrollfunktion vom jeweils aktuellen Zustand ab.
Dies entspricht einer Situation, in der durch standige Riickmeldungen iiber den Zustand
die Kontrolle nachjustiert werden kann.

Steuerung Prozess

Daneben existiert das Konzept des reduzierten Gradienten auch fiir endlich-dimensionale Op-
timierungsprobleme. Hat man ein Problem der Form

{ min f(z)
u. d. Nb. e(z) =0

gegeben, wobei x aus R™ und die zuléssige Menge Z = {x € V|e(x) = 0} ist, so kann fiir n > 1
x auch als Tupel (y,u) mit y € R”™ und v € R"™™ fiir ein m < n aufgefasst werden:

{ min f(y, u)

u. d. Nb. e(y,u) =0 (3.4.29)

Erfiillt e nun beispielsweise die Voraussetzungen des [Satzes tiber implizite Funktionen| so kann
man y nach u auflosen.

Beispiel 3.4.21:

Sein=3und m =2, d. h. x € R3, y € R? und u € R. Die Nebenbedingung sei gegeben
durch

11 + X9 + azryz = b1

asT1 + asrz + agrz = by
mit z = (y,u) also

a1y + a2y + azu = by
asyr + asyz + agu = by

Hieraus ergibt sich

a1y + agys = by — asu

asyr + asys = by — agu
Qy
~1
Y1) _ |G a2 _ b1 —asu
Y2 as as by —agu /)’

(zl) kann also als Funktion von u geschrieben werden.
2

Existiert die Inverse von (a1 32), gilt folglich
5

In diesem Falle geniigt es, das reduzierte Optimierungsproblem

min f(u)
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mit reduziertem Funktional f(u) = f(p(u),u) zu betrachten. Der Satz iiber implizite Funktio-
nen sagt jedoch nicht nur etwas iiber die lokale Auflésbarkeit der Funktion y nach u in einer
Umgebung eines Punktes (yo, ug) aus, sondern auch tiber die Differenzierbarkeit der Abbildung
u— y. Es gilt:

pult) = —¢, (p(u),u) " ey (p(u), u)

Aus der Optimalititsbedingung 1. Ordnung, V, f (u) = 0, ergibt sich

0= fu(u) = fulp(u),u) = f, (o (u) ,u) - pu (1) + fu (i (u) , )
= —fy (¢ (u) ;1) - [ey (9 (w) ,u)] " - eu (0 () ,0) + fu (0 (u) ,w)

Setzt man

W), u) ey (p (u) w)] ]"
== [Vye (e (), w] " Vo f (o (), u)"

>
I
I
<
s
=

so folgt )
0= fu(u)=Ae, (¢ (u),u) + fu(p(u),u).

Dies entspricht der oben eingefiihrten adjungierten Gleichung. Das entsprechende Optimalitats-
system lautet dann:

e Zustandsgleichung: e (y,u) =0
e Adjungierte Gleichung: Ve (y,u) A = =V, f (y, u)
e Optimalititsbedingung: \Te, (¢ (u),u) + fu (p (u),u) =

Gilt hierbei
Vuf(u)=0

fiir ein u, so existiert eine Losung zu

e(y,u) =0
(vye <y7 u))T A=— (vyf (y7 u))T
Vuf (y7 ’LL) - /\T'vu6 (y7 U) =0

Umgekehrt gilt fiir eine Losung (y, u, A) von letzterem V,, f (u) = 0. Analog wie den vorherigen
Kapitel lautet die Lagrangefunktion:

L(y,u,A) = f(y,u) + Ae(y,u)
Fiir diese gilt:

V)\ﬁ (y7 u, )‘> =e (y7 U)

vy‘C (y7 u, )‘> = vyf (y? u) + vye (y, u) )‘7

VL (y,u, A) = Vo f (y,u) + Ve (y,u) A
womit sich das Optimalitéitssystem erneut in der kompakten Form

VL(y,u,\) =0

angeben lisst. Sind f und e C?-Funktionen, so muss in einer lokalen Minimalstelle, die regulérer
Punkt ist, gemif Satz [3.1.30 die Hessematrix V2 _L(z) positiv definit auf der Tangentialebene
von h in ebendiesem Punkt sein. Hier ist nun h = e, die Tangentialebene gegeben durch

M = {(6y, 0u) [Vye(y,w) 6y + Vye(y — u)"éu = 0}
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und die entsprechende Hessematrix ist

Vi {v;yc vgmz}

Vi Vil

Die Optimalitatsbedingung zweiter Ordnung ist folglich

ViL VL) (o
(6y" ou”) {vgyﬁ V%uﬁ] <5Z> >0V (y,u) e M
uy uu

Aus der linearisierten Gleichungsnebenbedingung V,e(y, u)” 6y + V,e(y, u)Tdu = 0 folgt wegen
der Invertierbarkeit von V,e(y,u)” = e,(y,u) die Gleichung

0y = — (Vye (y,u) ™" (Vae (y,u)" bu

und somit

(ZZ) _ {— (Ve () " (Ve uﬂ su.

Folglich gilt

V2L Vip )
by o0) [ty ] (1) -

ou” <[— (Ve (y,u)) - (Vye (y,u)) ™' 1] [g%ﬁ g%’;ﬂ [_ (Vye (y’u)>_IT (Vue (y’u))TD du

Die Matrix

[~ (Vue (g, w) - (Fye (y,)) ™" 1] {gﬁ %ﬂ {— (Ve ) <vue<y,u>>}

heillt reduzierte Hessematriz.
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4 Inverse Probleme mit gewohnlichen
Differentialgleichungen

In diesem kurzem Kapitel sollen die Formulierung und Losung inverser Probleme mit gewohnli-
chen Differentialgleichungen etwas genauer untersucht werden. Zu diesem Zwecke soll folgendes
Cauchy-Problem mit linearer Differentialgleichung betrachtet werden:

(@) = p(@)y() + o), € ol o
yla) =0
p und ¢ seien hierbei stetig im Intervall I = [a, b].
Wie aus Kapitel [1.1] bekannt, ist die Losung von (4.0.1)) durch
y(x) = ela P(@)d / q(s)e‘fasp(t)dtds, z € [a,b] (4.0.2)

gegeben. Die Losung kann hierbei als Operator K betrachten, welcher die problemspezi-
fischen Daten einschlieklich p, ¢ € C(I) auf die entsprechende Funktion y € C*(I) abbildet. K
ist hierbei linear in ¢, jedoch nicht in p. Die Anwendung des Operators auf gegebene Daten, um
den Zustand y des Systems zu erhalten, wird als direktes Problem bezeichnet. Unter einem
inversen Problem ist in gewisser Weise die Umkehrung des Ganzen zu verstehen: Ausgehend
von dem (durch Beobachung, Messung oderAhnliChem) bekannten Zustand y sollen die pro-
blemspezifischen Daten p und ¢ ermittelt werden.

Im Folgenden soll der Fall betrachtet werden, in dem p gegeben ist. Der betrachtete, verein-
fachte Operator sei K genannt, er ist durch K¢ .= K (p, q) gegeben und linear. Geméfs dem Satz
von Arcela-Ascoli ist K ein kompakter Operator auf einem unendlich-dimensionalem Raum (in
diesem Falle C'(I)). Dies hat schwerwiegende Konsequenzen: Wére im Falle, dass K eineindeu-
tig ist, die inverse K~ ! stetig (und somit beschrinkt), wire auch die Verkettung K 'K = I
kompakt. Die Identitat ist fiir unendlich-dimensionale Rdume jedoch nie kompakt. Folglich
kann K ! nicht stetig sein. Diese Unstetigkeit der Inversen stellt die Hauptschwierigkeit bei
der Losung inverser Probleme dar: Bei Stetigkeit hdtte man eine Art ,Garantie”, dass man fast
die exakte Losung hat, wenn die in der Regel vorliegende Storung der Daten hinreichend klein
ist. Bei Unstetigkeit sind Spriinge moglich, selbst bei kleinsten Storungen kénnen die zu den
gestorten Daten gehorigen Parameter weit entfernt von den eigentlichen liegen.

Zur Veranschaulichung dieser Ergebnisse sei das einfachste Cauchy-Problem,

y'(z) = q(x) (4.0.3)
yla) =0
mit ¢ € C(R) und ¢(z) =0, Vo € R\ [a, b], gegeben. Die Losung von (4.0.3)) ist
y(x) = / q(s)ds, x € |a,b]. (4.0.4)

Eine alternative Darstellung des Problems K¢ = y ist mithilfe der sogenannten Heaviside-

. - . . 1, >0 . C o .
Funktion moglich. Diese ist durch H(x) = {0, + <0 definiert, die Losung (4.0.4)) kann somit
durch

y(x) = /RH(:L‘ —5)q(s)ds, x € [a,b] (4.0.5)
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dargestellt werden. Nun soll die Losung dieses inversen Problems untersucht werden. Die inverse
Abbildung K~ erhélt man durch Differentiation von (4.0.5)) (oder (4.0.4])). Da g stetig ist, gilt

g=Kly=1y

Es soll gezeigt werden, dass Inverse K ! der linearen Abbildung K : C(I) — C(I) tatsichlich
unstetig ist, wobei C'(/) mit der Norm || f||, = maﬁ |f(2)] ist. ((C(1),|||lo) ist Banachraum.)

z€la

Offensichtlich ist K stetig: Es gilt | [ f(z)dz| < [7[|fllcds < (b — a) || f||, somit existiert
eine Konstante M > 0 mit |Kf|, < M| f|| fiir alle f € C(I). (In unendlich dimensionalen
Réaumen ist eine lineare Abbildung genau dann stetig, wenn sie auf derartige Weise beschrankt
ist.) Um zu zeigen, dass K ! nicht stetig ist, sei die durch

L.
ye(z) = N sin (kx)

definierte Funktionenfolge (yx) gegeben. Fiir die Ableitung von y; im Punkt x folgt somit
yi(r) = Vkcos (k). Somit gilt [yl < \/LE Wihlt man nun ko € N so, dass kg > 2= gilt,
so nehmen aufgrund der Periodizitét sin(kz) und cos(kx) jeden Wert aus [—1, 1] mindestens
einmal an, es folgt

1 :
lyelle === sowie |lghlle = VE

fiir k > ko. Hieraus folgt [|yx|| — 0 und [ly3]| — oo fiir k — co. Fiir die Stetigkeit von K~
wire jedoch die Existenz einer Konstanten M > 0 notwendig, sodass |[K'f||, < M || f]| fir
alle f € C(I), insbesondere fiir die yy, gilt. Da dies nicht moglich ist, ist K~! unstetig.

Bemerkung: Die Unstetigkeit bleibt auch im Falle des Wechsels zur L*-Norm, gegeben durch

b 3
Hmp@@z(/|ﬂwﬁﬁﬁ.

erhalten. Betrachtet man hingegen K als Operator C*(I) — C(I) mit Banachraum (C*(I), |||l o),
1 fller = max |f(z)] + max |f/ ()], so ist K=' durchaus stetig.
Te zE

Nun soll der Fall betrachtet werden, bei dem ¢ bekannt (im Folgenden exemplarisch ¢ = 0)
und p die zu bestimmende Funktion ist. (Auch bekannt als Parameteridentifikationsproblem.)
Hierzu sei das Anfangswertproblem

y'(z) = p(z)y(z)
y(a) = yo
gegeben. Die aus Kapitel bekannte Losung vereinfacht sich in diesem Falle auf

y(x) = o - ela PO

Ist p(x) = po konstant, wird dies zu y(z) = yo - €%,z € [a,b]. Angenommen, man habe
eine Messung von y zu einem Punkt zy € (a,b) mit Wert § = y (x). Hieraus ergibt sich

1 ]
bo = log | —
To —a Yo

Folglich kénnen kleine Stérungen von % (z. B. durch Messfehler) groke Anderungen von p,
herbeifiihren, insbesondere wenn xy nahe bei a ist.
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Nun sei hingegen angenommen, dass p nicht konstant ist, jedoch die Form p(z) = po(z) —
o(x), = € [a,b] hat, wobei supp ¢ C (a1,b1) C [a,b] und fabgp(x)dx = 0 gilt. Die Losung des
entsprechenden Cauchy-Problems ist durch

y(x) = yoeda @) +e(0)dt oy )

gegeben. Aus den Voraussetzungen geht hervor, dass fiir a < x < ay oder b; < x < b die Losung

gleich yoefa po(t)dt it Folglich kann ¢ nicht durch Messungen in diesen Intervallen bestimmt
werden.

Betrachtet werden soll das Randwertproblem

{ —¥(z) = q(e), (4.0.6)

mit ¢ € C ([0, 1]).

Das inverse Problem besteht in der Bestimmung von ¢ durch Messungen von y (inverse
source problem). Es hat jedoch méoglicherweise eine nicht eindeutige Losung. Wéhlt man ein
beliebiges ¢ € C§° (0, 1) mit supp ¢ C (a,b) C [0,1] und definiert G(z) = —¢”(z), dann zeigt
Nachrechnen, dass

/0 Gz, 2)i(z)dz = p(2)

mit Greenscher Funktion G gilt. Folglich ist das Integral 0 auferhalb des Tragers von ¢, also
in [0,1]\ (a,b) , fiir jedes ¢ mit supp ¢ C (a, b). Dies zeigt die Nichteindeutigkeit des zu
gehorigen Problems.

Wie dargelegt, kann ein inverses Problem also eine eindeutige Losung haben oder nicht, ab-
hiingig von der Teilmenge von beispielsweise R?, auf der der Zustand des Systems gemessen
wird. Ebenfalls ersichtlich wurde, dass die Inverse von K (u. U.) stetig wird, wenn man die
Menge, in der die Losung gesucht wird, einschréinkt.

Satz 4.0.1:

Seien X,Y normierte lineare Rdume. Wenn K : D(K) — Y (D(K) C X) ein stetiger,
bijektiver Operator und C' C D(K) eine kompakte Menge. Dann ist die Inverse der Ein-
schrinkung auf diese Menge, (K|.)~"' stetig invertierbar.

Beweis: K ist stetig, also ist K(C) kompakt. Fiir eine in C' offene Teilmenge A C C' ist das
Komplement A® = C'\ A abgeschlossen, folglich ebenfalls kompakt. Damit ist auch K(A®)
kompakt, also abgeschlossen. Da K ist bijektiv ist, ist dies insbesondere die Einschriankung auf
C, womit K(A%) = K(C)\ K(A) gilt. Somit ist K (A) als Komplement einer abgeschlossenen
Menge offen. Aufgrund der Beliebigkeit der (in C') offenen Teilmenge sind die Urbilder offener
Mengen der Abbildung (K|.)~" offen. Dies impliziert Stetigkeit. O

Seien nun K : H; — H, ein beschriankter, linearer Operator, Hy, Hy reelle Hilbertraume.
Betrachtet man nun die Abbildung
Kq=uy, (4.0.7)

so existiert eine Losung, sofern y € R(K) gilt. Jedoch ist R(K) im Allgemeinen ein Unter-
raum von Hs, welcher Hy nicht vollkommen ausfiillt. Um diese Einschriankung zu iiberwinden,
erweitert man die Klasse der Funktionen y, fiir die eine Art verallgemeinerte Losung existiert,
auf einen dichten Teilraum von H,. Dies kann durch die sogenannte Methode der kleinsten
Quadrate (engl. least-squares) erreicht werden. Eine Funktion ¢ € H; ist eine Losung der
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kleinsten Quadrate zu (4.0.7), wenn sie der Gleichung
|Kq—y| =inf {||[Ku—y| :ue H} (4.0.8)

geniigt. Eine solche Losung existiert, wenn y € R(K) + R(K)* gilt, was dicht in Hy liegt.

Bezeichnet man mit P die orthogonale Projektion von Hy auf R(K), dann geniigt die Losung

q von (4.0.8) Kq = Py sowie
Kq—yeR(K)* (4.0.9)

Der Hilbertraum-adjungierte Operator von K, K* : Hy — H;, ist mittels

(Kf. 9 g, = K9y, . Vfe€H,g€eH

definiert. Fiir diesen kann gezeigt werden, dass der Nullraum N (K*) gleich dem orthogonalen
Komplement des Bildes von K, R(K)*, ist. Aus folgt nun wegen (Kq—vy, Kf) =
OVK f € R(K)

K*Kq= K~"y.

Aus dieser Gleichung, auch (Gauflsche) Normalengleichung genannt, wird ersichtlich, dass
eine eindeutige Losung der Methode der kleinsten Quadrate genau dann existiert, wenn

N(K*K) = {0}

gilt. Ist dies nicht erfiillt, wihlt man im allgemeinen die (eindeutige) Losung von mit
kleinster Norm als verallgemeinerte Losung von . Dies fiihrt auf die Definition der Moore-
Penrose-Inversen beziehungsweise verallgemeinerten Inversen von K, kurz mit Kt be-
zeichnet. Da der selbstadjungierte, kompakte Operator K* K nichtnegative Eigenwerte hat, hat
der Operator

K'K +al, a>0

(I Identitdt auf H;) strikt positive Eigenwerte und eine beschriankte Inverse. Das Problem
(K*K +al)q, = K*y
ist daher korrekt gestellt, seine Losung durch
Go = (K*K + o) ' K*y (4.0.10)
gegeben. ¢, heikt Thikonov-Approximation von K'y. Fiir diese lisst sich
lim [Jgo = Ky[| = 0
zeigen.

In der Praxis liefern Messungen von y keine exakten, sondern gestoérte Daten y°, wobei man im
glinstigen Falle einen Fehlerschatzer der Form

ly=yl <o
hat. Ferner erhélt man die zugehorige Thikonov-Approximation
¢ = (K"K +al) ' K™y

Unter Verwendung der Abschitzungen HKK* (K*K + OJ)AH <1 und H(K*K + a[)le < é
ergibt sich

4 = ¢a]| <

Bk
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Diese Abschétzung zeigt, dass der Regularisierungsparameter o in Abhéngigkeit vom Stérpegel
0 gewahlt werden sollte, das heifst @ = (). Die Forderung qg( 5 KTy fiir § — 0 fiihrt ferner
auf die Bedingung
52
a(d)

Eine Wahl der Form o = ¢§® mit 0 < 8 < 2,¢ > 0 ist daher geeignet.
Die Thikonov-Regularisierung hat eine sehr wichtige Interpretation im Sinne der Variations-
rechnung: Betrachtet man das Funktional

— 0, 0 — 0.

Jola) = [ Kq = o*|" + allg]*, (4.0.11)
so ist dieses konvex und differenzierbar, der zugehdrige Gradient lautet
Viloalq) = (K'K +al)q — K*y°.
Der eindeutige Minimierer von (4.0.11]), charakterisiert durch V,.J,(q) = 0, ist folglich
¢h = (K"K +al)" Ky,

dies ist die Thikonov-Approximation aus (4.0.10)).
Das Problem min J,(¢) mit J, aus (4.0.11)) kann auch &quivalent in der Form
q

) 2
min Jo(y,9), Ja(y,0) = ||y = °|” + allq]® (4.0.12)
u. d. Nb. y = Kgq

angegeben werden. (Die Nebenbedingung K¢ = y ist ferner dquivalent zu der Forderung, dass
die Losung (y, q) die K entsprechende Differentialgleichung 16st.)

Die Formulierung in (4.0.12)) wird auch im Falle eines nichtlinearen Operators K angewandst.
Dieses sogenannte regularisierte Least-Squares-Problem (englisch auch Penalized Least
Squares Problem) ist wie folgt formuliert:

min || K(q) — °||° + o ||q|®

Alternativ kann - vorausgesetzt, K ist Fréchet-differenzierbar - auch eine Startnéherung g
sowie die entsprechende Linearisierung

K(qo+dq) = K(qo) + 0K (q0)dq + (g0, q)

mit ||7(qo, 9q)|| = o(||0g||) betrachtet werden. Sei nun K(qo) = yo und K(qo + dq) = 3°. Dies
fithrt auf die lineare Gleichung

3K(CI0)5CI = ya — Yo-

Diese Gleichung ist im Allgemeinen schlecht gestellt, folglich ist die Tikhonov-Regularisierung
zur Losung des Problems ratsam. Dies fiihrt auf

(0K (q0)* 0K (qo) + I ) 6qa = OK (q0)* (4° — o)

Die Losung dq, wird zur Aktualisierung von g verwendet, das heifst eine bessere Approximation
mittels ¢ = qo + dq, berechnet. Dies ist das Levenberg-Marquardt- Verfahren und die
Linearisierungsstrategie heifst output least squares.

Bemerkung: Der obige ,Algorithmus arbeitet formal mit ganzen Funktionen als Eingabewer-
te. In der Prazis muss man diese jedoch diskretisieren, was naturgemdf zu Abweichungen fihrt,

vor allem bei der numerischen Losung der Differentialgleichung, je nachdem, welche Methode
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verwendet wird. Fine mdgliche Implementierung des Levenberg-Marquardt-Verfahrens befindet
sich in Anhang @ Dort ist auch ein Testskript fir das Problem

y(x)=e™
y(0) =1
mit p = —% zu finden. Wie gehabt gilt es, dieses p aus gestérten Daten zu rekonstruieren. Die

Storung der Daten wird durch die Multiplikation der exzakten Lésung mit (141) erreicht, wobeir
eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert O und Varianz gemdjf$ dem angegebenen
Storlevel noise ist.

Fiir einen abschliefsenden Vergleich der in diesem Kapitel vorgestellten Konzepte sei erneut
das einfachste Cauchy-Problem

)

{y’(rc) — g(l‘), v e (0,1) (4.0.13)

gegeben, wobei ¢ eine auf [0, 1] stetige Funktion mit ¢(z) = 0 fiir z € R\ [0, 1] sei. Wie bereits
erwahnt, kann die Losung zu (4.0.13)) in der Form y = K¢ mittels

y(x) = /Off q(s)ds, x € (0,1)

oder dquivalent
_ / Hiz — $)g(s)ds, € (0,1) (4.0.14)
R

geschrieben werden. (4.0.14]) lasst sich wie folgt in eine allgemeine Form bringen: Sei hierzu der
Operator K : H; — H,, welcher auf den Hilbertriumen H, = H, = L? (0, 1) operiert, mittels

(Kq)(x) = / Bz, Oq(t)dt

mit k € L? ((0,1) x (0,1)) definiert. (Ein Operator dieser Gestalt wird auch als Fredholmscher
Integraloperator bezeichnet.) Der Hilbertraum-adjungierte Operator ist dann mittels

(K7 g) (1) = / Kz, Dg(x)de, g e C([0,1])

gegeben. Im speziellen Fall (4.0.14]) lautet dieser folglich

— /RH(x —s)g(z)dz, g¢g(x)=0,2 € R\ (0,1)

Dies ist wiederum &dquivalent zu

(K*g)(s) = / g(x)dz, s€(0,1).

Ferner gilt

R(K) = {y € L*(0,1), y € AC [0,1], 4 € L*(0,1), y(0) = 0}

R(K*) ={y € L*(0,1),y € AC[0,1], 4 € L*(0,1), y(1) = 0}
Wie bereits gezeigt, ist K ! unstetig in L?(0,1) und es gilt K~'y = y'. Gleicherweise gilt
(K*) K1y = —y.
Nun soll die Tikhonov-Approximation von ¢ betrachtet werden, welche durch die Losung von

(K"K +al)q, = K"y (4.0.15)
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gegeben ist. Wegen der Definition von R(K*) muss ¢ (1) = 0 sein. (K*)~" von links angewandt

auf (4.0.15) ergibt
Kgo+a(K) g =y, (4.0.16)

also
Kqo —aq, =y.

Hiermit folgt aus der Gestalt von R(K) und der Anfangsbedingung fiir y die Gleichung ¢/, (0) =
0. Wendet man nun die Inverse von K von links auf (4.0.16)) an, erhalt man

4a() — aql(x) = (). (4.0.17)

Die Losung dieses Randwertproblems mit Randbedingungen ¢,(1) = 0,4, (0) = 0 stellt die
Thikonov-Approximation von (4.0.13) dar, vorausgesetzt, y ist gegeben.

Das selbe Ergebnis erhilt man auch mit dem output least squares Ansatz: Sei y das Ergebnis
der Messung von y. Das Problem lautet

{ mo%n lly — @Hiz(m) + o ||CI||%2(0,1)
w d. N y(z) =q(z), »(0)=0

Das Optimalitdtssystem, welches die zugehorige Losung charakterisiert, ist durch

y'(x) =q(x),  y(0)=0
—N(z) = =2(y(z) —y(z)), A1) =0
2aq(z) — Mx) =0

gegeben. Substituiert man nun A(z) in der adjungierten Gleichung durch 2aq(z) und differen-
ziert anschlieffend, fiihrt dies auf

—aq"(z) = = (¥'(z) — ¥ (x)) .

Die Ersetzung von /'(x) durch ¢(x) liefert schlieflich
q(z) — aq"(z) = y(z),
was ([4.0.17)) entspricht.
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5 Einfilhrung in die Stochastischen
Differentialgleichungen

Dieses Kapitel soll einen kurzen Einblick in stochastische Differentialgleichungen (kurz: SDE)
gewahren. Der Einfachheit halber wird hierbei jedoch auf eine detaillierte Ausarbeitung der
theoretischen Grundlagen verzichtet und, der diesem Kapitel zugrundeliegenden Priméarquelle
[31] folgend, vor allem die numerische Behandlung solcher Gleichungen betrachtet.

Zum Einsteig sei folgendes Beispiel gegeben:

Beispiel 5.0.1 (random walk):

Betrachtet wird ein betrunkener Mann, welcher nach einer durchzechten Nacht in einer
Weinstube ebendiese verldasst und nach Hause geht. Infolge der Trunkenheit schwankt der
Mann mit jedem Schritt nach vorne zeitgleich nach links oder rechts. Dieses Schwanken
soll nun modelliert werden. Hierzu sei At die fiir einen Schritt benotigte Zeiteinheit sei.
Ferner sei Az > 0 die Grofe einer Schwankbewegung. Schwankt der Mann nach links, so
entspricht dies einer Ortsdnderung von — Az, schwankt er nach rechts, ist die Ortsénderung
+Az.Ahnlich wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen (vgl. Kapitel |1 besteht hier die
Aufgabe darin, die Ortskurve aus Informationen iiber die Ortsénderung zu rekonstruieren,
jedoch mit einem gravierenden Unterschied: War bei gewthnlichen Differentialgleichungen
die Ortsénderung & allein durch den aktuellen Ort x und/oder die aktuelle Zeit ¢ bestimmt,
hingt dieseAnderung hier aufgrund der durch die Trunkenheit fehlenden Kontrolle vom Zu-
fall ab.

Die Wahrscheinlichkeit fiir

e einen Schlenker nach rechts sei p > 0.
e einen Schlenker nach links sei ¢ > 0.

Die beiden Wahrscheinlichkeiten miissen hierbei p+¢ < 1 erfiillen. (Ein Modell mit p+¢ < 1
beinhaltet die Moglichkeit, dass der Mann einen ,geraden Schritt nach vorne schafft.) Fiir
J =0,1,... sei s; der Ort des Mannes zum Zeitpunkt ¢; = jAt mit sy = 0. Der Ort zum
Zeitpunkt ¢, ist durch den Ort s; sowie der Ortsénderung zu diesem Zeitpunkt z;,, mittels

Sj+1 = 55 + Zj+1

bestimmt. Induktiv ergibt sich:
n n
Sp = 80+ZZ]' = ZZ]'
j=1 j=1

DieAnderung z; ist, wie beschrieben, eine Zufallsvariable, es gilt

z; € {+Ax, — Az}
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Abbildung linkes: Zwei mogliche We-
ge des torkelnden Mannes. Mé6chte
man nur Informationen iiber die mog-
lichen erreichten Orte zu einem End-
zeitpunkt ¢, haben, so lasst sich dies
mit einem Histogramm verwirkli-
T A chen. In diesem trégt man die Anzahl
N 0 = 5 der Pfade, die in einem solchen Ort
mogliche Orte \ Az enden, gegen diese Orte auf.

Tur vom Sternback
In der Abbildung rechts ist ein solches
Histogramm fiir den Zeitpunkt tg so-
wie die Wahrscheinlichkeiten p = ¢ =
% dgrgestellt. Die griine Kurve ist die Anzahl Pfade
skalierte (!) Dichtefunktion der ent-
sprechenden Normal- oder Gauf3-
vertetlung, fiir feste Parameter ge- 71 lﬁ
geben durch

At{

1 _@=w?
e 202

fx) =

2ro

mit Parametern o und o > 0. Letztere
entsprechen hierbei dem Erwartungs- i I
wert beziehungsweise der Standard- 0
abweichung (s. u.). (Die Kurzschreib-

weise fiir eine Normalverteilung mit

Parametern p und o ist N(p, 0?)).

Bemerkung 5.0.2: Der Begriff Dichtefunktion rihrt daher, dass in der Stochastik die Wahr-
scheinlichkeit P eigentlich ein Maf ist. Die Wahrscheinlichkeit dass eine Zufallsvariable X
einen Wert < x annimmt, wird dann mittels P(X < z) = [ f(£)d¢ berechnet, wobei f die
Dichte des Mafes ist.

Beispiel (Fortsetzung):

In der Stochastik ist der Erwartungswert einer Zufallsvariablen X mit moglichen Werten
X;, j =1,...,N, welche jeweils mit Wahrscheinlichkeit P(X = X;) angenommen werden,

definiert durch
N

E(X)=> X;P(X = X))

Jj=1

Gilt p=¢q = %, so ist der Erwartungswert der Ortsénderung z; folglich

1 1
E(z) = §Ax + 5(—Aa:) = 0.

Der Ort des Mannes nach n Schritten kann ebenfalls als Zufallsvariable s betrachtet werden
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mit s, € {jAz|j = —n,—n+1,...,n}. Da der Erwartungswert linear ist, gilt

E(s,) =E (sz) :ZE(zj) = 0.

Dies lasst sich wie folgt interpretieren: Gemittelt iiber alle méglichen Orte, an denen der
Mann sich zum Zeitpunkt ¢,, befinden kann, ist er iiberhaupt nicht getorkelt.
Die Varianz einer Zufallsvariablen X ist definiert durch

Var (X) = E (X ~E(X))?),

sie erfiillt die Gleichung
Var (X) =E (X?) - (E(X))?.

Im vorliegenden Fall gilt also (E (s,) = 0)

Var (s,) = E (s7) = ZZE (2i25)

Da fiir i # j

1 11 1
E (z2j) = = - §AZL‘AZL’ + 3 iAx(—Am) + 3 (—Az)(—Az) =0

N | —

gilt, folgt mittels E (22) = LAz? + 1 (—Ax)?

Var (s,) = ZE (2)) =n- (Az)?

Im Gegensatz zum konstanten Erwartungswert steigt die Varianz im vorliegenden Fall linear
mit der Anzahl an Schritten. Die Standardabweichung einer Zufallsvariablen ist definiert

durch

o(X) =4/ Var (X),
und beschreibt die Starke der Streuung der Haufigkeiten um den Mittelwert. Im vorliegenden
Falle gilt o(s,) = v/nAz.
Gilt hingegen p # ¢ (z. B. p = %, q = %l), so fiihrt dies im Mittel zu einem Drift des
betrunkenen Mannes nach rechts, es gilt:

die (mittlere) Abweichung vom Ursprungsort steigt also linear mit der Zeit, es kommt zu
einem ,,Rechtsdrift“:

Seite 192



Abbildung 5.0.1: Verschiebung des Mittelwerts bei fortschreitender Zeit. Die
griinen Kurven sind die zugehorigen Dichtefunktionen der Ortsvariablen.
Fiir die Varianz folgt somit mittels

(A

A~ =

Var (s,) =E (s2) = (E(s.))" = ) > E (%) — o (4a)’ =
i=17=1
=STEE) 4 Y N E(az) - o (Ar) =
=
=n(Az)"+n(n— 1)2 (Az)? — nz (Az)? =
=-n (Ax)2

5.1 Brownsche Bewegung

Definition 5.1.1:

Eine skalare Standard Brownsche Bewegung iiber dem Intervall [0, 7], auch Standard
Wiener-Prozess genannt, ist eine zeitabhéngige Zufallsvariable W (t), welche stetig auf
[0, 7] ist und folgenden Bedingungen geniigt:

1. W(0) = 0 mit Wahrscheinlichkeit 1.

2. Fir 0 < s <t < T ist das Wiener-Inkrement W (t) — W(s) normalverteilt mit
Erwartungswert 0 und Varianz t — s, kurz W (t) — W(s) ~ v/t — sN(0,1).

3. Fir 0 < s <t <u < v < T sind die Inkremente W(t) — W(s) und W(v) — W(u)
stochastisch unabhéangig.
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Definition 5.1.2:

Eine skalare Brownsche Bewegung mit Drift u und Diffusionskonstante o2 > 0
tiber dem Intervall [0, T']ist eine zeitabhéngige Zufallsvariable W (t), welche stetig auf [0, T']
ist und folgenden Bedingungen geniigt:

1. W(0) = 0 mit Wahrscheinlichkeit 1.

2. Fir 0 < s <t <T ist das Wienerinkrement W (t) — W (s) normalverteilt mit Erwar-
tungswert u(t — s) und Varianz o?(t — s), kurz W (t) — W(s) ~ N (u(t — s), 0%(t — 5)).

3. Fir 0 < s <t <u < v < T sind die Inkremente W (t) — W(s) und W(v) — W(u)
stochastisch unabhéngig.

Bemerkung 5.1.3:  Obwohl eine Brownsche Bewegung auf [0,T] in jedem Punkt ty € [0,T]
stetig ist, ist sie in jedem dieser Punkte mit Wahrscheinlichkeit 1 nicht differenzierbar.

Zur numerischen Simulation ldsst sich eine Brownsche Bewegung wie folgt diskretisieren:
Fiir eine Anzahl N > 0 an Knotenpunkten sei 6t :— %.Ahnlich wie im |Einfiihrungsbeispiel| sei
t; = jot und W; = W (t;). Aus der ersten Bedingung ergibt sich W, = 0 (mit Wahrscheinlichkeit
1), aus den anderen beiden die Gleichung

W; =W,y +dW,, j =1,2,...,N,

wobei dWW; eine Zufallsvariable der Form VtN(0,1) ist. Das Ergebnis einer solchen Simulation
ist in Abbildung

1 5.5 , . , . . . . .
— Mittel iiber 1000 Pfade M,
5/~ - -5 einzelne Pfade \ Wy
4 ’
4.5¢ o \
vy
W ‘t" \
4l /_ W, A \"l‘f.l"4
0.5} p . o dﬂ
35 /! \d“\i ! \""\/'
| Ay
W(t) Ul(t),) .o YA
2.5+
0
2-
1.5}¢
27
1 \(v:r PATTAN -
-058 : 05 . ) . . . : . . :
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1
t t
(a) (b)

Abbildung 5.1.1

zu sehen. Der zugehorige Code befindet sich in Anhang [E.T] Selbstverstandlich l4sst sich eine
Brownsche Bewegung auch mit anderen Funktionen verkniipfen. So sind in Abbildung
fiir die Funktion

u(t) = exp (t + %W(t))

finf Pfade sowie das Mittel von 1000 Pfaden dargestellt. (Auch hier befindet sich der Code in
Anhang )
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Beispiel (Fortsetzung zum |[Einfiihrungsbeispiel)):

Wie bereits gesehen, kommt es bei P(z; = Az) > P(z; = —Axz) zu einem Drift. Der Drift
ist gegeben durch

die Diffusionskonstante durch

Es handelt sich hierbei folglich um eine diskretisierte Brownsche Bewegung mit Drift EX; )
und Diffusion V%(tzj).

Sei nun W (t) eine Brownsche Standardbewegung, X (), f(t, X (t)),o(t, X (t)) seien reellwer-
tige Funktionen. Eine stochastischen Differentialgleichung (kurz SDE) ist eine Differenti-
algleichung der Form

da(t) = f(t, X())dt + o(t, X (1)dW ().

(Die Bedeutung von dW(t) wird in den folgenden Kapiteln erklért). Eine Schreibweise in der
Form & = ... ist hierbei jedoch unzulédssig. In diesem Falle stiinde auf der rechten Seite d‘gt(t) , Was
jedoch der fast sicheren Nicht-Differenzierbarkeit widerspricht. Gilt hingegen o (¢, X (¢)) = 0, so
ist dies durchaus zuléssig, in diesem Falle entspricht die stochastische Differentialgleichung einer
gewohnlichen. Ahnlich wie bei diesen lassen sich auch bei stochastischen Differentialgleichungen
Anfangsbedingungen der Form X (0) = X stellen. Gilt ¢ # 0, so ist X(¢) fiir jedes t eine
Zufallsvariable. Ein Antwortproblem der Form

AX () = f(t, X(£))dt + o (t, X (£))dW ()
X(0) = X,

kann hierbei eine eindeutige Losung, aber dennoch mehrere verschiedene Trajektorien haben:

Der Begriff der Eindeutigkeit bezieht sich in diesem Kontext auf die Gesamtheit der Trajektorien
sowie ihren Wahrscheinlichkeiten.

5.2 Stochastische Integration

Ahnlich wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen lisst sich eine Losung X in Integralform
angeben:

X(t):Xo—|—/Otf(T,X(T))dT+/OtO'(T,X(T))dW(T), 0<t<T

Bei dem zweiten Integral handelt es sich um ein stochastisches Integral. In diesem Kapitel soll
ein kurzer Einblick in die Berechnung solcher Integrale gegeben werden.

Sei hierzu {tg,t1,...,tx} eine Zerlegung des Intervalls [0, 7], so dass to =0 <t; < ... <ty =T
gilt. Fiir eine Riemann-integrierbare Funktion h ldsst sich das Riemann-Integral fOT h(T)dr
bekanntlich mittels

T N-1
[ atriar = 3wt 1)
0 i=0
approximieren, genauer gilt:
N—1 N-1 T
li h(t;)(tjs1 —1t;) = li h(t;)(tjs1 —1t;) = h(r)d
fm S =)= S ) | nrsar
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Analog hierzu lésst sich die Summe

Z ht;) (W (tjer) — W(t;))

betrachten, welche als Approximation von fo (t)dW (t) betrachtet werden kann. Auf diese
Weise ist das Ito-Integral (benannt nach KlyOShl Ito, dem Begriinder der stochastischen Ana-
lysis) definiert:

Definition 5.2.1:

Sei o(t) ein stochastischer Prozess, W (t) ein Wienerprozess. S heifst It6-Integral des sto-
chastischen Prozesses ¢ mit Wienerprozess W, wenn

N—-1
S =3 olty) (Witj) ~ W(t)))

=0

lim E

N—oo

gilt.

Wird an Stelle der Summe SN h(t;) (W (t; 1) — W(t;)) die dem Mittelpunktsverfarhren

dhnelnde Summe
Z h ( it ) (W (tjs) = W(Ly))

verwendet, fiihrt dies auf das sogenannte Stratonovich-Integral. Wihrend es bei hinreichend
glatten, deterministischen Prozessen h irrelevant ist, welche der beiden Summen fiir die Grenz-
wertbildung verwendet wird, ist dies bei stochastischen Prozessen nicht egal, wie das folgende
Beispiel zeigt.

Beispiel 5.2.2:

Sei W ein Wienerprozess. Fiir beliebiges t; gilt

W (t:) (W (tig1) — W(t:) = W(t)W (tig1) — W(t;)? =

= 3 (Wltinn) = W) + W (1 + 5W (1)~ W(5)? =
- % (W (tir)? = W(t)?) — % (W (tis1) = W(t:)*
Somit ergibt sich
| w @ = in 3w 07 (6 - W 0) -
= (3 (W e W ) — 5 3 OV (te) - W ()| =
T v worwaye
_ %W (1) =5 Jim S (W () = W (1))°
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Da ferner

g <Nh§éo ,_ (W tis) W(EH))Q) = lim D (W (t1) - W (1)) =
= lim 3 Var (W (ti1) = W (#)) + (EW (ti) =W (1)) | =T

gilt und sich ferner Var (W (t;41) — W(tl))Q) = 2(tip1 — t;)? zeigen lisst, ergibt sich insge-
samt

/T W (t)dW (t) = %W (T)? — %T

Im Falle des Stratonovich-Integrals lautet die entsprechende Summe

N-1

>w (555 0¥ () = 7 (1)

=

Addiert man zu % eine N (0, ) verteilte Zufallsvariable AZ;, so geniigen die so
erhaltenen Werte den Bedingungen von Deﬁmtlon (.11 Es ergibt sich

_ (W(tz) + Wi(tisq) I AZZ') (W (ti) — W (1)) =

-1 W (tis1)” — W(t)? + Z AZ (W (tiy1) = W (1)) =
——W(T)? = =W (0)* + i AZ; (W (tig1) = W (1))
Da Vol .
E (Z AZi (W (i) — W (ti))> = Z E(AZ; (W (tiy1) — W (t3)))
= S R(AZ)E((W (t11) = W (2)) =0

gilt und sich auch hier Var (AZ; (W (tis1 — W(t:)))) N2 0 geigen ldsst, ergibt sich als
Stratonovich-Integral

Beispiel 5.2.3:

Sei o konstant. Fiir das [to-Integral gilt:

/0 odW(t) = lim Z_ o (W(tip) =W(t)) = lim o(W(T) = W(0)) = oW(T)

Aus der Definition des It6-Integrals ergibt sich desweiteren folgende Eigenschaft: Ist zu jedem
beliebigen Zeitpunkt ¢ die zu integrierende Funktion o(t) stochastisch unabhéngig von W (t*)
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fiir alle t* > t, so ist der Erwartungswert 0, da in diesem Falle

E ( /OTU(t)dW(t)) =E ( lim N_lo'(tl-) (W (tisr) — W(tz-ﬂ))) _

N—o0 4
1=

— Jim STE(o(t) - E(Wti) — W(1)

N—oo 4

=0
gilt.

Lemma 5.2.4 (Lemma von Ito):
Gegeben sei eine stochastische Differentialgleichung

AX(t) = f(t, X(1))dt + o (t, X (£))dW (t)

mit o # 0. Ferner sei
Y(t) = p(t, X(1)),

Ist ¢ zweimal stetig differenzierbar, so geniigt Y der stochastischen Differentialgleichung
AY (t) = f(t, X (t))dt + &(t, X (t))dW (t)
mit

f, X)) = (8, X () +ox (6, X (8)) f (£, X (1)) + %sﬁxx (£, X (1) o™ (t, X (1))

und

o(t, X (1)) = ex (&, X (1)) o (, X (1))

Beweisidee/-skizze: Taylorentwicklung liefert:

dY (t) = ¢u(t, X (t))dt + px (t, X (¢))dX (t) + %g@tt(t, X(t) + pxx (dX(t)) + ...
dX(t) = f(t, X (t))dt + o(t, X (t))dW (t) eingesetzt:
dY () = ¢ (, X (1)) dt + ox (6, X (1)) (f (¢, X (2)) dt + o (£, X (£)) AW (2))
b5 (0 (0) (A1 4 Son (1. (1) [72 (0, X (1)) (ae
+0? (6, X () (dW(1))* 4+ 2f (¢, X () o (t, X (¢)) dtdW (¢)]

Beachtet man bei der Vernachlissigung der Terme hoherer Ordnung, dass infolge der N (0, dt)-
Verteilung von W (t) der Term (dW (t))* durch dt zu ersetzen ist, folgt die Behauptung. O

Bemerkung 5.2.5:  Aus dem in der Beweisskizze verwendeten Argument, dass der (dW (t))”
Term den dt-Termen hinzuzurechnen ist, ergibt sich fiir zwei stochastische Prozesse X,Y mit

AX(t) = f(t, X ()t + o(t, X ())dW (t) und Y (t) = f(t,Y(t))dt + &(¢, Y (t))dW (t) als Pro-
duktregel die Gleichung

d(X@®)Y(t) =X(t)-dY (t) +dX(t) - Y(t) + o(t, X(t)) - a(t,Y(t))dt
Betrachtet man anstelle einer Funktion ¢(¢, X(¢)) eine Funktion V' (X), welche mit X (¢)

verkniipft wird, so ergibt sich mit Ités Lemma (¢, = V; = 0,px = Vx) als stochastische
Kettenregel die Gleichung

AV (0) = (Ve (XM X0) + 5Vix(XO)o(t, X(0)2 ) de-+ Ve (X()olt. XNV
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beziehungsweise (f(t, X (t))dt + o(t, X (¢))dW (t) = dX)
AV(X (1) = Ve (X)X + So(t, X(O)Vax (X)W ()

Mit Hilfe dieses Lemmas lassen sich einige stochastische Differentialgleichungen sehr elegant
16sen, wie in den folgenden Beispielen dargelegt wird.

Beispiel 5.2.6 (Geometrische Brownsche Bewegung):

Gegeben sei die stochastische Differentialgleichung
dS(t) = pS(t)dt + oS(t)dW (t)
mit Zufallsprozess S sowie Konstanten p und o. Es sei

Y(t) = ¢(t, 5(t) = log(5(t))

Geméaf dem [Lemma von [to| gilt

1
dY (t) = <got + pspS + 590350252> dt + psaSdW (t) =

1
I R N P L _
= <SuS oS ) dt + SUSdW(t)
= <u - %02) dt + odW (1)

Also gilt

Yt) = Yy + /Ot (u _ %UQ) dt + /Ot odIV () = (M _ %ﬁ) + oW ()
Wegen Y (1) — log(S(£)) folgt

S(t) = Y () — So 6(#*%02)t+aW(t)
—~—

:eYO

Die Losung S(t) heift Geometrische Brownsche Bewegung.

Beispiel 5.2.7 (Lineare stochastische Differentialgleichung):

Gegeben sei das AWP

dX(t) = f(t, X(¢))dt + o(t, X(t))dW (¢)
X(0) = X,
mit
ft, X(t) = A@)X(t) + a(t), o(t,X(t)) = B(t)X(t) + b(t)

Bei diesem Problem kann man einen dhnlichen Ansatz wie im Falle einer linearen, gewohn-

lichen Differentialgleichung (Kapitel [L.1] Fall verfolgen. Man teilt die Losung X (¢) in
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einen homogenen Teil X}, welcher

{ AX, (1) = F(t, Xu(8))dt 4 o(t, X5 (8))dW (¢)
1

Xn(0)

16st, und eine spezielle Losung X, (¢) von () auf.
Setzt man Y, (t) = (t, Xi(t)) = log(Xn(t)), so ergibt sich, analog zu obigen Beispiel, aus
dem [Lemma von [to:

av; (1) = (%A(t)xh(t) _ %ﬁB(t)QXh(tf) dt + XL

T BOX AW () =

= (A(t) - %t)z—i—) dt + B(t)dW (1)

Hieraus folgt

=50 = ([ -

" dr / tB(r)dW(¢))

B}, .
c(t) - X (1) + c(£)dXp (1) + de(t) - dXn(t)

2

Der Ansatz X,(t) = c(t) X, (¢) liefert mit dX,(¢) =d
Gleichung

de(t) - Xp(t) +c(t )dXh( )+ de(t) - dXa(t)

A@)c(t) Xn(t) + a(t))dt + (B(t)c(t) Xn(t) + b(t))dW (2)
Wegen c(t)dX, () = A®t)e(t) Xy (t)dt + B(t)e(t) X, ()W (1) folgt

—~

de(t) - Xp(t) + de(t)d Xy (t) = a(t)dt + b(t)dW (t)
und somit
de(t) (Xn(t) + A(t) Xn(t)dt + B(t) X (t)dW(t)) = a(t)dt + b(t)dW (¢)

Schreibt man de(t) als Ito-Prozess de(t) = f(t, c(t))dt + (¢, ¢(t))dW (t), so ergibt sich bei
Einsetzen in obiges

a(t)de -+ b(E)AW (1) = <><f< ()t + (1, (1)) AW (1))

)X (1)dt (f )t + 6 (t, e(t))d W(t))
£ X (1) (2) (f( e(t))dt + 5 (t, o(t)) AW (1)) =

A(
+ B(
= Xn(t)f(t, c(t))dt + B(t)Xn(t)5 (¢, c(t)) (AW (£))*
i
i

B
(
5 (t,o(t)) Xa()dAW (£) + A() Xa (1) F (¢, c(1)) ()’
(ADXAOF(E, (1) + BEOXn(t) (1)) dtaw (1

Durch Vernachléassigung der Terme hoherer Ordnung ergibt sich hieraus durch Koeffizien-
tenvergleich (man beachte (AW (t))* = dt):

Xn(8)f(t, () + B(t)Xa(t)a (¢, c(t))
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Aus der zweiten Gleichung ergibt sich o(t,c(t)) =
liefert

a(t) = Xu(t) (L, (1)) + B(t)Xn(t)

und somit ergibt Auflssen nach f(t, c(t)):

ft,e(t)) =

Hieraus folgt

/ch d7+/< (7)) AW (r) =
:c0+/0 X, H(7) (a(T) d¢+/ X! W(r)

Wegen X (0) = Xp lautet die allgemeine Losung von folglich

X(t) = o(t) - (XO + /Ot o~ (T)a(r)dr + /Ot ¢_1(T)b(7')dW(7'))
) = exp < / A(r /0 tB(T)dW(T)).

Gilt ¢ = 0, muss insbesondere b(t) = 0 und X(1)
B(t) = 0 sein. In diesem Falle fallen alle Teile
obiger Losung, welche B(t) und b(t) enthalten,
weg (insbesondere die stochastischen Integra-
le). Die iibrigbleibende Gleichung entspricht
genau der in Kapitel berechneten Losung.

mit

Statt einem festen Wert X, wie im Xo

[beispiel, kann X, auch eine normalverteil-
te Zufallsvariable sein. In beiden Féllen ist =0 t
der Mittelwert m(t) = E (X (¢)) Losung des
AWPs Abbildung 5.2.1: Exemplarische Trajekto-
rien einer linearen stochastischen Differential-
m(t) = A(t)m(t) + a(t) gleichung mit periodischem Mittelwert (vio-
m(0) = E (Xo) lett).

Um dies zu zeigen, sei m(t) = E (X(t)). Aus der Linearitét des Mittelwerts ergibt sich

m(t) =E (Xo + /Ot(t,X(t))dt + /Ota(t,X(t))dW(t)) —
=E(Xo)+E (/OtA(t)X(t)a(t)dt> +E (/Ota(t,X(t))dW(t)> _

-~

=0

—E(Xo) + / CABE (X() + alt)dt = E (Xo) + / CAm() + alt)dt

Differentiation nach ¢ liefert schliefélich
m(t) = A(t)m(t) + a(t)
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Somit gilt geméf Kapitel [L.I] fir den Mittelwert

E(X(t)):ef5A<T)dT.(E(X0)+ /0 a(r)eJo A deT)

Sei nun P(t) = E (X (t)?). Nach Lemma [5.2.4] geniigt X (t)? der stochastischen Differential-
gleichung

d(X(1)*) = [(2A (1) +

B(t)) X* () +2(B()b(t) +a(t) X (t) +0°(t)] dt
X () (B (¢

(6) X (1) +b(2)) dW(2)

(Hier ist (¢, X (¢)) = X2(¢) und somit o (t, X (t)) = 0, px (t, X (1)) = 2X sowie ox X (t, X (t)) =
2.) Es ergibt sich

P(t)=E (]E (X3) + /Ot AM)+B)X2(t)+2(B()b(t) +a(t)) X (t)+ b*(t)dt
+ /0 lox () (B X () +b(t)) dW(t))
=E (X7) + /Ot (2A(t) + B()E(X (1) +2(B(t)b(t) + a(t))E(X(t)) + b*(t)dt
Hieraus folgt
P(t)=(2A1) + B 1) P(t) +2(B(t)b(t) +a(t)) m(t) + b*(t)

Fiir die Varianz gilt:

Var (X(1)) = E (X (t) - E(X(1)))") = E (X(t)*) - E(X(1))"

Wegen
S P(1) — Sm(0) = (o) — 2m(ty(t) =
— A (W) + B (1) PO)+2(BOb 1) +a (1) m(t) + (1)
— 2m(t) (A()m(t) + a(t)) =
= 2A(t) (P(t) — m*(t)) + B(t)P(t) + 2B(t)b(t)m(t) + b*(t) =
— (24(0) + B®) (P(t) — m(1)) + B3 () + 2BObOm(E) + 1(t) =
- 240+ 5O) (P(t) — m*()) + BHmA(t) + 2B()b(t)m(1)
BO(L) - BOV() + (1) =

= (2A(t> + B(t)) (P(t) —m?(t)) + B(t) (m(t) + b(t))" + *(t)(1 — B(1))

gentigt die Varianz Var (X (¢)) folglich der Differentialgleichung

o(t) = (2A(t) + B()) v(t) + B(t) (m(t) + b(t))" + *(t) (1 — B(1))

sowie der Anfangsbedingung v(0) = Var (Xj).
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5.3 Numerik stochastischer Differentialgleichungen

5.3.1 Die Eulyer-Maruyama-Methode

Wie bereits gesehen, kann eine stochastische Differentialgleichung
dX(t) = f(t, X(¢))dt +o(t, X(1))dW(t), X(0) =X, 0<i<T

auch in Integralform geschrieben werden:

X(t) :Xo+/tf(t,X(t))dt+/ta(t,X(t))dW(t)

Wird das Intervall [0, 7] durch Zeitpunkte 7; = iA¢ diskretisiert (mit At = I fiir eine positive
Konstante L), so lassen sich zur numerischen Berechnung einer Losung dhnliche Verfahren wie
im Falle gewohnlicher Differentialgleichungen anwenden. Die sogenannte Fuler-Maruyama-
Methode (kurz EM) berechnet ausgehend von einer Naherung X; zum Zeitpunkt 7; den Wert
zum néachsten Zeitpunkt mittels

Xi-‘,-l = Xz + f(TZ', XZ)At —|— O'(TZ‘, Xz) . (W<Tz'+1) — W(Tz)) . (531)

Es handelt sich hierbei um eine Naherungslosung der Integralgleichung

X(re) =X+ [ e X@)e+ [ ol X)W,

i

(Im Falle 0 = 0, das heifst einer gew6hnlichen Differentialgleichung, entspricht dies dem aus Ka-
pitel bekannten expliziten Euler-Verfahren.) Es empfiehlt sich hierbei, At als ganzzahliges
Vielfaches von 6t zu wahlen, da hierdurch die Zeitpunkte ¢;, fiir die die Brownsche Bewegung
simuliert wird, die Zeitpunkte 7; enthalten, an denen die Naherungslésung der EM berechnet
wird. Wird diese Vielfachheit mit R bezeichnet, das heifit gilt At = Rdt, so ist das Inkrement
W (Tiy1) — W(r;) durch

(i+1)R
W (i) = W () = W((i + 1)Rét) — W(iRst) = > dW;

j=iR+1

gegeben, wobei dW; die Wiener-Inkremente aus Kapitel sind.

Beispiel 5.3.1:

Gegeben sei das stochastische Anfangswertproblem

AX(t) = AX (D)dt + pX (O)dW (1)
X(0) = X,

mit Konstanten A, 4 € R. Die zugrundeliegende stochastische Differentialgleichung ist linear.
Wie in Beispiel gesehen, ist die allgemeine Losung einer solchen durch

X(t) = o(t) - (Xo + /Ot ¢~ H(r)a(r)dr + /Ot qb_l(r)b(T)dW(T))
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mit

6(t) = exp < /0 AP (;)sz + /0 tB(T)dW(r))

gegeben. Hier ist A(t) = A, B(t) = p sowie a(t) = 0 und b(t) = 0. Folglich gilt

(t) = exp (/Ot(A — ";)dt + /Ot udW(t)) =
((/\ - %2) t—l—/otudW(t)) :

folgt

und somit ,
A—L w
X(t)=Xo- 6( : )H_M ®
In Abbildung [5.3.1] sind die Approximationen der Euler-Maruyama sowie die Werte der
sexakten Losung (besser gesagt, einer moglichen Trajektorie von dieser) auf dem Gitter
{0, At,2A¢t, ..., T} dargestellt. Die Simulation wurde mit MATLAB ausgefiihrt, als Zufalls-
zahlengenerator wurde hierbei der Legacy MATLAB 5.0 normal generator mit seed 100
verwendet. Die Parameterwerte waren dt = 278 sowie R = 4 der Endfehler betrug in etwa
| X(T) — Xr| ~ 0.6907. Der Code befindet sich in Anhang [E.2]

6 "

Exakte Losung
— 4 - Ergebnisse von EM

1 1 L 1 1 L 1 1 L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t

Abbildung 5.3.1
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5.3.2 Starke und schwache Konvergenz der Euler-Maruyama-Methode

Im Falle gewohnlicher Differentialgleichungen wurde die ,Giite* eines numerischen Approxima-
tionsverfahrens anhand der Konsistenzordnung (Hy(t"J”;L_y(t”) — Yt H < ¢ - h?) bestimmt
(vgl. Kapitel . Bei stochastischen Differentialgleichung sind jedoch sowohl die ,exakten®
Werte X (7,) als auch deren Approximationen X, Zufallsvariablen. Um das Konzept der Kon-
sistenzordnung iibetragen zu koénnen, bedarf es einer geeigneten Metrik.

Eine Moglichkeit hierfiir ist der Erwartungswert der Differenz | X,, — X (7,)|, das entsprechende
Konzept ist das Konzept der starken Konvergenz.

Definition 5.3.2:
Ein Verfahren hat starke Konvergenzordnung -, falls es eine konstante C' gibt, so dass

E (X, — X(r)]) <C- At

fiir jedes feste 7, = nAt € [0, 7] und alle hinreichend kleinen At gilt.

Unter passenden Voraussetzungen ist die starke Konvergenzordnung der Euler-Maruyama-
Methode v = %
Sei nun
et =E(X, - X(T))), LAt=T (5.3.2)

der Fehler im Endzeitpunkt T'. Gilt die Schranke aus mit v = 3 fiir jeden festen Punkt in
[0, 7], dann gilt sie insbesondere im Endpunkt, das heift es gilt

estone < O AL (5.3.3)

fiir hinreichend kleine Zeitschritte At. Gilt in (5.3.3)) ndherungsweise Gleichheit, so ergibt Lo-
garithmieren

1
log eX;*"® ~ log C + 5 log At (5.3.4)

Starke Konvergenz

10

10™ - -

Testdurchschnitt von |X(7T") — X

10°° 107 107"
At

Abbildung 5.3.2

Seite 205



In Abbildung ist der Fehler ¢%;>*® (blau), gemittelt iiber 1000 Pfade gegen die gewiihl-
ten Schrittweiten At = 2P716t, 1 < p < 5, 6t = 279 in einem doppelt-logarithmischen Plot
aufgetragen. Die getestete stochastische Differentialgleichung war hierbei

AX () = AX (O)dt + X (H)dW (2)

mit A = 2,4 = 1 sowie X(0) = 1. (Der zugehorige Code befindet sich in Anhang [E.3]) Die
Parallelitdt der Ergebniskurve zur roten Referenz-Geraden mit Steigung % weist darauf hin,

dass die anndhernde Gleichheit aus ([5.3.4)) gilt, (5.3.3)) also scharf ist. Neben der Diskretisierung

existieren weitere Fehlerquellen, wie zum Beispiel:

e Stichprobenfehler: Fehler, der durch die Approximation des Erwartungswertes mittels des
Mittelwerts der Stichproben entsteht.

e Verzerrung der Zufallszahlen: Fehler, die auf die Pseudo-Zufélligkeit des Zufallszahlenge-
nerators zuriickzufithren sind.

e Rundungsfehler: Genauigkeitsverlust durch Gleitkommadarstellung der Daten.

(Ersterer fallt hierbei wie LM, wobei M die Anzahl der Probepfade ist.)
Geméls der Markov-Ungleichung ist fiir eine Zufallsvariable X mit endlichem Erwartungs-
wert fiir jedes a > 0 die Wahrscheinlichkeit von |X| > a nach oben durch w beschrankt, es
gilt also

E (1X7)

P(|X]|>a) < :
a

Wiéhlt man nun a = Ati, so ergibt sich fiir die Euler-Mayurama-Methode die Abschétzung

<C.At?
E (] X, — X(7)|)
a

p (IXn - X(7)| = Ati) < < CAt

beziehungsweise
P <|Xn —X(r)| < Ati> >1 - CAt.

Folglich ist fiir einen festen Punkt in [0, 7] der Fehler klein mit Wahrscheinlichkeit nahe 1.
Eine Alternative zum Konzept der starken Konvergenz ergibt sich, wenn man anstelle des Mit-
tels der Fehler den Fehler der Mittel betrachtet:

Definition 5.3.3:
Ein Verfahren hat schwache Konvergenzordnung -, falls konstante C' existiert, so dass
fiir alle Funktionen p einer bestimmten Klasse von Funktionen

IE (p(X,.)) — E(p(X (7)) < C - At

fur jedes feste 7,, = nAt € [0, 7] und alle hinreichend kleinen At gilt.

Die Funktionen p aus Definition miissen hierbei iiblicherweise bestimmten Glattheits- und
polynomiellen Wachstumsbedingungen geniigen. Unter geeigneten Voraussetzungen kann ge-
zeigt werden, dass die Euler-Maruyama-Methode schwache Konvergenzordnung v = 1 hat. Zu
Testzwecken sei p im Folgenden die Identitat. Analog zu sei

ek = |E(X.) —E(X(T))|, LAt=T (5.3.5)

der schwache Fehler der Euler-Maruyama-Methode im Endpunkt. Aus Definition [5.3.3] folgt fiir
p(X)=X mity=1
exk < CAt
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fiir hinreichend kleine At. Da die schwache Konvergenz sich auf den Mittelwert der Losung be-
zieht, kann in fiir das Wiener-Inkrement W (7,;4+1)—W (7;) in jedem Zeitschritt eine belie-
bige Stichprobe einer v At (0, 1)-verteilten Zufallsvariablen gewéhlt werden. Ersetzt man das
Inkrement durch eine Zufallsvariable \/EVJ, wobei V; die Werte +1 und —1 jeweils mit Wahr-
scheinlichkeit % annimmt, so bleibt die schwache Konvergenzordnung der Euler-Maruyama-
Methode erhalten. (v/AtV; hat hierbei selben Mittelwert und selbe Varianz wie v/ AtN(0,1).)
Diese Variante der Euler-Maruyama-Methode heiflt schwache FEuler-Maruyama-Methode
(weak Euler-Maruyama, WEM). In Abbildung ist der Fehler eX%®* der Euler-Maruyama-

Schwache Konvergenz Schwache Euler-Maruyama—Methode

©
@]
©

(=)

o
L

o
L

|E(X(T))— Testdurchschnitt von Xy

o
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|
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107
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Abbildung 5.3.3: eX% fiir normale und schwache Euler-Maruyama-Methode

methode (blau) so wie je eine Referenzgerade mit Steigung 1 gegen die Schrittweite At auf-
getragen. (Die getesteten Schrittweiten waren erneut A = 2716, 1 < p < 5, mit 6t = 272 ).
Das zugrundeliegende Anfangswertproblem war wie beim Test der starken Konvergenz von der
Form

Y

AX (1) = AX (B)dt + pX ()W (1)
X(0) = X,

die problemspezifischen Parameter waren Xg =1, A =2, u = 1—10. Der Testdurchschnitt wurde
tiber 50000 Pfade gemittelt. (Der verwendete Code befindet sich in Anhang [E.4])

5.3.3 Stabilitat

In diesem Kapitel soll die Stabilitét stochastischer Differentialgleichungen untersucht werden.
Wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen steht hierbei das Verhalten von Losungen fiir
t — oo im Fokus (vgl. Kapitel . Im allgemeinen Fall gilt fiir die Konvergenzschranken aus
6.3.2]und [5.3.3] dass die Konstante C' mit der Endzeit T unbeschrinkt wichst.

Sei nun erneut die lineare stochastische Differentialgleichung

AX () = AX (H)dt + X (£)dW (2) (5.3.6)

mit Anfangsbedingung X (0) = X, gegeben, wobei A und p komplexe Zahlen sind. Im determi-
nistischen Fall, dass heifst © = 0, ist die Nulllosung X (¢) = 0 des Systems asymptotisch stabil
genau dann, wenn Re A < 0 ist (vgl. Kapitel Satz . Gemék der der urspriinglichen
Definition bedeutet Stabilitdt der Nulllésung, dass fiir alle Losungen X (¢) mit X (0) = X, und
| Xo — 0| < 6 fiir ein § tli)r?o IX(¢)]| = 0 oder dquivalent tli)rgoX(t) = 0 gilt. Im Falle p # 0 ist

diese Definition jedoch nicht ohne weiteres iibertragbar, da erst eine geeignete Definition von
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tlim X (t) = 0 gefunden werden muss. Stattdessen sollen im Folgenden zwei der gebrauchlichsten
— 00

Stabilitdtsmafe vorgestellt werden:

Definition 5.3.4:

Gegeben sei eine stochastische Differentialgleichung mit Anfangsbedingung X (0) = X, wo-
bei Xy # 0 mit Wahrscheinlichkeit 1 gelte. Die Losung X (¢) heift stabil im quadratischen
Mittel, falls

lim E (|X (1)) =0

gilt.
Sie heilst asymptotisch stabil, falls

lim | X (¢)] =0 mit Wahrscheinlichkeit 1

t—00

gilt.

Ahnlich wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen lisst fiir die stochastische Differential-
gleichung (5.3.6)) das Stabilitdtsverhalten aus den Parametern A und p genau bestimmen:

Satz 5.3.5:
Die Losungen von ((5.3.6)) sind

e stabil im quadratischen Mittel genau dann wenn
L

e asymptotisch stabil genau dann wenn
L
Re [ A — o <0

Hieraus folgt unmittelbar, dass aus Stabilitdt im quadratischen Mittel auch asymptotische

Stabilitét folgt, die umgekehrte Implikation gilt jedoch nicht (als Gegenbeispiel gentigen A = %1
und g = 1).
Im Folgenden soll untersucht werden, unter welchen Bedingungen die Approximationen der
Euler-Maruyama-Methode an die Losung von (5.3.6|) analoge Stabilitatskriterien eriillen. Seien
hierzu A und p dergestalt, dass die exakten Losungen von stabil im quadratischen Mittel
oder asymptotisch stabil sind. Fiir die Stabilitdt im quadratischen Mittel ergibt sich aus (5.3.1)
mit f(t, X(t)) = AX(¢), o(t, X(t)) = pX (1)

Xiy1 = Xi + AXGAL + pX; (W (Ti41) — W(T))
und somit
| Xia)? = [(1 4+ ANX; + 5 X (W (1) — W(m))) =
= |14 AN X; +2Re (1 4+ AtA) X,) - (W (7ip1) — W(5)) +
12| (W (Ti01) = W(T))?
Wegen E (W (7,41) — W(7;)) = 0 sowie
E (W (7i41) — W(m))?) = Var (W(ris1) = W(5)) + E (W (1i11) — W(5))* = At
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folgt aus der Linearitdat des Erwartungswertes

E(|Xi)?) = (|1 + AP + At [u]) E (|1 X3
und somit induktiv ,

E (IX:°) = (|11 + At + At [u) E (| X0/?)

Es gilt folglich

lim E (|X;|*) =0 & |1+ AP + At ul* < 1

1—00
Im Falle der asymptotischen Stabilitdt ergibt sich Mittels starkem Gesetz der grofen Zahlen
und dem Gesetz des iterierten Logarithmus

lim |X;| =0 mit Wahrscheinlichkeit 1 < E <log ‘1 + AtA + VALtuN (0, 1)‘) < 0.
71— 00

o Stabilitat im quadratischen Mittel
10 T T T T T T T T

—Ai=1 |
-==At=1/2
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- -
- e am m  my we
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Abbildung 5.3.4

In Abbildung sind die Ergebnisse numerischer Tests dargestellt. Fiir die Stabilitét
im quadratischen Mittel wurde A = =3, = /3 und X, = 1 gewihlt, der Erwartungswert
E (|X (t)|2) wurden fiir jede der untersuchten Schrittweiten At € {1, 1 1}iiber 50000 Pfade
gemittelt. Fiir den Test der asymptotische Stabilitdt wurden drei einzelne Pfade mit densel-
ben Schrittweiten gebildet, die Parameter wurden hier auf A\ = % und 1 = /6 gesetzt. (Der
entsprechende Matlabcode befindet sich in Anhang . Die schwarze Linie zeigt die Maschi-

nengenauigkeit an.

5.4 Awusblick: Stiickweise deterministische Prozesse

Dieses Kapitel soll einen abschlieffenden, kurzen Ausblick auf das Forschungsfeld der stiickwei-
se deterministischen Markov-Prozesse darstellen, es basiert im Wesentlichen auf [32]. Einfach
ausgedriickt, handelt es sich bei einem stiickweise deterministischen Markov-Prozess um einen
Prozess, dessen Anderung im Wesentlichen deterministisch ist, jedoch zu zufilligen (diskreten)
Zeitpunkten die zugrundeliegende deterministische Struktur zuféllig &ndert. Zur Veranschauli-
chung sei folgender Modellwettbewerb gegeben:
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Beispiel:

Zwei Sportler (Sy, Sy)treten in einem Rennen nacheinander gegeneinander an. Das Rennen
ist hierbei wie folgt aufgebaut:

e Jeder Sportler hat die selbe Grundzeit T' zur Verfiigung, in der er soweit wie moglich

kommen muss.

Fiir jeden Sportler S (S € {5, S2}) wird eine Folge von zufélligen Zeitpunkten 0 <

tg) < t(SQ) <l < tfg") < ... bestimmt, welche abbricht, sobald der Zeitpunkt iiber 7'
hinausgeht.

Gemessen wird die zuriickgelegte Strecke Xg(t) vom Start Xg(0) = 0.

Jeder Sportler S beginnt im Start und fangt zum Zeitpunkt tgo) an, mit einer Vespa
zu fahren. Ab dem Zeitpunkt tg)) wird auch die Zeit gemessen.

Zum Zeitpunkt tg) unterbricht Sportler S seinen Lauf und spielt ein Gliicksspiel mit
zwei moglichen Ergebnissen: Vespa (V') oder Ferrari (F'). (Die Ergebnismenge ist also
(2 = (V, F). Nachdem das Ergebnis feststeht, setzt der Sportler den Weg entsprechend
dem Ergebnis des Gliicksspiels entweder auf der Vespa oder mit dem Ferrari fort. Fiir
die Dauer des Gliicksspiels sowie (ggf.) des Wechsels wird die Zeitmessung ab dem
Zeitpunkt tg) unterbrochen. Sobald der Sportler seinen Weg fortsetzt, wird auch die

Zeit weiter gemessen. Zum Zeitpunkt tg) unterbricht der Sportler erneut das Rennen,
wiederholt das Gliicksspiel und setzt seinen anschliefend seinen Weg entsprechend dem
Ergebnis fort. Analog wird zu den restlichen Zeitpunkten tg),z' = 3, ..., ng verfahren.

X(t)

Sportler 1
Sportler 2

Abbildung 5.4.1

Die fiir das Wettbewerbsergebnis interessante Grofe ist nun die zuriickgelegte Strecke X ().
Diese ist zuféllig bestimmt, wie es im [Einfiithrungsbeispiell (random walk) der Fall war, jedoch
fliefst der Zufall auf eine ganz andere Art und Weise ein: Im (diskreten) Einfithrungsbeispiel,
ebenso wie beim kontinuierlichen Pendant (Brownsche Bewegung), war die Ortséinderung
zu jedem Zeitpunkt zufillig bestimmt. Im vorliegenden Modell hingegen ist die Ortsédnde-

rung zwischen zwei Zeitpunkten tg

(4)

und t(;ﬂ) deterministisch bestimmt. Ist die Art des im

entsprechenden Zeitabschnitts verwendeten Fahrzeugs erstmal festgelegt, so sind Ortsédnde-
rung und zuriickgelegte Strecke durch Beschleunigung, maximal mdoglicher Geschwindigkeit,
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Luftwiderstand und Reibung ebenso festgelegt. Fiir das vereinfachte Modell geradliniger Be-
wegungen ohne Reibung und Luftwiderstand ist die Situation in Abbildung dargestellt.
Zuféllig bestimmt ist die Art der Dynamik sowie der Zeitpunkt des Wechsels: Es gilt
Xg(t) = fsw)(t, Xs), wobei w(t) € §2 die Fortbewegungsart des Sportlers S zum Zeitpunkt
t ist, welche wiederum vom Ergebnis des zum letzten Zeitpunkt durchgefiihrten Gliicksspiels
abhéngt.

Dieses Beispiel soll nun verallgemeinert werden. Hierzu sei die Zustandsfunktion X(¢), X :
[to, 00) — §2,§2 C R? durch folgende Eigenschaften definiert:

a) Ihre Dynamik ist fiir t € [ty, 00) durch

d

X0 = As(X) (5.4.1)
gegeben. S : [tg,00) — S ist hierbei ein Markov-Prozess mit diskreten Zustdnden S =
{1, ..., S}, welcher in ¢) und d) genauer beschrieben wird. Ist ein s € S gegeben, so befindet
sich die Dynamik in Zustand s, gesteuert durch die Funktion A, : 2 — R?, welche zur
Funktionenmenge {Aj, ..., Ag} gehort. Fordert man, dass fiir alle s € S die Funktion Aj
Lipschitz-stetig ist, so ist fiir festes s die Losung X () eindeutig und beschrénkt.

b) Die Zustandsfunktion geniigt der Anfangsbedingung X (t5) = Xy € € und ihre Dynamik
befindet sich im Startzustand sy = S(to).

¢) S(t) wird durch exponentielle Dichtefunktionen 1, : R™ — R™ fiir die iibergangsereignisse
charakterisiert. Hierbei sei fiir jedes feste s € S 1, gegeben durch

Dult) = pae=™, it /0 Tt = 1. (5.4.2)

Bezeichnet T' die zufillige Zeitspanne, die sich der Prozess im Zustand s befindet, so ist
die Wahrscheinlichkeit, dass T' kleiner oder gleich einer bestimmten Zeit T ist, gegeben
durch

t
P(T <t)= / pse M Tdr =1 — e Het)
0
die Wahrscheinlichkeit, dass T" > t ist, durch
P(T >t)=e"".

Anders ausgedriickt entspricht also die Zeit, fiir die das System in einem Zustand s bleibt,
der Wartezeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ereignissen eines Poisson-Prozesses.

d) Tritt ein iibergangsereignis auf, so wechselt das System iinverziiglich von gegenwértigen
Zustand j € S in einen neuen Zustand ¢ € S mit Wahrscheinlichkeit ¢;;. S(¢) kann folglich
durch die ibergangsmatrix () = [¢;;] beschrieben werden, wobei

und Zle ¢ij = 1Vj € S gilt.

Der durch ¢) und d) definierte Markov-Erneuerungs-Prozess S(t) erzeugt eine zeitliche Ab-
folge von Ubergangsereignissen, oder Sprungzeiten, (to,t1,...,tx, tit1,...), und entsprechenden
Zustanden (sg, S1, ..., Sk, Sk+1, -.-). Der Zustandsraum des stiickweise deterministischen Prozes-
ses besteht aus S disjunkten Kopien von RY. (Anders ausgedriickt ist er ein Teilraum von
Rd X REx -+ x Ri.) Das Vektorfeld der j. Komponente ist hierbei durch A; gegeben. Zu ei-
ner Sprflrrlngalzeit ty tritt nun ein Wechsel zu einer anderen Komponenten A; mit zufélligem i
ein beziehungsweise kann eintreten, je nachdem, ob ¢;; = 0 oder ¢;; > 0 ist. X(¢) ist hierbei
durchgehend stetig, insbesondere in den Sprungzeitpunkten tq, 1, usw.
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6 Von gewohnlichen zu partiellen
Differentialgleichungen: Fokker-Planck und
Liouville

In diesem Kapitel sollen partielle Differentialgleichungen (englisch partial differential equa-
tion, PDE) kurz eingefiihrt werden. Dies sind Gleichungen, welche eine von mehreren Variablen
abhéngige Funktion © zusammen mit partiellen Ableitungen von u nach - sinnvollerweise - min-
destens zwei Variablen enthélt. Als Ordnung der Differentialgleichung wird hierbei die héchste
Ordnung der enthaltenen partiellen Ableitungen angesehen.

Anstelle jedoch die Warmeleitungsgleichung als Einstieg zu nehmen, wie es in der Literatur
haufig der Fall ist, soll der Bogen hierbei iiber stochastische Differentialgleichungen und die
Focker-Planck-Gleichung geschlagen werden.

Hierzu sei die zufillige Bewegung eines Partikels betrachtet, welches wéihrend seiner Vorwérts-
bewegung, dhnlich des betrunkenen Mannes im Einfiihrungsbeispiel zu Kapitel |5} zufallig einen
Sprung nach links (—Az) oder rechts (Az) in einem Zeitintervall At macht. Es sei auch zu-
lassig, dass der Partikel keinen Seitwértssprung macht. Bezeichne X (¢) den Ort, an dem sich
das Partikel zum Zeitpunkt ¢ befindet. Im Gegensatz zum erwéhnten Beispiel soll diesmal nicht
der Ort betrachtet werden, an dem das Partikel nach einer bestimmten Zeit ist, sondern die
Wahrscheinlichkeit, dass das Partikel zu einer bestimmten Zeit an einem bestimmten Ort ist.
(Andere Interpretationsmoglichkeit: Der Anteil an der gesamten Partikelmenge, der sich zu
einem festen Zeitpunkt an einem bestimmten Ort befindet.) Bezeichne

e p = p(z,t) die Wahrscheinlichkeit der Bewegung = — = + Ax zum Zeitpunkt ¢
e g = q(x,t) die Wahrscheinlichkeit der Bewegung z — = — Az zum Zeitpunkt ¢
e f = f(z,t) die Dichte des stochastischen Prozesses

Aus ersteren beiden folgt, dass die Wahrscheinlichkeit der ,,Bewegung“ x — x gleich der Dif-
ferenz 1 — p(x,t) — q(x,t) ist, immerhin muss die Summe der Wahrscheinlichkeiten iiber alle
moglichen Bewegungen 1 ergeben. f(x,t)Ax beschreibt (ndherungsweise) die Wahrscheinlich-
keit, dass der Ort des Partikels zum Zeitpunkt ¢ im Intervall [m — %Am, T+ %A} liegt. (Dies
ergibt sich durch die Mittelpunktsformel, angewandt auf P(z — % < X < z+ %,t) =

Az
;fAj (x,t)dz.) Geht man davon aus, dass die Bewegung eines Teilchens unabhéngig von der
2

vorherigen Bewegung ist, so berechnet sich die Wahrscheinlichkeit f(z,¢+ At)Ax mittels

flz, t+ At)Ax =p(x — Az, t) f(x — Az, t)Ax + q(x + Az, t) f(x + Ax,t)
+ (1 =p(z,t) — gqlz,1)) f(z, 1) Az

Die Wahrscheinlichkeitsdichte an x zum Zeitpunkt ¢ + At lésst sich fiir kleine At, Az durch
mittels

flz,t+At) = p(x — Az, t) f(x — Ax,t) + q(z + Az, t) f(x + Az) + (1 — p(z,t) — q(z,1)) f(x,1)

(ndherungsweise) berechnen. Sei nun p(t,x) + ¢(¢t,x) = 1, d. h. der Partikel macht auf jeden
Fall eine Seitwartsbewegung. Sind f, p, ¢ hinreichend glatt, ergibt Taylor-Entwicklung

o f(z,t+At)— f(z,t) = f(z,t) + At2 f(z,t) + o(AL) — f(z,t) = At f(z,t) + o(At)
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o f(x—Au,t)= f(a,t) — Ax f(x,t) + A2 f(a,t) + o(Ax?)
o f(x+Ax,t)= f(x,t)+ A$8%f(:v,t) + A:Bzéa%f(:v,t) + o(Ax?)
o q(z+ Az,t) = q(z,t) + Arlq(r,t) + A3 L q(a,t) + o(Ax?)

Somit gilt
9, s,
pla = Aait)flo — Aa,t) = pla)0,0) = Aa (L plent)- Font) + ) 3 fGo))
0? 0 0 0?
—|—%A$2 (ﬁp(m,t) < f(z,t) — Q%p(x,t) agjf(x t) + p(z,t) - o Qf(x,t)) + o(Az?)
sowie
q(z + Ax,t) f(x + Az, t) = q(z,t) f(z,t) + Az (%q(w,t} [z, t) + q(z,t) - %f(a:, t))
0? 9, 0 0?
+%Ax2 (@q(m,t) flx,t) + Za—xq(x,t) agjf(w t) +q(z,t) - 5 2f(x,t)) + o(Az?).
Eingesetzt in die Gleichung f(x,t + At) = p(x — Az, t) f(x — Az, t) + q(x + Az, t) f(x + Az, t)
ergibt dies:

At%f(x, t) +o(At) = — (%(p — )z, Az f(z,t) + (p — ¢)(x, t)Axa%f(x, t))

" (aa_;@ FO)(E 089750 + 25 (0 ) 00T )+ q>aa—;) + o(Aa?)

bezichungsweise

5.0 == (0= D0 O F w0+ b= 0 5y 5.0

+3 (5ot D) G Fe0) + 25 0+ .0 5 5 F o) (60.)

Oz oz

2 92 A:IZ'?’
Hp+ o) 3 s (o)) + 080 +0(57)
Es gelte llm % (p(x,t) — q(x,t)) = p(z,t) und R llAr?H0 N ® (p(x,t) + q(z,1)) = o%(z,t). Aus
(16.0.1]) W1rd durch Grenzwertbildung lim
Az, At—0
0 0 19*
af(ﬂi,t) +t o (u(z,t) f(z,1)) — 2922 (o*(z,t) f(x,1)) =0 (6.0.2)

Eine Gleichung dieser Form wird Fokker-Planck-Gleichung genannt. p(z,t) heifst Drift,
o?(x,t) heibt Diffusion. Startet das Partikel zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Ort x = o, so ist die
Anfangsbedingung durch

f(l',O) = (5(1' - l‘o)
gegeben. Fiir diese Gleichung gibt es einige Spezialfélle:

1. Gilt ¢ = 0 und 0 # o(x,t) = konst., so geht die Fokker-Planck-Gleichung tiber in die
eingangs erwahnte Warmeleitungsgleichung

0 % 9
ot/ (1) = 5 gl ()
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2. Im Falle o(z,t) = 0, u(z, t) = konst. fiithrt dies auf die Transportgleichung

0 0

Z

x

Abbildung 6.0.1: Warmeleitungsgleichung Abbildung 6.0.2: Transportgleichung

Bemerkung: [Im Fulle einer allgemeinen partiellen Differentialgleichung sind Anfangs- oder
Randbedingungen nicht durch einzelne Werte, sondern durch Funktionen gegeben. Welche (ggf.
Kombination von) Bedingungen man wdhlen kann, sodass eine Lésung existiert, hingt hierbei
jedoch von der Art der Gleichung ab. Fiir die abgebildeten Ldsungen wurden beispielsweise
im Falle der Wirmeleitungsgleichung die Bedingungen f(0,t) = f(2,t) = 0 sowie f(x,0) =

sin(z - §) gestellt, im Falle der Transportgleichung u(z,0) = sin(z - §) - (1 — exp —m .
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Anhang A: Anhang A: Matlab-Codes zu Kapitel 2.4] (Populationsmo-
delle)

Anhang A.1: Anhang A.1l: Simulation (Klassisches Lotka-Volterra-Modell)

Code fiir die Berechnung derAnderung der Populationsgrofen N, P zu einem Zeitpunkt ¢ in
Abhéngigkeit der beiden Populationsgréfien

%Berechnet das Populationswachstum

hzum Zeitpunkt t

hgemaess dem klassischen Lotka-Volterra-Modell

T dN/dt = N(a-DbP)

T dP/dt = P(cN-d)

function xdot = lotkaVolt(t,x,a,b,c,d)
hggf. Korrektur (-> nicht negative Populationsgroessen)
if x(1) <0

x(1) = 0;
end
if x(2) < 0
x(2) = 0;
end

xdot = [x(1)*(a-b*xx(2));
x(2)*(c*xx(1)-d)]1;
end

Datei: lotkaVolt.m
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Code fiir die eigentliche Simulation

%Simulation des Lotka-Volterra-Modells
clear all; close all;

t = []; %Speicher fuer die Zeitpunkte

x = []; %Speicher fuer die Populationsgroessen,
h x=[N,P]

a = 0.8; % Wachstumsrate der Beutepopulation

b = 0.02; % Jeder Raeuber toetet 2% der
% Beutepopulation (durchschnittlich)

c = 0.001; % Wachstumsrate der Raeuberpopulation
% pro vorhandenem Beutetier

d = 0.3; % Todesrate der Raeuberpopulation

t0 = 0; %Startzeitpunkt

T = 100; %Modellierung ueber 100 Jahre

x0 = [1000;100]; hAnfangsgroessen: 1000 Beutetiere,

%100 Raeuber

%Verwendung des vorimplementierten Dormand-Prince-Verfahrens
[t,x] = oded45(@(t,x) lotkaVolt(t,x,a,b,c,d),[t0 T],x0);

hggf. Korrektur de letzten Werte
if x(1,end) < O
x(1,end) = 0;
end
if x(2,end) < 0
x(2,end) = 0;
end

%Grafische Ausgabe
plot(t,x(:,1),’-b’,t,x(:,2),’-r’,’LineWidth’,1.5);

xlabel (’Zeit in Jahren’,’Fontsize’ ,147,....
>Interpreter’,’LaTex’);

ylabel (’Populationsgr{\"o}{\ss}te in Individuen’,...
>Fontsize’,14’,’Interpreter’,’LaTex’);

legend ({’Beute’,’R{\"a}tuber’}, ’Fontsize’ ,14°,...
>Interpreter’,’LaTex’);

Datei: LotkaVoltSim.m

Seite 216




AangAQ:AMmmp&%SmmbﬁmwM24ﬂmdP43meMhmm%Iomedwn&
Modell)

%Berechnet das Populationswachstum

hzum Zeitpunkt t

hgemaess dem modifizierten Lotka-Volterra-Modell

T dN/dt = N(r(1-N/K)-kP/(N+D))

T dP/dt = P(s(1-hP/N))

function xdot = lotkaVoltMod(t,x,D,K,h,k,s,r)
hggf. Korrektur (-> nicht negative Populationsgroessen)
if x(1) <0

Il

x(1) = 0;
end
if x(2) <0
x(2) = 0;
end

xdot = [x(1)*(r*x(1-x(1)/K)-k*x(2)/(x(1)+D));
x(2) *s*(1-h*x(2)/x(1))];

if x(1) == 0
%Keine Beute -> Aussterben der Raeuber
%(Bis jetzt waere xdot(2)=+/-infty)
xdot (2) = -x(2);

end

end

Datei: lotkaVoltMod.m

Code fiir die eigentliche Simulation (Hier fiir Simulation fiir die Ergebnisse von Simula-
tion m gentigt es, die entsprechenden Zeilen von Kommentar- in Code-Zeilen umzuwandeln.)

%Simulation des modifizierten Lotka-Volterra-Modells
clear all; close all;

t = []; %Speicher fuer die Zeitpunkte

x = []; %Speicher fuer die Populationsgroessen,
h x=[N,P]

K = 2000; D = 200;

k = 0.02; r = 0.8;

s = 0.5; h = 5/3;

t0 = 0;

T = 100; %Wachstum ueber 100 Jahre

x0 = [1000;100]; hAnfangsgroessen: 1000 Beutetiere,

%100 Raeuber
% Werte fuer Grenzzyklus

% K = 5000;
% D = 10;

% k = 0.44;
% r = 0.4;
% s = 0.32;
% h = 1.1;
% T = 500;

hVerwendung des vorimplementierten Dormand-Prince-Verfahrens
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[t,x] = ode45(0@(t,x) lotkaVoltMod(t,x,D,K,h,k,s,r) ,[tO0 T],x0);

hggf. Korrektur de letzten Werte
if x(1,end) < O
x(1,end) = 0;
end
if x(2,end) < 0
x(2,end) = 0;
end

%sGrafische Ausgabe

figure (1)

plot(t,X(:,1),’—b’,t,X(:,2),’—r’,’LineWidth’,1.5);

xlabel (’Zeit in Jahren’,’Fontsize’ ,14,...
>Interpreter’,’LaTex’);

ylabel (’Populationsgr{\"o}{\ss}te in Individuen’,...
>Fontsize’,14,’Interpreter’,’LaTex’);

legend ({’Beute’,’R{\"a}tuber’},’Fontsize’ ,14,...
>Interpreter’,’LaTex’);

%Berechnung des Phasenportraets
[X,Y] = meshgrid(50:150:3500,50:150:2000) ;
X = X7,
=Y,
= length(X(:,1));
= length(X(1,:));
zeros (M,N) ;
= zeros (M,N);
= 0;
or m = 1:M
for n = 1:N
xdot = lotkaVoltMod (0,[X(m,n);Y(m,n)],D,K,h,k,s,r);
1 = sqrt(xdot (1) "2+xdot(2)~2);
U(m,n) = xdot(1)*100/1; %->Skalierung
V(m,n) = xdot(2)*100/1; %->Skalierung
end
end

H S =32 <
I

%Grafische Ausgabe des Phasenportraets

figure (2)

plot(x(:,1),x(:,2),’Color’,[1 .5 0],’LineWidth’,1.5);
hold on

quiver (X,Y,U,V,’AutoScale’,’off’);

axis ([0 3500 0 2000])

xlabel (’Anzahl Beutetiere’,’Fontsize’ ,14,...
>Interpreter’,’LaTex’);

ylabel (’Anzahl R{\"aluber’,’Fontsize’,14,...
>Interpreter’,’LaTex’);

Datei: LotkaVoltModSim.m
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Anhang A.3: Anhang A.3: Simulationen [2.4.4{ und [2.4.5| (Kompetitives Modell)

Code fiir die Berechnung der Anderung der Populationsgrofen Ny, Ny zu einem Zeitpunkt ¢ in
Abhéngigkeit der beiden Populationsgrofsen

%Berechnet das Populationswachstum

hzum Zeitpunkt t

hgemaess kompetitiven Modell

T dN1/dt = r1xN1*(1-N1/K1-b12%N2/K2)

To dN1/dt = r2xN2*(1-N2/K2-b21*N1/K1)

function xdot = competitive(t,x,K1,K2,b12,b21,r1,r2)
if x(1) < O

x(1) = 0;
end
if x(2) <0
x(2) = 0;
end

xdot = [ri1*x(1)*(1-x(1)/K1-b12*xx(2)/K2);
r2xx (2) *(1-x(2) /K2-b21*x (1) /K2)];
end

Datei: competitive.m
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Code fiir die eigentliche Simulation (Hier fiir Simulation|2.4.4] fiir die Ergebnisse von Simulation
2.4.5| geniigt es, die entsprechenden Zeilen von Kommentar- in Code-Zeilen umzuwandeln.)

hSimulation des kompetitiven Modells
clear all; close all;

ct
I

[1; %Speicher fuer die Zeitpunkte
1; hSpeicher fuer die Populationsgroessen

"
1

t0 = 0;
T = 100; hWachstum ueber 100 Jahre
x0 = [1000;500]; hAnfangsgr.: 1000 Individuen von Spez. 1,

%500 von Spez. 2
% Werte fuer stabiles Gleichgewicht
» x0 = [1000;1000];

% rl = 0.5;
% bl2 = 1/3;
[t,x] = ode45(@(t,x) competitive(t,x,K1,K2,b12,b21,r1,r2),...

[t0 T]1,x0);

hggf. Korrektur de letzten Werte
if x(1,end) < O
x(1,end) = 0;
end
if x(2,end) < O
x(2,end) = 0;
end

%sGrafische Ausgabe
plot(t,x(:,1),’-b’,t,x(:,2),’-r’,’LineWidth’,1.5);
xlabel (’Zeit in Jahren’,’Fontsize’ ,14,...

>Interpreter’,’LaTex’);
ylabel (’Populationsgr{\"o}{\ss}te in Individuen’,...
>Fontsize’,14,’Interpreter’,’LaTex’);
legend ({’Spezies 1°’,’Spezies 2’},’Fontsize’  ,14,...
>Interpreter’,’LaTex’);

Datei: CompetitiveSim.m
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Anhang A.4: Anhang A.4: Simulationen (Symbiose-Modell)

Code fiir die Berechnung derAnderung der Populationsgroken Ny, N, zu einem Zeitpunkt ¢ in
Abhéngigkeit der beiden Populationsgrofsen

%Berechnet das Populationswachstum

hzum Zeitpunkt t

hgemaess symbiotischen Modell

T dN1/dt = r1*N1*(1-N1/K1+b12%N2/K1)

T dN1/dt = r2xN2*(1-N2/K2+b21*N1/K2)

function xdot = symbiotic(t,x,K1,K2,b12,b21,rl1,r2)
hggf. Korrektur (-> nicht negative Populationsgroessen)
if x(1) <0

x(1) = 0;
end
if x(2) <0
x(2) = 0;
end

xdot = [ri1*x(1)*(1-x(1)/K1+b12*xx(2)/K2);
r2*x(2) *(1-x(2) /K2+b21*x (1) /K2)];
end

Datei: symbiotic.m

Code fiir die eigentliche Simulation

sSimulation des symbiotischen Modells
clear all; close all;

ct
1

[1; %Speicher fuer die Zeitpunkte
x = []; %Speicher fuer die Populationsgroessen

K1 = 2000; K2 = 3000;

bl2 = 1/2; b21 = 1/2;

rl = 0.5; r2 = 0.8;

t0 = 0;

T = 100; %Wachstum ueber 100 Jahre

x0 = [1000;500]; hAnfangsgr.: 1000 Individuen von Spez. 1,

%500 von Spez. 2

[t,x] = ode45(@(t,x) symbiotic(t,x,K1,K2,b12,b21,r1,r2),...
[t0 T],x0);

%sGrafische Ausgabe
plot(t,x(:,1),’-b’,t,x(:,2),’-r’,’LineWidth’ ,1.5);

xlabel (’Zeit in Jahren’,’Fontsize’ ,14°, ...
>Interpreter’,’LaTex’);

ylabel (’Populationsgr{\"o}{\ss}te in Individuen’,...
>Fontsize’,14’,’Interpreter’,’LaTex’);

legend ({’Spezies 1’,’Spezies 2’},’Fontsize’ ,14°,...
>Interpreter’,’LaTex’);

Datei: SymbioticSim.m
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Anhang B: Anhang B: Matlab-Codes zu Kapitel [2.5 (Lorenz-Modell)

Code fiir die Berechnung der Anderung der z,-,3- und z-Koordinaten gemiif dem Lorenz-Modell.

%Lorenz -Modell

% d/dt x = sigma(y-x)

h d/dt y = rx-y-xz

% d/dt z = xy - bz

hox = [x;y;2]

function xdot = lorenz(x,sigma,r,b)
xdot = [0; 0; O0];
xdot (1) = sigmax*(x(2)-x(1));
xdot (2) r*x(1)-x(2)-x(1)*x(3);
xdot (3) x(1)*x(2) -b*xx(3) ;

end

Datei: lorenz.m

Code fiir die eigentliche Simulation. Aufgrund der Sensibilitdt gegeniiber den Anfangsbedin-
gungen wird hier, anstatt des in den vorherigen Simulationen verwendetet Dormand-Prince-
Verfahrens, das vorimplementierte Verfahren ode113 verwendet, bei welchem man auf aufgrund
der hoheren Ordnung des Kontrollverfahrens geringere Abweichungen von der tatsdchlichen
Losung erwarten kann.

%Simulation des Lorenz-Modells
close all; clear all;

%"Klassische" Parameter

sigma = 10;
b = 8/3;
r = 28;

hFuer die Matlabsolver benoetigte odefun
f=0(t,x) lorenz(x,sigma,r,b);

t0 = 0; hStartzeitpunkt
T = 50; hEndzeitpunkt
%Startwerte

x0 = [1;1;1];
y0 = [0.9999998;1.0000002;1.00000021;

t1 = []; %iSpeicher fuer die Zeitpunkte
t2 = [1;
x1 = []; %Speicher fuer die Datenpunkte,

hx(1) = x, x(2) =y, x(3) = z
x2 = [1;

sChaotisches Verhalten -> Kontrollverfahren 13. Ordnung
haussagekraeftiger als Kontrollverfahren 5. Ordnung

[t1,x1]= odel13(@(t,x) f(t,x),[t0 T],x0);
[t2,x2]= odel13(@(t,x) f(t,x),[t0 T1,y0);

hVorbereitung fuer die Synchronisation
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%“der Achsenverhaeltnisse

xMax = max(max(x1(:,1)) ,max(x2(:,1)));
yMax = max(max(x1(:,2)),max(x2(:,2)));
zMax = max(max(x1(:,3)),max(x2(:,3)));
xMin = min(min(x1(:,1)) ,min(x2(:,1)));
yMin = min(min(x1(:,2)) ,min(x2(:,2)));
zMin = min(min(x1(:,3)),min(x2(:,3)));

%hGrafische Ausgabe

figl = figure(1);
set (figl, ’position’, [200,200,1000,700]);
plot(tl,x1(:,1),’-b’,t2,x2(:,1),’-r’,’LineWidth’,1.2);
xlabel (’$t$’,’FontSize’,16, ’Interpreter’,’LaTex’);
ylabel (’$x$-Wert’,’FontSize’ ,16, ’Interpreter’,’LaTex’);
legend ({’Startwert $(1,1,1)°T$’>,...
’Startwert $(0.9999998,1.0000002,1.0000002) "T$’},...
>FontSize’,13,’Interpreter’,’LaTex’);
axis ([0 50 -30 30]);

fig2 = figure(2);

set(fig2, ’position’, [200,200,1200,700]);

subl = subplot(1,2,1);

plot3(x1(:,1),x1(:,2),x1(:,3),’-b’,’LineWidth’ ,1.2);

xlabel (’$x$’,’FontSize’ ,16, ’ Interpreter’,’LaTex’);

ylabel (’$y$’,’FontSize’ ,16, ’ Interpreter’,’LaTex’);

zlabel (’$z$’,’FontSize’ ,16, ’ Interpreter’,’LaTex’);

title(’Startwert $(1,1,1)"T$’,’FontSize’ ,14,...
>Interpreter’,’LaTex’);

ax = gca;

axis equal;

grid on;

axis ([xMin, xMax, yMin, yMax, zMin, zMax]);

set(ax,’Ydir’,’reverse’) ;

sub2 = subplot(1,2,2);

plot3(x2(:,1),x2(:,2),x2(:,3),’-r’,’LineWidth’ ,1.2);

xlabel (’$x$’,’FontSize’ ,16,’ Interpreter’,’LaTex’);

ylabel (’$y$’,’FontSize’ ,16,’ Interpreter’,’LaTex’);

zlabel (’$z$’,’FontSize’,16, ’Interpreter’,’LaTex’);

title(’Startwert $(0.9999998,1.0000002,1.0000002)"T$’,...
>FontSize’,14,’Interpreter’,’LaTex’);

ax = gca;
axis equal;

grid on;

axis ([xMin, xMax, yMin, yMax, zMin, zMax]);
set (ax,’Ydir’,’reverse’) ;

Datei: LorenzSim.m
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Anhang C: Anhang C: Matlab-Codes zu Kapitel (3| (Optimierung und
Optimale Steuerung)

Anhang C.1: Anhang C.1: Steepest-Descent

Code fiir das Gradienten-Verfahren.

% f, gradf: Function-handels von Funktion und Gradient
%» beta: Positiver Parameter < 1 fuer die Armijo-Regel
%» sigma: Parameter fuer die Abstiegungsbedingung.
% epsilon: Abbruchbedingung
%» maxIter: Maximale Iterationszahl
function [x,iter] = gradientMethod (f,gradf,bx0,beta,
sigma, epsilon,maxIter)
k = 0;
xk = x0;
%Solange Abbruchbedingung nicht erfuellt
while norm(gradf (xk))> epsilon && maxIter>k
%Nehme steilsten Abstieg als Suchrichtung

dk = -gradf (xk);
%Armijo-Linesearch
tk = 1;

while f (xk+tkx*dk)>f (xk)-sigma*tk*dk’*dk
tk = tkx*xbeta;

end
hAktualisierung von xk
xk = xk+tkx*xdk;
k = k+1;

end

x = xk;

iter = k;

end

Datei: gradientMethod.m

Anhang C.2: Anhang C.2: Augmentiertes Lagrange-Verfahren

Code fiir das augmentierte Lagrange-Verfahren.

% £, h, gradf, jacobh: Function-handels der zu minimierenden
%» Fkt., der Nebenbedingung, sowie der zugehoerigen
% Ableitungen
% x0, lambdaO sind Startwerte
% epsl und eps2 bestimmen die Abbruchkriterien
% maxIter ist die maximale Anzahl an Iterationen
function [x, lambda, iter] = augmentedLagrangian(f, h, gradf,
jacobh, x0, lambdaO, cO, epsl, eps2, maxIter)
lambdak = lambdaO;

ck = c0;

xk = x0;

k = 0;

hSolange Abbruchbedingung nicht erfuellt

while (norm(gradf (xk)+jacobh(xk) ’>*lambdak)>epsl || norm(h(xk)

) > eps2) && maxIter > k
sUmwandlung in ein unrestringiertes Problem mittels
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haugmentierter Lagrange-Funktion
alag = @(x) f(x)+lambdak’*h(x)+ck/2*norm(h(x)) "2

b

gradLag = @(x) gradf(x)+jacobh(x) ’*lambdak+ck*jacobh(x) ’*

h(x);
x_old = xk;
sMinimiere Lagrange-Funktion
xk = gradientMethod (alag,gradlag,xk,0.5, 10~-4,
maxIter) ;
lambdak = lambdak+ck*h (xk) ;
sWenn Annaeherung an Nebenbedingungsmenge
hzu gering -> Erhoehe Penalty-Parameter
if norm(h(xk)) > 0.5*norm(x_old)

ck = 10x*xck;
end
k = k+1;
end
x = xk;
lambda = lambdak;
iter = k;

end

10~ -8,

Datei: augmentedLagrangian.m

Anhang C.3: Anhang C.3: L6sung eines optimalen Steuerungproblems

Code fiir die Losung eines Optimalen Steuerungsproblems mit einem Differentialgleichungsmo-

dell der Form

T
min J(y,u) = / [(t,y,u)dt
0

Fiir die Losung des Modells wurde jeweils der explizite bzw. implizite Euler angewandt. Pro-
blemspezifische Parameter wie Diskretisierung, Modellfunktion (f), Funktional J, sowie par-
tielle Ableitungen werden jeweils mittels einem sogenannten structure arry (OCP genannt)

iibergeben, die Anzahl an Parametern einer Funktion vermieden werden.

function [y,u] = ocpGradient(u0, OCP, delta, kmax, eps)
hAnzahl Gitterpunkte
n = length(0CP.dt);
%Laufvariable

k = 0;

[reducedGrad, yO0] = computeGradient (OCP,u0);
u = ul;

y = y0;

%0ptimierungssschleife

while norm(reducedGrad ,2) > eps && k < kmax
[alpha,y,u] = linesearchEx(u, y, reducedGrad,

delta, 2, 0CP);

[reducedGrad, y0] = computeGradient (u,0CP);
k = k+1;

end

end

Datei: ocpGradient.m
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Fiir die zugrunde liegende ,linesearch® wurde die Armijo-Regel verwendet:

function [alpha,y,u] = linesearch(u0, yO, reducedGrad, delta,
alphaO, OCP)

n = length(0OCP.dt)-1;

alpha = alphaO;

u = u0-alpha*reducedGrad;

y 0CP.yO0;

hLoese die Dgl. fuer y

hmittels explizitem Euler

for i = 1:n
h = OCP.dt(i+1)-0CP.dt(i);
y [y, y(i)+h*0CP.£(0CP.dt (i) ,y(i),u(i))];

end

k = 0;

%Suche passendes alpha

while OCP.J(y,u)>0CP.J(y0,u0)-...

delta*alpha*norm(reducedGrad ,2) "2 && k < 16

alpha = alpha/2;

u = uO-alpha*reducedGrad;
y = 0CP.yO0;
for i = 1:n
h = OCP.dt(i+1)-0CP.dt(i);
y = [y, y(i)+h*0CP.f(0CP.dt(i),y(i),u(i))];
end
k = k+1;

Datei: linesearch.m

Der Gradient wird mit der folgenden Funktion berechnet:

function [reducedGrad, y,lambda] = computeGradient (u,0CP)
%Anzahl an Gitterpunkten ohne den Startknoten
n = length(OCP.dt) -1;
y = 0CP.yO;
hLoese die Dgl. fuer y
Jmittels expliziten Euler
for i = 1:n
h = OCP.dt(i+1)-0CP.dt(i);
y [y, y(i)+h*0CP.£f(0CP.dt(i),y(i),u(i))];
end

hBerechne den Lagrange-Multiplikator
hmittels impliziten Euler
lambda = zeros(n+1,1);
for i=n:-1:1
h OCP.dt (i+1)-0CP.dt (i) ;
d -0CP.f_y(0OCP.dt(i+1),y(i+1) ,u(i+1))*lambda(i+1)+...
OCP.1_y(OCP.dt(i+1),y(i+1),u(i+1));
lambda(n) = lambda(n+1)-h*d;
end

%Setze den reduzierten Gradienten =zusammen
reducedGrad = -0CP.f_u(0OCP.dt,y,u)*lambda+...
OCP.1_u(0OCP.dt,y,u);
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‘end

Datei: computeGradient.m

Zum Testen kann beispielsweise das folgende Skript verwendet werden. Es entspricht dem Pro-

blem (3.4.25).

close all; clear all;
hErstellung des Structure arrays
OCP.dt = [0:0.1:1];

%»Dgl-Modell und Integrand

0CP.y0 = 1;

OCP.f = @(t,y,u) y+u~2;

OCP.1 = @(t,y,u) y~2+u~2;
hPartielle Ableitungen

0CP.f_y = @(t,y,u) 1;

OCP.f_u = Q@(t,y,u) 2%u;
0CP.1_y = @(t,y,u) 2xy;
0CP.1_u = Q@(t,y,u) 2%u;

%Berechnung des Integralls mittels Trapezregel

OCP.J = @(y,u) sum(1/2%x(0CP.dt(2:end) -...
OCP.dt(1:end-1)) .*x(y(l:end-1) ."2+u(l:end-1) .7 2+. ..
y(2:end) .~ 2+u(2:end) .~2));

%Maximale Iterationszahl

kmax = 100000;

eps = 10°-7;

delta = 0.8;

u0 = 2xrand(1,length(0CP.dt));

[y,ul] = ocpGrad(u0O, OCP, delta, kmax, eps);

plot (OCP.dt,y,0CP.dt ,u)

legend (’Zustand’,’Kontrolle’)

Datei: TestOCP.m
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Anhang D: Anhang D: Matlab-Codes zu Kapitel 4| (Inverse Probleme)

Code fiir die Parameter-Identifikation eines Differentialgleichungsmodells der Form

v = f(x,y,p), y(wo) = yo

Der Code wurde moglichst allgemein gehalten, so konnen z. B. verschieden ODE-Lésungsmethoden
ausprobiert oder die Anzahl an Messdaten verdndert werden, ohne dass der Algorithmus geén-
dert werden muss. Die Messpunkte, Messdaten, Dynamik sowie der Anfangswert werden mittels
einem structure array MODEL {ibergeben, ODE enthélt Function(handles) fiir die Abbildung
p — y sowie deren Gradienten. p0 beschreibt die Startnéherung fiir p. Der abgebildete Al-
gorithmus kombiniert die Armijo-Regel mit dem Levenberg-Marquardt-Verfahren, wofiir die
restlichen Parameter bestimmt sind.

% Identifiziert fuer ein Problem der Form
/A y’>=f(x,y,p), y(x0)= yO
% den Parameter p zu gegebenen Messdaten
function [y,p] = parameterID(MODEL, ODE, pO, sigma, beta, eps,
maxIter)
hLeast -Squares -Funktional
J = @(p) 1/2*norm(0DE.solve (MODEL.xd, MODEL.yO,p, MODEL.f)-
MODEL .yd ,2) ~2;
gradJ = @(p) ODE.grad (MODEL.xd, MODEL.yO,p, MODEL.f) ’>*...
(ODE.solve (MODEL.xd, MODEL.yO,p, MODEL.f)-MODEL.yd);
%Suchrichtung
pk = p0;
grad = gradJ(pk);
k = 0;
while norm(grad) > eps && k < maxIter
val = J(pk);
% Je naeher man der optimalen Loesung ist, desto
% weniger muss der Regularisierungsparameter
%» eine Nachjustierung erzwingen -> er soll
% kleiner werden
lambda = min([1,norm(grad), vall);
tmp = ODE.grad(MODEL.xd, MODEL.yO,pk, MODEL.f);
dk = -(tmp’*tmp+lambdax*eye(length(pk)))\grad;
tk = 1;
while J(pk+tkxdk) > val+sigma*tk*grad’*dk
tk = tkxbeta;
end
pk = pk+tkx*xdk;
grad = gradJ(pk);

k = k+1;
end
p = pk;
y = ODE.solve (MODEL.xd, MODEL.yO,p, MODEL.f);

end

Datei: parameterID.m

Der Algorithmus lésst sich z. B. mit folgendem Skript testen, welches ihn auf das Problem

yY=py ylr)=1peR

anwendet.
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close all; clear all;

hErstellung der Structure-Arrays
h =0.1;

MODEL.xd = [0:h:1]7;

%Exakte und gestoerte Daten

pExact = -0.5;
yExact = exp(pExact*MODEL.xd) ;
noise = 0.01;

MODEL.yd = yExact.*(l1+noise*randn(length (MODEL.xd) ,1));
MODEL.y0 = 1;
MODEL.f = @(x,y,p) y*p;

»Dgl-Solver und Gradient
ODE.solve =

@(grid, yO, p, f) explicitEuler(grid, yO, p, £f);
ODE.grad =

@(grid, yO, p, f) explicitEulerGradient(grid, yO, p, £f);

%Maximale Iterationszahl
maxIter = 10000;

eps = 10°-7;

beta = 0.5;

sigma = 10°-3;

po = -1;
[y,p] = parameterID(MODEL, ODE, pO, sigma, beta, eps, maxIter);

fig = figure(’visible’,’off’);
movegui (’center’);

plot (MODEL.xd,yExact,’-ob’,MODEL.xd,MODEL.yd,’--xr’,...

MODEL .xd,y,’-.xm’,’LineWidth’ ,1.6);
legend ({’Exakte Daten’, ’Messdaten’,

’Daten zum rekonstruierten $p$’}, ’Interpreter’, ’LaTex’);
set (fig,’visible’, ’on’);

Datei: TestParameterID.m

Das explizite Eulerverfahren sowie dessen Gradient bzgl. p sind in den folgenden MATLAB-
Dateien beschrieben.

/» Berechnet die Loesung des AWPs

ho oy’=f(x,y,p), dim(p) =1

% y(x0) = yo

%» auf dem vorgegebenen Gitter

% x0 muss selbst Gitterpunkt sein

function y = explicitEuler(grid, yO0, p, f)
n = length(grid);
steps = grid(2:n)-grid(1:n-1);

y = y0;
for i = 1:n-1

y = [y; y(i)+steps(i)*f(grid(i),y(i),p)];
end
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end

Datei: explicitEuler.m

b
b
T
o
T
b

Berechnet den Gradienten zur Abbildung p -> y,
wobei y Loesung des AWPs

y’=f(x,y,p), dim(p) = 1

y(x0) = yo

auf dem vorgegebenen Gitter ist.

x0 muss selbst Gitterpunkt sein

function grad = explicitEulerGradient(grid, yO, p, )

steps = grid(2:end)-grid(l:end-1);
n = length(steps);
grad = zeros(n+1,1);

% Es gilt: y_0 = y_0, y_k = y_O0*x(1+h_Ox*xp)*...*x(1+h_(k-1)*p)

% Daraus laesst sich der Gradient rekursiv mittels
% Produktregel berechnen, d. h.

hoy_k? = y_(k-1)*h_(k-1)+y_(k-1) >*(1+h_(k-1) *p)
% prod = Produkt y_Ox...*xy_(k-1)

prod = yO0;

for i = 1:n

tmp = prodxsteps(i)+grad(i)*(1l+steps(i)*p);
prod = prodx(l+steps(i)x*p);
grad (i+1) =tmp;

end

end

Datei: explicitEulerGradient.m
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Anhang E: Anhang E: Matlab-Codes zu Kapitel |5 (Stochastische Dif-
ferentialgleichungen)

Bei den nun folgenden MATLAB-Codes handelt es sich groftenteils um die in [3I] ange-
gebenen, welche, von einigen kleinen Anderungen (v. a. grafische Ausgabe und Kommenta-

re) abgesehen, unverdndert ibernommen wurden. Der in [31] angegebene Downloadlink http:

/ /www.maths.strath.ac.uk/~aas96106 /algfiles.html scheint tot zu sein, jedoch sind sdmtliche
MATLAB-Dateien des Artikels iiber https://people.cs.clemson.edu/ " steve/ CPLSCMODS /SDE-matlab /
algfiles.html erhéltlich.

Anhang E.1: Anhang E.1: Simulation einer Brownschen Bewegung

Code fiir die normale Brownsche Bewegung.

rng (100, >vbnormal ’) » Initialisierung des Generators
T =1; N =500; dt = T/N;

dW = zeros(1,N);
W = zeros(1,N);

dWw(1) = sqrt(dt)*randn;
W(1l) = dw(1l);
for j = 2:N
dW(j) = sqrt(dt)*randn;
W(j) = W(j-1)+dw(j)
end

%» Alternative, effizientere Implementierung
% dW = sqrt(dt)*randn(1,N);
% W = cumsum(dW) ; % Kumulative Summe

plot ([0:dt:T],[0,W],’r->, ’LineWidth’, 1.5);
xlabel (’$t$’,’FontSize’ ,16,’ Interpreter’,’LaTex’)
ylabel (’$W(t)$’,’FontSize’,16,’ Interpreter’,’LaTex’,’Rotation’,0)

Datei: bpath.m

Code fiir eine Verkettung der Brownschen Bewegung.

rng (100, >vbnormal ’)

T =1; N = 500; dt = T/N; t = [dt:dt:1];
M = 1000; %» Anzahl Probepfade
dWw = sqrt(dt)*randn(M,N); % Wiener -Inkremente

W = cumsum(dW,2) ;

U = exp(repmat(t, [M 1]) +0.5%W);

Umean = mean(U);

plot ([0,t],[1,Umean],’b-’,’LineWidth’,1.5), hold on

plot ([0,t],[ones(5,1),U(1:5,:)],’r--?,’LineWidth’,1.5)

xlabel (’$t$’, ’FontSize’, 16, ’Interpreter’,’LaTex’)

ylabel (’$U(t)$’, ’FontSize’, 16, ’Interpreter’,’LaTex’,...
>Rotation’ ,0)

legend ({’Mittel \"uber 1000 Pfade’, ’5 einzelne Pfade’},

Seite 231


http://www.maths.strath.ac.uk/~aas96106/algfiles.html
http://www.maths.strath.ac.uk/~aas96106/algfiles.html
https://people.cs.clemson.edu/~steve/CPLSCMODS/SDE-matlab/algfiles.html
https://people.cs.clemson.edu/~steve/CPLSCMODS/SDE-matlab/algfiles.html

’FontSize’,14,’Interpreter’,’LaTex’,’Location’,’Northwest’)‘

Datei: bpath3.m

Anhang E.2: Anhang E.2: Simulation der Euler-Mayurama-Methode (Kapitel )
Das Ergebnis ist in Abbildung dargestellt.

» EM Euler -Maryama-Methode fuer lineare SDE

yA
yA dX = lambda*X dt + mux*xX dw
% mit lambda = 2, mu = 1 und Xzero = 1

% Diskretisierter Brownscher Pfad auf [0,1] mit dt = 2~(-8)
% Zeitschritt fuer Euler -Maruyama: R*dt

seed = 100;

rng (seed,’vbnormal ’)

lambda = 2; mu = 1; Xzero = 1; % Problemspezifische Parameter
T=1; N = 2-8; dt = 1/N;

dW = sqrt(dt)*randn(1,N); % Wiener -Inkremente

W = cumsum(dW) ; % Diskretisierter Brownscher Pfad

Xtrue = Xzeroxexp((lambda-0.5*mu~2)*([dt:dt:T])+mux*W) ;
plot ([0:dt:T],[Xzero, Xtrue],’m-’,’LineWidth’,1.5); hold on

R = 4; Dt = Rxdt; L = N/R;

Xem zeros (1,L);
Xtemp = Xzero;
for j = 0:L-1

Winc = sum(dW(R*j+1:R*x(j+1)));
Xtemp = Xtemp + Dtxlambda*xXtemp + mu*xXtemp*Winc;
Xem(j+1) = Xtemp;

end

plot ([0:Dt:T],[Xzero,Xem],’r--%x’,’LineWidth’,1.5); hold off

xlabel (’$t$’, ’FontSize’,16,’Interpreter’,’LaTex’)

ylabel (’$X$’,’FontSize’,16,’Rotation’,0’, ’HorizontalAlignment’,”’
right’,’Interpreter’,’LaTex’)

legend ({’Exakte L{\"o}sung’,’Ergebnisse von EM’}, ’FontSize’,12,’
Interpreter’,’LaTex’,’Location’,’Northwest’)

emerr = abs(Xem(end)-Xtrue(end))

Datei: em.m
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Anhang E.3: Anhang E.3: Code fiir den Test der starken Konvergenz
Das Ergebnis ist in Abbildung dargestellt.

HEMSTRONG Veranschaulichung der starken Konvergenz der EM-
Methode

%» mit Hilfe der Test-SDE

A dX = lambda*X dt + mu*X dW, X(0)

% mit lambda = 2, mu = 1 and XzerQO =

b

%» Die Schrittweite des Brownschen Pfades ist dt = 2°(-9).

% Fuer die EM werden 5 verschiedene Zeitschritte getestet:

% 16dt, 8dt, 4dt, 2dt, dt.

% Der Fehler wird zum Zeitpunkt T=1 betrachtet: E | X_L - X(T)
|

= Xzero,
1.

rng (100, ’>vbnormal ’)

lambda = 2; mu = 1; Xzero = 1; % Problemparameter

T =1; N = 2"9; dt = T/N; b

M = 1000; % Anzahl der Probepfade
Xerr = zeros(M,5);

for s = 1:M,
dW = sqrt(dt)*randn(1,N);
W = cumsum(dW) ;
Xtrue = Xzeroxexp((lambda-0.5%mu~2)+mu*W(end)) ;
for p = 1:5
R 2~(p-1); Dt = R*dt; L = N/R; % EM-Schritt
Xtemp = Xzero;
for j = 1:L
Winc = sum(dW(R*x(j-1)+1:R*xj));
Xtemp = Xtemp + Dt*xlambda*xXtemp + mu*xXtempx*Winc;

end
Xerr(s,p) = abs(Xtemp - Xtrue);
end
end

figure(’position’, [686,330,480,330])

Dtvals = dt*(2.([0:4]));

hsubplot (1,2,1)

loglog(Dtvals ,mean(Xerr),’bx*-’, ’LineWidth’, 1.5), hold on

loglog(Dtvals,(Dtvals."~(.5)),’r--’,’LineWidth’, 1.5), hold off

axis ([1e-3 1le-1 1e-4 1])

axis square

xlabel (’$\mathit{\Delta} t$’,’FontSize’,14,’ Interpreter’,’LaTex’)

ylabel (’Testdurchschnitt von $\left| X(T) - X_L \rightl|$’,...
>FontSize’,14,’Interpreter’,’LaTex’)

title(’Starke Konvergenz’,’FontSize’,12)

Datei: emstrong.m
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Anhang E.4: Anhang E.4: Code fiir den Test der schwachen Konvergenz

Fiir den Test der schwachen Konvergenz der schwachen Euler-Maruyama-Methode geniigt es,
die entsprechenden Zeilen auszukommentieren. Das Ergebnis ist in Abbildung dargestellt.

HEMWEAK Veranschaulichung der schwachen Konvergenz der EM-Methode
% sowie der schwachem EM-Methode anhand der SDE

To

% dX = lambda*X dt + mux*X dW, X(0) = Xzero,

b

% mit lambda = 2, mu 0.1 and Xzero = 1.

%» Die Schrittweite des Brownschen Pfades ist dt = 2°(-9).
%» Fuer die EM werden 5 verschiedene Zeitschritte getestet:
% 16dt, 8dt, 4dt, 2dt, dt.

% Der Fehler wird zum Zeitpunkt T=1 betrachtet:

% E | X_L - X(T) |.

Il

rng (100, >vbnormal ’)

lambda = 2; mu = 0.1; Xzero = 1; T = 1;
M = 50000; % Anzahl der Probepfade

Xem = zeros(5,1);
for p = 1:5
Dt = 2~ (p-10); L = T/Dt;
Xtemp = Xzero*xones(M,1);
for j = 1:L
Winc = sqrt(Dt)*randn(M,1);

hWinc = sqrt(Dt)*sign(randn(M,1)); %%Schwache Euler-
A Maruyama -Methode E-M %%
Xtemp = Xtemp + Dt*lambda*Xtemp + mu*Xtemp.*Winc;
end
Xem(p) = mean(Xtemp);

end
Xerr = abs(Xem-exp(lambda));

figure(’position’, [400,300,1050,390])

Dtvals = 2.~ ([1:5]-10);

subplot (1,2,1)

%subplot (1,2,2) %%Schwache Euler -Maruyama-Methode E-M %%

loglog(Dtvals ,Xerr,’b*-’, ’LineWidth’, 1.5), hold on

loglog(Dtvals ,Dtvals,’r--’,’LineWidth’, 1.5), hold off

axis ([1e-3 1le-1 1e-4 1])

axis square

xlabel (’$\mathit{\Delta} t$’,’FontSize’,14,’Interpreter’,’LaTex’)

ylabel ([’$\1eft |[E(X(T)) -\right.$ Testdurchschnitt von ’...
>$\left . X_L\right[$’], ’FontSize’ ,14,...
>Interpreter’,’LaTex’)

title(’Euler -Maruyama-Methode’,’FontSize’ ,12)

htitle (’Schwache Euler -Maruyama-Methode’,’FontSize’,12)

b %%Schwache Euler -Maruyama-Methode E-M %%

Datei: emweak.m
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Anhang E.5: Anhang E.5: Code fiir den Test der Stabilitit
Das Ergebnis ist in Abbildung dargestellt.

%STAB Stabilitaetstest anhand der Euler-Maruyama-Methode
/» anhand der Testgleichung

yA

% dX = lambda*X dt + mux*X dW, X(0) = Xzero,
yA

%» mit lambda = -3, mu = sqrt(3) und Xzero = 1.

rng (100, ’>vbnormal ’)
T = 20; M = 50000; Xzero = 1;
ltype = {’b-’,’r--",’m-."}; % Linienstile fuer Plot

figure(’position’, [650 300 900 5801])
subplot (211)  %%%%%h%%%%L%%% Quadratisches Mittel %%%hh%hh%hhhhh%
lambda = -3; mu = sqrt(3); % Problemparameter
for k = 1:3
Dt = 2°(1-k);
N = T/Dt;
Xms = zeros(1,N); Xtemp = Xzero*ones(M,1);
for j = 1:N
Winc = sqrt(Dt)*randn(M,1);
Xtemp = Xtemp + Dt*xlambdax*xXtemp + mu*xXtemp.*Winc;
Xms (j) = mean(abs (Xtemp) . 2);
end
semilogy ([0:Dt:T], [Xzero,Xms],ltype{k},’Linewidth’,2), hold
on
end
legend ({’$\Delta t = 1$’,°$\Delta t = 1/28%°,...
>$\Delta t = 1/4$’},’Interpreter’,’Latex’,’FontSize’ ,12)
title(’Stabilit{\"a}tt im quadratischen Mittel’,’FontSize’,16,...

>Interpreter’,’Latex’)
ylabel (’$E\left (\left |X\right|~2\right)$’,’FontSize’ ,14, ...
>Interpreter’,’Latex’)

axis([0,T,1e-20,1e+20]), hold off

subplot (212)  %%%%% Asymptotische Stabilitaet %%h%hhhh
T = 500;
lambda = 0.5; mu = sqrt(6); % Problemparameter
for k = 1:3
Dt = 2°(1-k);
N = T/Dt;
Xemabs = zeros(1,N); Xtemp = Xzero;
for j = 1:N
Winc = sqrt(Dt)*randn;
Xtemp = Xtemp + Dtxlambda*xXtemp + mu*xXtemp*Winc;
Xemabs (j) = abs(Xtemp);
end
semilogy ([0:Dt:T], [Xzero,Xemabs],ltype{kl},’Linewidth’,2),
hold on
end

semilogy ([0:Dt:T],eps+[0:Dt:T].*0, ’k-",’Linewidth’,2), hold on
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legend ({’$\Delta t = 1$’,°$\Delta t = 1/2%°,...
>$\Delta t = 1/4$°},’Interpreter’,’Latex’)
title(’Asymptotische Stabilit{\"al}tt’,’FontSize’,16,...
>Interpreter’,’Latex’)
ylabel (’$\left |X\right|$’,’FontSize’,14,’Interpreter’,’Latex’)
axis ([0,T,1e-50,1e+100]), hold off

Datei: stab.m
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Anhang E.6: Anhang E.6: Funktion fiir die Euler-Mayurama-Methode (Kapitel
5.3.1))

Code fiir die Euler-Mayurama-Methode zur Losung einer SDE. In dieser Version wurde sie als
moglichst allgemein gehaltene Funktion implementiert, welche alle problemspezifischen Daten
wie Anfangswert, Diskretisierungsschema oder die Differentialgleichung als Parameter enthélt,
sodass sie vielseitig verwendbar ist. (Die hierdurch notigen Fehlermeldungen sind in Englisch
angegeben, da die MATLAB-eigenen Fehlermeldungen ebenfalls in Englisch sind.)

Die optionalen Parameter seed und generator sowie die Befehle rng(’default’), rng(seed)
und rng(seed, generator) dienen hierbei der Initialisierung des Zufallsgenerators. Auf diese
Weise kann eine bestimmte Folge von Zufallszahlen reproduziert werden, sofern dies gewiinscht
ist.

% Euler -Maruyama-Methode fuer eine allgemeine SDE der Form
To

% dX = f(t,X(t))dt + sigma(t,X(t)) dWw, X(0) = Xzero

T

% dt: Zeitinkrement fuer die Brownsche Bewegung,

% Dt: Zeitinkrement fuer EM, muss ganzzahliges

yA Vielfaches von dt sein

b

%» T: Endzeit, muss ganzzahliges Vielfaches von Dt

pA sowie > 0 sein

To

/» seed: Vom Zufallszahlengenerator verwendeter Seed (optional),
/A bei Verwendung des selben Seeds erzeugt ein erneuter
yA Aufruf die selbe Folge an Zufallszahlen

pA seed muss eine Ganzzahl aus zwischen 0 und 2°32-1

pA (einschliesslich) sein

% generator: Typ des Zufallsgenerators (optional),

yA benoetigt die Angabe eines Seeds,

% erlaubt sind:’twister’, ’simdTwister’?,

% ’combRecursive’, ’multFibonacci’,

% >vSuniform’, ’vbnormal’, ’v4’

To

% Erzeugt eine Fehlermeldung, wenn mindestens eine
% der Folgenden Bedingungen erfuellt ist:

yA - Weniger als 6 Inputargumente

yA - Mehr als 8 Inputargumente

yA - ’f’ ist kein function handle

yA - ’sigma’ ist kein function handle

/A - ’dt’ ist keine Zahl vom Typ ’double’

yA - ’Dt’ ist keine Zahl vom Typ ’double’

yA - ’T’ ist keine Zahl vom Typ ’double’

yA - Zufallsgeneratortyp ist angegeben, aber kein seed
yA (sofern angegeben)

yA - ’seed’ ist keine Ganzzahl

yA (sofern angegeben)

pA - ’generator’ ist kein gueltiger Zufallsgeneratortyp
yA (sofern angegeben)

yA - f ist keine Funktion in 2 Variablen

yA - sigma ist eine Funktion 2 Variablen

e - dt <=0

T - Dt <=0
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T

— T <=O

% - Dt/dt ist keine Ganzzahl

% - T/Dt ist keine Ganzzahl

yA - seed < 0 oder seed >= 2732

yA (sofern angegeben)

function [t,X] = eulerMaruyama(f, sigma, Xzero, Dt, dt, T,

seed, generator)
if nargin < 6
error (’Not enough input arguments.’)
elseif nargin > 8
error (’Too many input arguments.’)
elseif not(isa(f,’function_handle’))

error (’Input argument ’’f’’ must be a function handle.?’)
elseif not(isa(sigma,’function_handle’))
error ([’Input argument ’’sigma’’ must be a °’

>function handle.’])
elseif not(isfloat(dt))

error ([’Input argument ’’dt’’ must be ’...
>of type ’’double’’.’])
elseif not(isfloat(Dt))
error ([’Input argument ’’Dt’’ must be ’...
>of type ’’double’’.’])
elseif not(isfloat(T))
error ([’Input argument ’’T’’ must be ’...
>of type ’’double’’.’])
elseif nargin >= 7
if nargin == 8
if not(ischar (generator))
error (’’’generator’’ must be a character array.’)
elseif not(any(ismember ({’twister’,’simdTwister’,...
>combRecursive’,’multFibonacci’, ...
>vbuniform’,’vbnormal’,’v4’},generator)))
error (sprintf ([’’’%s’’ is not a valid ...

’generator type.’],generator))
elseif not(isinteger(seed)) && not(isfloat(seed)) ...

|| round(seed) = seed
error ([’Input argument ’’seed’’ must be a ’...
’nonnegative integer less then 2732 .’]);
elseif seed < O || seed >= 2732
error ([’Input argument ’’seed’’ must be a ’...
’nonnegative integer less then 2732 .’]);
end
elseif ischar(seed) && any(ismember ({’twister’,...
’simdTwister’,’combRecursive’,’multFibonacci’, ...
>vbuniform’, ’vbnormal’,’v4’},seed))
error ([’To use ’’generator’’ option,’...

> a valid seed must be specified.’]);
elseif not(isinteger(seed)) && not(isfloat(seed))...

|| round(seed) ~= seed
error ([’Input argument ’’seed’’ must be a ’...
’nonnegative integer less then 2°32.°])

elseif seed < 0 || seed >= 2732
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end

error ([’Input argument ’’seed’’ must be a ’...
’nonnegative integer less then 2°32.°])

end
elseif nargin(f) "= 2
error ([’Input argument ’’f’’ must be a ’...
>function of two variables.’])
elseif nargin(sigma) ~= 2
error ([’Input argument ’’sigma’’ must be a ’...

>function of two variables.’])

elseif dt <= 0
error (sprintf ([’Input argument °’’dt’’ must be ’.
’nonnegative but was %f.’], dt))

elseif Dt <= 0
error (sprintf ([’Input argument °’’Dt’’ must be 7.
’nonnegative but was %f.’], Dt))

elseif T <= 0

error (’Input argument ’’T’’ must be nonnegative.’)
elseif mod(Dt,dt) ~= 0
error (’Input argument ’’Dt’’ must be nonnegative.’)
elseif mod(T,Dt) = 0
error (’Input argument ’’dt’’ must be nonnegative.?’)
end
if nargin == 7
rng (’default’) » Initialisierung des Zufalls-
rng (seed) %» zahlengenerators
elseif nargin == 8
rng (seed, generator)
end
N = T/dt; % Anzahl an Wiener -Inkrementen
R = Dt/dt; % Anzahl an Wiener -Inkrementen
% fuer Zeitschritt
L = N/R; % Anzahl an Zeitschritten
dW = sqrt(dt)*randn(1,N); % Wiener -Inkremente
t = [0:Dt:T]; %» Diskretisierung von [0,T]
X = zeros(1,L+1); %» Vorinitialisierung der Loesung
» zwecks Effizienz
Xtemp = Xzero;

X(1) = Xzero;
for j = 0:L-1
Winc = sum(dW( R*j+1:R*x(j+1)));
Xtemp = Xtemp + f(t(j+1), Xtemp)*Dt
+ sigma(t(j+1), Xtemp)x*Winc;
X(2+j) = Xtemp;
end

Datei: eulerMaruyama.m
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