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ZUSAMMENFASSUNG. Im ersten Abschnitt wird die Stabilitdt im Spezialfall skalarer autonomer Diffe-
rentialgleichungen behandelt, wihrend im zweiten die Theorie auf autonome 2-dimensionale Systeme
ausgedehnt wird, und im dritten schlieflich ein Beispiel (mit allen auftretenden Féllen) untersucht

wird.
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1. Skalare autonome Differentialgleichungen

1.1. Hilfsmittel. Wie aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen bekannt ist, gilt
der fogende Satz'.

SATZ 1.1 (Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz). Sei in der skalaren autonomen Differen-
tialgleichung

&= f(x)
f lokal Lipschitz-stetig, es gelte also
Ve € RIUs(z) = (2 — 6(z),z + d(x))3K = K(§(x)),
so dass
|f (1) = f(22)] < K[z1 — 23| (V1,22 € Us()),
dann gilt
(a) Das Anfangswertproblem (AWP)

z=f(z) N z(ty) =x0

hat eine eindeutige Lisung.
(b) Diese Lisung kann zu einer maximalen Lisung fortgesetzt werden.

BEWEIS. Buch iiber gew6hnliche Differentialgleichungen. O

1.2. Einfiihrung und Motivation. Das Ziel des qualitativen Zugangs ist es, den Verlauf von
Losungskurven abzuschétzen, ohne die Differentialgleichung explizit zu losen (was in den meisten
Fillen ohnehin nicht moglich ist). Die Vorstellung die dem qualitativen Zugang zugrunde liegt ist
folgende:

Wir stellen uns z(t) als die Position eines Teilchens vor,
das sich ldngs einer Geraden mit der Zeit ¢ bewegt.

| ¢

' x(t) !

|

Mit dieser Vorstellung dringt sich aber sofort die Frage auf, was an den Stellen 2* mit f(z*) =0
geschieht (diese Stellen heiflen stationdre oder kritische Punkte). Gemif unserer Vorstellung hat das
Teilchen in einem stationéiren Punkt z* keine ,,Geschwindigkeit®. Damit ,steht“ das Teilchen in z*
und

x(t) =a*

ist eine Losung der Differentialgleichung.

X

Lésung x(t) = x*

t

IDieser Satz wird bendtigt, um auf die Existenz von lokalen Lésungen und von diesen auf das asymptotisches
Verhalten des untersuchten Systems zu schliefSen.
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Man bezeichnet z* als stationdren Punkt (in der Literatur auch kritischer Punkt).

Was kénnen wir nun iiber die Bewegung eines Teilchens in der Nihe eines stationiren
Punktes aussagen?
Eine Nullstelle von f(z) kann zum Beispiel durch einen Vorzeichenwechsel zustandekommen:

f(x) f(x)> 0
x* X
f(x) <0
>t
X

Interpretieren wir diesen Fall mit der Vorstellung des bewegten Teilchens so bedeutet das:

e Teilchen ,rechts“ von z* bewegen sich nach ,links* da in diesem Bereich z = f(z) < 0 gilt,
die ,,Geschwindigkeit“ des Teilchens is somit negativ.
e Teilchen ,links“ von a* bewegen sich nach ,rechts* da in diesem Bereich & = f(z) > 0 gilt,
die ,,Geschwindigkeit“ des Teilchens is somit positiv.
Was bedeutet dies nun fiir die Lésung?
Alle Losungen, die zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢* einen Punkt z(¢*) enthalten, wobei z(t*) >
x* gilt und z(¢*) sich in ,hinreichender Nidhe* von z* befindet, miissen z* ,asymptotisch erreichen®.

df
dx<o

df
dx

I / t

Das ,Erreichen miissen® folgt aus dem bisher Gesagten, d.h. der obigen Uberlegung bez. der
Beziehung von Geschwindigkeit und Ort. Das ,,asymptotische Erreichen“ folgt aus der Eindeutigkeit
der Losung (Losungskurven kénnen z* nicht schneiden, da z(t) = z* eine (konstante) Losung der
Differentialgleichung ist).
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Das ,,Geschwindigkeitsfeld“ des Teilchens wird als Phasendiagramm bezeichnet.

f(x)

I e

X4 X X

attracting indifferent repelling

Anhand des Phasendiagrammes erkennt man:

e Jedes Teilchen in der Ndhe von x; wird von x; angezogen. Die Losung bleibt also in der
Nihe von 1. Dieses Verhalten wird als attracting (anziehend) bezeichnet.

e Jedes Teilchen in der Ndhe von z3 wird von x3 abgestolen. Die Losung entfernt sich somit
von x3. Dieses Verhalten bezeichnet man als repelling (abstoend).

e Uber x ist keine derartige Aussage moglich: Ob das Teilchen in der Néhe von x5 angezogen
oder abgestofien wird hiingt von der Position des Teilchens ab (ob es sich ,links* oder ,rechts®
von x5 befindet). Diese Art stationdrer Punkte wird indifferent genannt.

1.3. Theorie.
DEFINITION 1.2. Ein stationdrer Punkt z* heifit attracting genau dann, wenn
3>0: [Veze(@ —da"):z=f(x)>0 A Ve (z*,z"+):2=f(x) <0]
gilt.
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DEFINITION 1.3. Ein stationdrer Punkt z* heifit repelling genau dann, wenn
Ve e (z"=d,2"):x=f(x) <0 A Vze(x"z"+0):4=f(x)>0]

356 >0:
gilt.
X

D R e

%>O /
X*

%<0 \

DAL N [

SATZ 1.4. FEin stationdrer Punkt x* ist attracting, wenn

df
5 |lzx=x* 0
dx | <
BeEweEis. Trivial.
f(x)
df
o w0
x* ’x
g I “x
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SATZ 1.5. FEin stationdrer Punkt x* ist repelling, wenn

df
—— |o=z* > 0
d3:|
BEwEIs. Trivial. O
A f(x)
\
x* X
<] - =
X X

BEMERKUNG 1.6. Gilt in einem stationdren Punkt z* % |z=2+ = 0, dann kann keine Aussage iiber
die Art des stationdren Punktes getroffen werden, wie man anhand der folgenden drei Abbildungen
leicht erkennen kann.

f(x)

df _
X ™ O
x* X
X*
< - ~
repelling
A f(x)
df _
/a 0
x* X
X*
==

attracting
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f(x)

xX* X
X*
== ”
indifferent

DEFINITION 1.7. Sei x* stationdrer Punkt der Differentialgleichung
&= f(z)
und z( der ,Startpunkt® des AWP
z=f(z) N z(ty) = xo.
x* heifit stabil genau dann, wenn
Ve>0 36=0(s) >0: [jlz"—zo|<d=|z(t)—z"|<e (VEt>71)].

BEMERKUNG 1.8. Die Definition besagt: Wenn ich in der Néhe eines stabilen stationédren Punktes
beginne, dann bleibe ich in der Ndhe dieses Punktes.

DEFINITION 1.9. Ein stationdrer Punkt o* heifft instabil genau dann, wenn er nicht stabil ist.

SATZ 1.10. Sei f : R — R und x* ein stationdrer Punkt der Differentialgleichung & = f(x).
Dann gilt:

x* ist attracting. < x* ist stabil.
BEMERKUNG 1.11. Dieser Satz gilt nur im eindimensionalen Fall.
BEWEIS. ,,=“ Laut Voraussetzung 3§ > 0, so dass
Vee (z*—0,2"):d=f(x) >0 AN Vexe(z"a"+0):2=f(z) <0
Es ist zu zeigen, dass
Ve>0 35=06(e) >0 Vao: [lz" —xo| <0 =|z(t, (x0,t0)) — 2| <e (Vt>T1=1(t))]

Wir fithren den Beweis durch Widerspruch, es gelte also die Annahme:
1
Je>0VneN Jzg: |rg—2a*| < =,
n

wobei
(1) |z(t, (zo,t0)) — x| >e0  (VE > T(x0)).

Sei nun z¢ > z*, dann gilt x(¢t) > z* (die Losung darf * nicht schneiden). Sei nun n so gro8, dass
xo € (x*,2* + 0), dann gilt laut Voraussetzung f(zo) < 0. Weil der Abstand von zg zu z* beliebig
klein werden kann, aus (1) aber folgt, dass z(t) ab 7 = 7(z¢) einen gréfieren Abstand von z* als
hat, so gilt: V¢t > to hat (t) von z* einen grofieren Abstand als zp (sonst miisste sich  zuerst von
aus auf * zu bewegen, und dann wieder weg, d.h. & miisste 0 werden womit jedoch z(¢) z* schneiden
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wiirde, und das ist ein Widerspruch).
Wenden wir nun den Mittelwertsatz auf 2 im Intervall (¢o,t) an, so ergibt sich:

FEe (t,to): a(t) —xo = 2(8) (t—to)
Laut der Uberlegung im letzten Absatz ist der Ausdruck links vom Gleichheitszeichen positiv. Da
auch (t — to) positiv ist, ergibt sich #(£) > 0. Wéhlen wir nun ¢ nur geringfiigig grofier als ¢g, dann
ist x(§) € (z*,x* + ), also insbesondere
Jz(§) € («5,2" +6): (§) = f(x(§) >0

und das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.

»= Sei x* stabil, dann gilt
Ve>036>0 Vao: [lzo—2"|<d=|z(t)—z"| <e (Vt>71(x0))]-

Diese Aussage ist dquivalent zu
lim x(t,z¢) = a™.

ro—T*

Laut Mittelwertsatz gilt wiederum
e (tto): a(t) —zo = f(2(£))) (t—to).

Wiéhlen wir nun zy < z*, so ist der Ausdruck links vom Gleichheitszeichen positiv (xz(t) muss
grofler als zo sein, da z(t) — x*). Da auch ¢ — tp > 0 ergibt sich insgesamt

f(@(€) >0 (Va(E) € (¢7 - &,27).

Analog erhélt man

f(@(8) <0 (Va(§) € («7, 2" +0).
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BEISPIEL 1.12 (Logistische Gleichung).
dp P
2 =—=kp(l—=) k,M>0
(2) flo) == =kp(l = 57) kM >
Es ist klar, dass die Differentialgleichung genau die kritischen Punkte p = 0 und p = M besitzt.

Zur Charakterisierung der kritischen Punkte leiten wir f nach p ab:

_y ¥

ﬁfk(l_p)_@ daf o
p=0

dp M M dp

Da k > 0 vorausgesetzt wurde, ergibt sich:

=—k
p=M

e p =0 ist attracting, und damit stabil.
o p = M ist repelling, und damit instabil.

BEMERKUNG 1.13. Die Differentialgleichung (2) ist ein Populationsmodell fiir eine grofie Anzahl
von Individuen. Man sieht an diesem Moddell, dass es kein beliebiges Anwachsen einer Bevolkerung
gibt (Ursachen hierfiir sind Krankheiten, Nahrungsknappheit usw.). Alle Losungen néhern sich asym-
ptotisch M.

1.4. Strukturelle Stabilitit und Bifurkation.
BEISPIEL 1.14. Als erstes Beispiel betrachten wir die autonome Differentialgleichung
t=a’+c

mit qualitativen Methoden, wobei wir den Parameter c jetzt variieren.
Fiir ¢ = 0 hat die Phasenebene folgende Gestalt:

‘i
XZ
0 X
> > X
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X

Der stationére Punkt 2 = 0 ist instabil.
Fiir ¢ < 0 ergeben sich die stationéren Punkte 27 = —y/—c und 25 = ++/—c, wobei 2] stabil und
x5 instabil ist.

+'|/-C X

Fiir ¢ > 0 gibt es keine stationdren Punkte. Wir sehen also:

| Bei kleinen Anderungen des Parameters ¢ éndert sich die Phasenebene drastisch. |

BEMERKUNG 1.15. Wir sagen, die Differentialgleichung durchléuft eine Bifurkation. Andert sich
die Phasenebene (und damit das qualitative Verhalten) bei kleinen Anderungen der Parameter nicht,
so spricht man von struktureller Stabilitdt.
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BEISPIEL 1.16 (Pitchfork bifurcation (,,Heugabel Bifurkation®)). Wir betrachten nun
i=xz(k—2?) k>0,

wobei der Parameter k variiert wird.
Bestimmung der stationiren Punkte:

Fiir k < 0 gibt es offensichtlich nur einen stationdren Punkt, ndmlich
| x*=0 | stabil |
Fiir k > 0 ergeben sich leicht die dre: stationdren Punkte:

—Vk | stabil

0 instabil

+Vk | stabil
Man beachte dabei insbesondere das ,,Umschlagen® des Stabilititsverhaltens im Ursprung: Fiir

k < 0 ist der Ursprung stabil, fiir & > 0 ist er instabil!

Phasendiagramme:

k<O0:

X

&
WH % %
I

8

k> 0:
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Bifurkationsdiagramm:

Die drastische Anderung der Struktur der Losungen wird am besten in einem Bifurkationsdia-
gramm, dargestellt:

stabil |

/

instabil

/

BEISPIEL 1.17 (Transkritische Bifurkation).
i =kr — 2°.

Bestimmung der stationiren Punkte:

Offensichtlich gibt es genau zwei stationidre Punkte:

;=0
x5 =k
Typisierung der stationire Punkte:
Die Rechnung ergibt % =k — 2z, also
d
L T I
dzr|,_, dx|,_,

Somit ist der Typ der stationdren Punkte vom Parameter k£ abhéngig und wir miissen drei Félle
unterscheiden:

(a) k>0
] = 0 | instabil
x5 =k | stabil
(b) k=0
] = 0 | instabil
x5 = k | instabil
(c) k<O
] = stabil
x5 =k | instabil
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Bifurkationsdiagramm:

*

stabil

g S~

Ve
s | ./
P instabil
Ve
v e

Y

BEISPIEL 1.18 (Saddle node bifurcation).
b=k

Bestimmung der stationiren Punkte:

Fiir k < 0 gibt es keine stationdren Punkte, fiir k > 0 ergibt sich:

v =+vVk
s =—Vk
Typisierung der stationire Punkte:
Die Rechnung ergibt % = 2z, also
d d
i —pvi ¥ = —2Vk
dx z=+VE dx z=—VEk

und somit:

zt = +k | instabil
x5 = —V'k | stabil
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Bifurkationsdiagramm:

A X
K
- -
-
-7\
/7 instabil
/
k
stabil
K
BeispieL 1.19 (Multiple Bifurkation).
i=—(14+2)(2? — k).
Bestimmung der stationiren Punkte:
¥ =-1
o =+Vk
(Fiir k < 0 gibt es natiirlich nur den stationédren Punkt z* = —1.)
Typisierung der stationire Punkte:
Die Rechnung ergibt % = —(2? — k) — 22(1 + ), und somit
d d d
a =—(1—k), a = —2VE(1 + VE), a = +2VE(1 — VE).
dr|,__, dz |,k dr|,__ /g

Wiederum ist das Stabilitdtsverhalten vom Parameter k£ abhéngig. Dieses Mal tritt jedoch an
zwei Stellen (k = 0 und k = 1) Bifurkation auf (deswegen auch multiple Bifurkation).
Es ergeben sich die Falle:

(a) k<O
| ¥ = -1 | stabil |
(b) k=0
z* = —1 | stabil
¥ =0 instabil
(c) 0<k<1
o= -1 stabil
z* = +Vk | stabil
z* = —vk | instabil
d) k=1
ot = -1 instabil
z* = +Vk | stabil
z* = —vk | instabil
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(e) k>1
¥ =-1 instabil
z* = +Vk | stabil
x* = —Vk | stabil
Bifurkationsdiagramm:
X*
o0
- - -
-
4’
7 instabil
instabi
/
\ /
stabil 'y -0 0 =
stabil
K

k=0 k=1
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2. Qualitative Theorie autonomer 2-dimensionaler Systeme

2.1. Einfithrung. Gegenstand dieses Abschnitts sind Systeme von autonomen Differentialglei-
chungen,

(3) y'=fly), f:UCR®—R?

mit U offen und f einmal stetig differenzierbar. Losungen von (3) sind dann Abbildungen
¢: I CR— U mit ¢/'(t) = f(o(t)) fitr alle ¢t € 1.

Im Weiteren werden wieder nicht konkrete Losungen von (3) behandelt, sondern nur ihr asymptoti-
sches Verhalten fiir ¢ — *oo.

BEMERKUNG 2.1. Die Beschriinkung auf den 2-dimensionalen Fall erlaubt folgende (anschaulich-
physikalische) Vorstellung fiir eine Lésung ¢:
Die Definitionsmenge I kann man als Zeitabschnitt auffassen (Das wurde in der Bezeichnung bereits
vorweggenommen. ). Die Funktionswerte ¢(¢) der Losung beschreiben dann z.B. den Ort eines Punkt-
teilchens. In unserem Fall ist die (durch die Differentialgleichung beschreibare) Bewegung auf einen
Teil (entspricht U) einer Ebene (entspricht R?) beschrinkt. f(y) mit y € R? entspricht damit dem
Geschwindigkeitsvektor eines Teilchens am Ort y.

Damit ist auch nachfolgende Definition ohne Weiteres versténdlich.

DEFINITION 2.2. Ist ¢(to,y0) : Iy, — U eine Ldsung von (3) mit ¢(tg) = yo und maximalem
Existenzinteravall I, dann heifit die Menge { ¢(¢,t0,y0)|t € Iy} C U Orbit der Losung und die
Vereinigung aller Orbits (= U) Phasenebene. Weiters nennt man die Abbildung ¢ : R x U — U mit

o(t,y) = de(y) := &(¢, to,y) Fluss von (3).
BEMERKUNG 2.3.

(a) Da in (3) die unabhéngige Verdnderliche t (bzw. die Zeit) nicht explitzit auftritt (d.h. gerade
das (3) autonom ist), kann in obiger Definition 0.E. tyg = 0 gesetzt werden.

(b) Die Orbits konstanter Losungen sind einpunktig, also {y} mit f(y) = 0. In der physikalischen
Vorstellung sind das sich nicht bewegende Teilchen. Solche Orbits nennt man Equilbria
(Einzahl: Equilibrium).

(c¢) Eine nichtkonstante Losung kann hochstens im Grenzwert fiir ¢ — foo den Wert einer
konstanten Losung annehmen.

Als ersten Schritt werden wir uns auf lineare Systeme beschrinken und deren qualitatives Verhalten
vollstéandig angeben. Spéiter werden wir dann mit der, dann wichtigen, Voraussetzung das die rechte
Seite f stetig differenzierbar ist auch (3) behandeln kénnen.

2.2. Lineare Systeme. Sei jetzt
(4) fly) = Ay mit A:= (Z Z) € R?*2,

Insbesondere ist U = R? und I, = R fiir alle y € R?, d.h. die Phasenebene ist tatséichlich eine
ganze Ebene und alle Losungen fiir alle Zeiten definiert.

Fiir die Equilibria von (4) l4sst sich folgender Satz zeigen.

SATZ 2.4. Ist det(A) # 0, dann ist (§) das einzige Equilibrium.
Ist det(A) = 0, dann ist entweder jeder Punkt von R? ein Equilibirum oder es gibt eine Gerade von
FEquilibria durch den Ursprung.
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BEwEIs. Klar mittels Definition und des entsprechenden Satzes aus der linearen Algebra (siehe
auch Bemerkung 2.7). O

Von besonderem Interesse ist jetzt das Verhalten von Losungen in der Nahe solcher Equilibria. Um
hier eine zusétzliche Vereinfachung zu erreichen, nutzt man aus das sich die Matrix A durch eine
geeignete lineare Transformation auf eine ,kanonische Normalform* bringen l4sst. Entsprechend fiihrt
diese Transformation auf eine ,,neue“ Differentialgleichung, deren Losungen ,,das gleiche qualitiative
Verhalten“ aufweisen. Das prézisieren wir jetzt.

BEMERKUNG 2.5. Fiir eine Matrix A € R?*? gibt es eine (invertiebare) Matrix C' € GL3(R), so
dass mit z := Cy und B := CAC~! gilt:

B ist von einer der folgenden kanonischen Formen (Normalformen):

(a) B= (Aol AO) mit A\, Ap €R |
2

Al : .
(b) B= (O )\) mit A € R, sowie

—Vv

(c) B—(M Z) mit g, v €R.

Die Matrix C lasst sich mittels folgender Bemerkungen und Definitionen leicht berechnen.

DEFINITION 2.6.

(a) Sei A eine 2 x 2-Matrix iiber R und seien v € R? und A € R mit v # 0 und Av = v, dann
heifit A\ Eigenwert von A und v Eigenvektor von A zum Eigenwert \.

(b) Das Polynom det(A — zE;) heifit das charakteristische Polynom von A.

BEMERKUNG 2.7. Seien A, \,v wie oben. Av = \v ist dquivalent zu Av — Av = 0. Es gibt also
genau dann einen Eigenvektor v zum Eigenwert A, wenn v im Kern von Av — Av liegt und das ist
genau dann der Fall, wenn A\ Nullstelle des chrakteristischen Polynoms von A ist.

BEMERKUNG 2.8. Man unterscheidet folgende Félle fiir die Nullstellen A1, Ao des charakteristi-
schen Polynoms:

e )\; und Ag sind reell. Dann definiere man C' := (v1, v2), wobei v1 bzw. v linear unabhingige
(falls A\; = A\2) Eigenvektoren von Ay bzw. Ay sind.

e Ist A := A1 = \s eine Nullstelle der Vielfachheit 2 und existiert kein Paar linear unabhéngiger
Eigenvektoren zu v, dann gibt es zumindest ein Vektor ve mit (A —zE3)ve = v;. Setze dann
C := (v1,v2).

e Gibt es nur 2 (dann zueinander konjugierte(!)) komplexe Nullstellen p + év, dann sei v ein
(komplexer) Eigenvektor zu einer der Nullstellen. Durch Aufspalten in Real- und Imaginérteil
(v = vy + ivs) erhdlt man zwei linear unabhingige Vektoren v; und vsy. Setze C := (v1,v2).

Betrachtet man jetzt die Differentialgleichung (Bezeichnungen wie in Bemerkung 2.5)
(5) 2’ = Bz,

dann ist ¢ genau dann eine Losung der urspriinglichen Gleichung (4), wenn v := C'¢ eine Losung
von (5) ist [denn: ¢/ = A¢p & C¢' = CAp = BC¢ < ¢’ = By]. Die durch C gegebene lineare
Transformation ist insbesondere ein Homdomorphismus der Phasenebene in sich selbst (anschaulich:

eine ,Verzerrung”). Damit iibertragen sich auch das Grenzwertverhalten fiir ¢ — +oo und Aussagen
mit Hilfe von Umgebungen der Losungen ¢ von (4) auf die Losungen 1 von (5).
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Wir betrachten jetzt die einzelnen Félle:

Fall 1: Sei B in der Normalform (a) der Bemerkung (2.5). Dann kann man folgende Unter-
scheidungen treffen:

(a) Sind die Eigenwerte von (5) — A1, Ay — verschieden und positiv, erhélt man im Equili-
brium (0, 0) eine Quelle.

§ ?

AN ASARRIRAR IS
SN NS A A 2 G
SO NN A\ \ ! ’ Vvt
SN\ e
CCC N

SN\
NN
SN
NN
SOV A
SR A\
= Y
=z S S
oo oaER
Y7/
A
o

ABBILDUNG 1. Quelle

Wie man an diesem Bild sieht, entfernt sich jede Losung in der Nihe des Equilibri-
ums (im Zentrum), daher nennt man das Equilibrium in diesem Fall einen instabilen
Knotenpunkt oder Quelle. Dieses Verhalten ergibt sich sofort aus (5).
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Sind beide Eigenwerte negativ erhilt man das entsprechende Bild einer Senke:

A 1000,
AR AR N
SN\ ARl 7477~
e RN
71 BRI NN
s T BRNNRARNRNNRN
g BN

ABBILDUNG 2. Senke

Abbildung 2 sieht dhnlich aus wie Abbildung 1. Diesmal laufen die Losungen aber auf
das Equilibrium zu, daher nennt man es einen (asymptotisch) stabilen Knotenpunkt
oder Senke.

(b) Sind jedoch (0.B.d.A) A\ > 0 und Ay < 0, so ergibt sich ein Sattel.

AR R R R SN
A A D ERNRNRANANANRN
R ARNENENINANN
ey TN
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ABBILDUNG 3. Sattel

Hier héngt das Verhalten der Losungen davon ab ,,wo“ sie sind. Man sieht, dass Lo-
sungen, die auf der z-Achse liegen, ,,weglaufen® (d.h. die (1, 0)-Richtung ist abstoend
oder repelling) und Lésungen auf der y-Achse auf das Equilibrium zu (d.h. die (0, 1)-
Richtung ist anziehend oder attracting). Andere Lésungen zeigen eine Kombination



PROJEKT UBER DIE STABILITAT VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 22

dieser beiden Bewegungen.

(c) Gilt A\; = Ao, so ergibt sich fiir Ay > 0 wiederum eine Quelle mit dem besonderen
Namen ,,Star bzw. mit Ay < 0 eine Senke.

ABBILDUNG 4. Star (Quelle)

Abbildung 4 sieht dhnlich aus wie Abbildung 1. Da dieses Mal beide Eigenwerte gleich
sind, laufen die Losungen in beiden Richtungen gleich schnell hinaus, wodurch sich
»gerade“ Orbits ergeben, deshalb auch der Name Star.
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Fall 2: Sei jetzt B in der Normalform (b) der Bemerkung (2.5) und weiters A > 0, dann erhillt

man eine (entartete) Quelle:

ff/////»*,
f//////.g,\

ABBILDUNG 5. Quelle (entartet)

Fiir A < 0 erhliit man entsprechend eine (entartete) Senke.

Fall 3: Ist B in der Normalform (¢) der Bemerkung (5) und
(a) >0 liefert eine Quelle mit dem speziellen Namen , Strudel®.

ABBILDUNG 6. Quelle (Strudel)

Entsprechend erhélt man fiir ;4 < 0 eine Senke.
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(b) Ist u =0, so erhiilt man ein Zentrum.
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ABBILDUNG 7. Zentrum

Betrachtet man das charakteristische Polynom aus Definition (2.6) und definiert die Spur Sp(4) :=
A1 + A2, erhélt man als charakteristisches Polynom 2% — Sp(A)z + det(A). Damit kann man insgesamt

folgendes Determinanten-Spur-Diagramm aufstellen:

Determinante von A

Spur von A

ABBILDUNG 8. Determinante-Spur-Diagramm
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2.3. Nichtlineare Systeme. Um jetzt auch nichtlineare Systeme behandeln zu kénnen, brau-
chen wir noch Folgendes:

DEFINITION 2.9.
e Ist f die rechte Seite von (3), dann heifit das System

y = df(y)

Linearisierung von (3) im Punkt y, wobei df die Jacobi-Matrix ist.
e Haben alle Eigenwerte der Jacobi-Matrix df im Punkt y einen Realteil # 0, dann heifit das
Differentialgleichungs-System (3) hyperbolisch im Punkt y.

Damit kénnen wir folgenden Satz formulieren:

SATZ 2.10 (Linearisierungssatz von Hartman-Grobman). Ist y ein hyperbolischer Punkt von (3),
dann gibt es Umgebungungen U und V wvon y und einen Homdomorphismus h, der den Fluss der
Linearisierung (eingeschrinkt auf U) homdomorph auf den Fluss von (3) (eingeschrinkt auf V) ab-
bildet.

Diesen Satz werden wir hier nicht beweisen. Als Konsequenz ergibt sich aus ihm aber Folgendes.

BEMERKUNG 2.11.

e Ist das Equilibrium der Linearisierung im Punkt y = (y1,y2) ein Sattelpunkt, dann gibt es
eine Umgebung von y, so dass alle Orbits (bis auf vier und dem Equilibrium selbst), die in
diese Umgebung eintreten, sie wieder verlassen.

e Ergibt die Linearisierung in y einen Sattelpunkt, so bezeichnen wir auch den Punkt y selbst
als Sattelpunkt.

Insgesamt kann man damit folgende Schritte festlegen, um die prinzipelle Gestalt einer Losung von

(3) herauszufinden:

1. Schritt: Bestimmung der Equilibria (f(y) = 0).

2. Schritt: Bestimmung des Typs (z.B. Quelle, Senke, Sattel bzw. ist es ein hyperbolischer
Punkt) der Equilibria.

3. Schritt: Bestimmung der Isoklinen (d.h. der Kurven in der Phasenebene, in denen die An-
derung nach der Zeit in y;- oder yo-Richtung = 0 ist).

Fiir Isoklinen ergibt sich Folgendes.

BEMERKUNG 2.12. Die Schnittpunkte von Isoklinen sind Equilibria.

Die Methodik zeigen wird anhand von Beispiel 2.13.

BEIsPIEL 2.13.
dy1

6 = -2 2y?
(6) i Y1+ 2y7
dy
(7) —df = 3y, +y2 + 393

Der 1. Schritt fiihrt auf die Equilibria (0,0) und (1,0). Die Jacobi-Matrizen fiir diese Punkte sind

df(0,0) = (:g (1)> und df(1,0) = (; (1)) Durch Diagonalisieren dieser beiden Matrizen und dem

Linearisierungssatz folgt aus der 1. Matrix das (0, 0) ein Sattel und (1,0) eine Quelle ist.
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Die Isoklinen von (6) & (7) schliefllich ergeben sich aus
—2y1 + 2y =
—3y1+y2 +3y; =
zu
i = 0,1
y2 = 3l —w)

Insgesamt kann man damit folgende Skizze anfertigen:

2 T

7 |
Yy 7
s> 7 v/
/%/ S

ABBILDUNG 9. Beispiel

Die grofien Pfeile deuten die prinzipielle Richtung der Orbits fiir die jeweiligen Bereiche an. Sie zeigen
nochmals die Bedeutung der Isoklinen. Das Beispiel zeigt auch, wie man durch die obigen einfachen
Rechnungen (i.e. ohne das System explizit zu lésen) eine klare Vorstellung der qualitativen Gestalt
der Phasenebene erhalten kann.
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3. Explizite Behandlung eines ,,verwickelten“ Beispiels

In diesem Abschnitt wird das Differentialgleichungssystem
(8) u(t) = au(t) — (1 —ut)) + bu(t)v(t)
0(t) = cv(t) — (1 —v(t)) + du(t)v(t)
untersucht.
Gesucht wird hierbei die qualitative Gestalt der Phasenebene in Abhiingigkeit von (a, b, ¢, d).

BEMERKUNG 3.1. Das System (8) kann als Modell fiir die Interaktion zweier Spezies angesehen
werden. Sind insbesondere a, b # 0, dann gehorchen sie in ihrem Wachstum dem logistischen Modell.
Je nachdem ob b bzw. d grofler oder kleiner 0 ist, beeinflussen sie sich gegenseitig in positiver oder
negativer Weise (Koppelung).

BEMERKUNG 3.2.
(a) Obwohl im Fall eines Populationsmodells nur der 1. Quadrant der Phasenebene eine Rolle

spielt, untersuchen wir aus Interesse die ganze Ebene.
(b) Bei beliebiger Wahl von (a, b, ¢, d) degeneriert das Modell oft bis zur "Unkenntlichkeit”. Wir
lassen trotzdem als Wertebereich fiir die Koeflizienten ganz R zu.

Wir beginnen jetzt mit der Untersuchung von (8). Die auftretenden Félle sind nach Art und
Anzahl der Equilibria geordnet.

Fall 1 (trivialer Fall): Jeder Punkt der Phasenebene ist ein Equilibrium.
Das ist der Fall, wenn a, b, c¢,d = 0. Damit sind v =const., v =const. Losungen.
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Fall 2: Alle Equilibria sind Geraden.

(a) Es gibt co—viele Equilibria, die alle auf einer Geraden liegen.
Das ist der Fall fiir a,b,c =0, d # 0. Daraus folgt @ = 0 und v = duv. Damit ist v =0
eine Gerade von Equilibria und je nach Vorzeichen von d und dem Startwert ug einer
einer Losung attraktiv (ugd < 0) oder abstoend (uod > 0). Analoges gilt fiir den Fall
a,c,d =0 und b # 0 (siche Abbildung).

< < < -< < > > > > > >
-< < < -< < 2> > > > > >
< < < -< < > > > > > >
la.
T@
2 Lo hd 1 k] (o] (o}
-9 z S T o z O
1
T
> > > > > < -< < < < <
> > > > > < -< < -< < <
> > > > > -~ < < -< < <
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(b) Es gibt co—viele Equilibria auf 2 parallelen Geraden.

Das ist der Fall fiir b,¢,d = 0 und ¢ 2 0 oder a,b,d =

sich beispielsweise & = a(1 — u)u und v = 0.

- - - - - > > - -
-< < < -< < 2> > < -<
- - - - - > > - -
1
-
. >
L . . ® . ,
a o) 1 L d o) 2
- Z E I Z 0
>
|
-
- - - - - > > - -
-< < < =< < 3)’ > < -<

Aus der 1. Gleichung folgt mit @ = 0, dass v = 0 und v = 1 zwei Geraden
Equilibria sind. Insgesamt erhélt man:
Art der Gleichgewichtspunkte im Fall b, ¢, d = 0:

a>0

u = 1 ist attracting
u = 0 ist repelling

a<0

u =1 ist repelling
u = 0 ist attracting

Art der Gleichgewichtspunkte im Fall a,b,d = 0:

c>0

v = 1 ist attracting
v = 0 ist repelling

c<0

v = 1 ist repelling
v = 0 ist attracting

0 und ¢ 2 0. Fiir @ > 0 ergibt

von
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(¢) Es gibt co—viele Equilibria auf zwei Geraden, die sich schneiden. Das ist der Fall fiir
a,c = 0. Damit ist @ = buv und ¥ = duv. Die Equilibria liegen auf den Geraden v = 0

und v = 0.

Fiir die Art der Gleichgewichtspunkte erhélt man die Tabelle:

v=20 u=20
b,d >0 indifferent | indifferent | repelling | attracting
b,d <0 attracting | attracting | attracting | repelling
b>0,d< 0| attracting | repelling | repelling | attracting
b<0,d>0| repelling | repelling | attracting | attracting
u >0 u <0 v >0 v <0

BEispiEL 3.3. Fiir b,d > 0 und v > 0 ist jede Lésung an u = 0 repelling.

Fall 3: Ein Equilibrium liegt nicht auf einer Geraden und es gibt co-viele Equilibria auf einer

Geraden.

(a) Eine der beiden Koordinatenachsen ist eine Gerade von Equilibria.
e Ist @ = 0, dann muss man das System @ = buv und 0 = cv(1—v)+duwv betrachten.
Dann ist die Gerade durch Equilibria v = 0 und (0, 1) ein Equilibrium. Die Art

der des Equilibriums (0, 1) ergibt sich aus der Jacobi-Matrix

dF(0,1) =

<8f(071)
du
9£(0,1)

ov

9g(0,1)
39?&1)
ov

mit f:=au— (1 —u) 4+ buv und g := cv — (1 — v) + duw.
Also insgesamt;:

dF(0,1) = <d

b

).

—C
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Damit erhilt man folgende Tabelle:

b>0]b<0
c > 0| Sattel | Senke
¢ < 0| Quelle | Sattel

e Der Fall ¢ = 0 wird analog behandelt. Hier ist dann v = 0 die Gerade von Equili-
bria und (1,0) ein Equilibrium. Damit ergibt sich wie im vorigen Fall die Tabelle

a>0]a<0
d > 0| Sattel | Senke
d < 0| Quelle | Sattel

BEISPIEL 3.4. Sei a =0 und ¢,b > 0. Dann ist (0, 1) ein Sattel.

(b) Diesen Fall betrachten wir im Néchsten.

Fall 4: Es gibt disjunkte Isoklinen und 3 Equilibria.

BEMERKUNG 3.5. Isoklinen sind Geraden, auf denen @ = © = 0 sind, d.h. bei Uber-
schreiten einer Isokline mit % = 0 durch eine Losung &ndert sich die u-Richtung der "Ge-
schwindigkeit” (analog fiir ©). Insbesondere ist der Schnitt zweier Isoklinen ein stationérer

Punkt.

(a) Schneiden sich die Isoklinen nicht (sind also parallel und disjunkt) fithrt das mit (8)
auf folgende Bedingungen fiir die Isoklinen:
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a(l —u)+bv=0
c(l—v)+du=0

also
—au+bv = -—a
du—cv = —c
u = 0
v o= 0

Sind jetzt 2 Isoklinen parallel, also ac = db, dann sind nur 3 Equilibria, ndmlich
N; = (0,0),Ny = (1,0) und N3 = (0,1) méglich. Die Typisierung dieser Punkte
erfolgt wie oben durch die jeweilige Jacobi-Matrix:

dF(0,0) = <g 2)
dF(1,0) = (Iﬁ (rid)

dF(0,1) = <“;b 0>

—C

Der Typ der stationdren Punkte héngt jetzt von a,b,c,d ab. Man beachte: Ist bei-

spielsweise ¢ + d, c,a = 0 und b,d < 0, dann muss fiir das Vorzeichen von a + b unter

Beachtung von ¢ = %

db b
E+d>0:>5+1<0:>b+a<0

gelten.
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(b) Hier ist nun der Nachtrag zum Fall 3b. Sind die Isoklinen parallel aber nicht disjunkt
(d.h. sie fallen zusammen) ergeben sie eine Gerade von Equilibria. Als Bedingung fiir

diesen Fall ergibt sich

a d
=221
b ¢

Die Jacobi-Matrix im Punkt (0, 0) ist

dF(0,0) = (g 2).

Damit ergibt sich:

a>0]a<0
¢ > 0| Quelle | Sattel
¢ < 0| Sattel | Senke

Fiir die Isoklinen erhilt man:
1—u =
l—v = wu

Sie fallen also, wie gesagt, zusammen.

3,
» » A\ N \l Y
X A3 » \ N Y
2,
~ A Al A N Y
Te
~ ~ AN A
g
-3 -2 ——
< “ /g Y
pa P # ¥’ 4 Y N \ A ~
P i 2T 1 Y (R
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Fiir den Fall 4a) (dh. ac = db) erhiilt man insgesamt:

c+d>0 c+d<0
c>0 c>0 c<0 c<O0 c>0 c<O0
d>0 d<0 d>0 d<0 d<0 d>0
Nip: Quelle N7p: Sattel
a>0 Ny: Sattel Ns: Senke
b>0 N3: Sattel N3: Sattel
a+b>0 a+b>0
N7p: Sattel N7p: Senke
a<0 Ny: Sattel Ny: Sattel
b<0 N3: Senke N3: Sattel
a+b<0 a+b<0
Ni: Quelle N7: Sattel Ni: Quelle Ni: Sattel
a>0 Ny: Sattel Ny: Sattel N5 : Senke Ny: Senke
b<0 N3: Senke N3: Quelle N3: Sattel N3: Quelle
a+b<0 a+b>0 a+b>0 a+b>0
Ni: Sattel N7: Senke Ni: Sattel Ni: Senke
a<0 Ns: Quelle Ny: Sattel Ny: Sattel Ny: Sattel
b>0 N3: Sattel N3: Sattel N3: Senke N3: Sattel
a+b>0 a+b<0 a+b<0 a+b<0

Fall 5: Es gibt vier Equilibria. Wenn sich das System entkoppelt (d.h. fiir b = d = 0) erhélt
man

= au— au’

0 o= cv— cv?

Die stationdren Punkte sind hier (0,0),(0,1),(1,0),(1,1) und als Jacobi-Matrix be-

kommt man
a — 2au 0
dF = ( 0 c— 201)) ’

also

dF(0,0) = (
dF(1,0) = (_O“ 2)
dF(0,1) = (

<

dF(1,1) =
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Damit erhélt man fiir die Gleichgewichtspunkte:

a>0 a<0
(0,0): Quelle (0,0): Sattel
(1,0): Sattel (1,0): Quelle
¢>0 (0,1): Sattel (0,1): Senke
(1,1): Senke (1,1): Sattel
(0,0): Sattel (0,0): Senke
(1,0): Senke (1,0): Sattel
¢<01 (0,1): Quelle | (0,1): Sattel
(1,1): Sattel (1,1): Senke
3

<
N
A
A

/“\'\T

-3 = — T —4 N 1
i\
- - - ! Y
i
P “ \
+ y T Y
¥ 4 14 Y A \l

3.1. Allgemeiner Fall.

@ = au(l —u)+buv
= cv(l —v) +duv

Wie in den bisherigen Féllen gibt es drei stationédre Punkte, die unabhéngig von den Parametern
sind: Nl = (0,0), Ng = (1,0), N3 = (0, 1)
Zur Berechnung des vierten stationdren Punktes (u*,v*) miissen wir folgendes Gleichungssystem

a—au+bv =0,
c—cv+du=0,

l6sen, das ist in Matrizenschreibweise

lautet.
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Mit D := ‘ = f’c | = ac — db ergibt die Cramer’sche Regel fiir Gleichungssysteme:
*_‘:ch __ac+be
D D
. I ’ ac + ad
vo= =
D D

Berechnung der Jacobi Matrizen

Mit f(u,v) = au — au® + buv und g(u,v) = cv — cv? + duv erhalten wir

% = a—2au+ by,
% = bu,

% = dv und

% = c¢—2cv+du.

Das ergibt die Jakobi Matrizen

N1 =(0,0): <g (c))

Ny =(1,0): <_0a c—l(zd)

Ny = (0,1): (agb _OC)

Ny = (u*,v"): <_dzcca%%db f;:?%)
Die Jakobi Matrix fiir (u*, v*) berechnet sich dabei folgendermafen:

%(u*,v*) o 2a(ac—g bc) b(acz—)da) _ —a2cD— abc
%(u*,v*) _ bac—g be
%(u*,v*) _ dac;—)da
%(u*,v*) e QC(acz—)da) +d(acgbc) _ —ac2D— cda
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Bestimmung der Eigenwerte

Da die Jakobi Matrizen fiir die ersten drei stationdren Punkte Diagonalmatrizen sind, macht deren
Typisierung keine Probleme (die Eigenwerte sind natiirlich die Diagonaleintréige). Zur Typisierung von
(u*,v*) berechnen wir das charakteristische Polynom:

—actkb — )\ beetb ac (a+b)(c+d) (a2c? — beda)

_ 2 %
da<5? —acsEt — A A +D(a—|—b+c+d))\+ D?
5 ac ac
= A —l—B(a—l—b—i—c—i-d))\—f—ﬁ(a—i—b)(c—i—d)(ac—bd)

= N4+ S(atbtetdr+ Sla+b)e+d)

Damit erhalten wir als Nullestellen des charakteristischen Polynoms (und damit als Eigenwerte
der Jakobimatrix):

(ac)
AD?

1ac

2D

ac

T (a+b)(c+d)

Al =— (a—l—b—i—c—i—d):l:\/ (a+b+c+d)3?

Typisierung von (u*,v*)

Wir fiihren folgende Abkiirzungen ein:

r = a-+b,
= c+d,
ac
z = —.
D

Durch Betrachtung der Eigenwerte der Jakobimatrix in (u*,v*) ergibt sich:

Haben z und y unterschiedliche Vorzeichen und ist z > 0 so haben wir in (u*,v*) einen Sattelpunkt.
Ebenso ergibt sich ein Sattelpunkt fiir den Fall, dass = und y das gleiche Vorzeichen haben und z < 0
ist.

Haben x und y das gleiche Vorzeichen und ist z > 0, so ist im Fall z > 1 der Ausdruck unter der
Wurzel immer positiv.

)2—zxy>0

Zz(x‘;‘y

[denn: zy < (£££)? (Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel)]

Wir haben dann im Fall 27 > 0 cine Senke, im Fall 3% < 0 eine Quelle.
Wird z < 1 so kann der Ausdruck unter der Wurzel null werden. Dies geschieht in

9) z= é—gﬁ

Damit findet in diesem Punkt eine Bifurkation statt. Fiir z < (mi—gy wird (u*,v*) zum Spiralpunkt.
=

Das selbe geschieht, wenn « und y unterschiedliche Vorzeichen haben und z < 0 ist.
Fiir |z| > 1 (also z < —1) haben wir fiir Z£¥ > 0 eine Senke, im Fall £ < 0 eine Quelle.
Fiir —1 < z < 0 tritt bei falls (9) erfiillt ist, wieder eine Bifurkation auf und wir erhalten ab z > (mi—gy
=
in (u*,v*) einen Spiralpunkt.
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Die Bedingung |z| < 1 (also [2%5| < 1) ergibt folgendes System von Ungleichungen:

Fall 1: ac > 0 und ac — bd > 0.
|z| < 1 bedeutet hier ac < ac — bd und damit ergeben sich die Ungleichungen:

bd < 0
ac > 0
ac > bd

Fall 2: ac > 0 und ac —bd < 0
Die Bedingung an z ergibt nun 2ac < bd, also:

ac > 0
ac < bd
2ac < bd

Fall 3: ac <0 und ac—bd <0
Die Bedingung bedeutet hier bd > 0, damit insgesamt:

ac < O
ac < bd
bd > 0

Fall 4: ac <0 und ac—bd >0
Hier ergibt die Bedingung 2ac > bd, und insgesamt:

ac < 0
ac > bd
2ac > bd
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Auf Grund dieser Uberlegungen sind wir nun in der Lage, fiir den Punkt (u*,v*) ein Bifurkati-
onsdiagramm zu zeichen. Dafiir tragen wir auf der Abszisse bd auf, und auf der Ordinate ac.
Fiir den Bereich in dem z > 0 ist ergibt sich
_ac 0
T ae—pad "

also entweder ac > 0 A ac > bd oder ac < 0 A ac < bd.

abs(z)<1

Spiralpunkt

bd

Spiralpunkt

Quelle

D=0 abs(2)<1

Bemerkungen zum Arbeiten mit dem Bifurkationsdiagramm

Wenn a, b, ¢, d fest stehen, miissen zuerst ac und bd berechnet, sowie das Vorzeichen von x = a+b
und y = ¢ + d bestimmt werden. Mit dieser Information geht man dann in das Diagramm: ac wird
auf der Ordinate aufgetragen, bd auf der Abszisse. Wie der Punkt im Diagramm zu interpretieren ist,
ergibt sich aus den Vorzeichen von z und y (diese Information ist in den roten Linien im Diagramm
enthalten). Ob es sich um eine Senke/Quelle oder einen Spiralpunkt handelt, muss schliefilich anhand
der Bedingung (9) ermittelt werden. Dies ist natiirlich nur fiir die kritischen Bereiche notwendig, d.h.
fiir die Bereiche, in denen auf der zugehorigen roten Linie ein ,,*“ eingezeichnet ist.
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Bifurkationstabelle fiir die fixen stationiren Punkte

Da die Jakobimatrizen fiir die fixen stationfiren Punkte Diagonalmatrizen sind ergibt sich ihr
Stabilitdtsverhalten einfach durch Betrachtung der Vorzeichen der Diagonaleintrige. Das Ergebnis ist
hier noch einmal als Tabelle zusammengefasst:
a>0,c>0]a>0,c<0|a<0,c>0]|a<0,c<0
a+b>0]| Ni: Quelle | Ny: Sattel | Np: Sattel | Ni: Senke

und Ny: Sattel Ny: Sattel N3: Quelle | No: Quelle
c+d> 0| Nj3: Sattel | N3: Quelle | N3: Sattel | N3: Quelle
a+b>0]| Ni: Quelle | Ny: Sattel | Np: Sattel | Ni: Senke
und Ns: Senke Ns: Senke Ny: Sattel Ny: Sattel
c+d < 0| Ns: Sattel | N3: Quelle | N3: Sattel | N3: Quelle
a+b<0]| Npi: Quelle | Np: Sattel | Nip: Sattel | Ni: Senke
und Ny: Sattel Ny: Sattel N3: Quelle | No: Quelle
c+d>0| Ns: Senke | N3: Senke | N3: Sattel | N3: Sattel
a+b<0]| Npi: Quelle | Np: Sattel | Nip: Sattel | Ni: Senke
und Ns: Senke Ny: Sattel Ns: Senke Ny: Sattel
c+d <0 | Ns: Senke | N3: Sattel | N3: Senke | Nj: Sattel

3.2. Konstruktion eines expliziten Beispiels. Um ein interessantes Beispiel zu erhalten, kon-
struieren wir uns Parameter, die einen Spiralpunkt ergeben. Dazu miissen laut obigen Uberlegungen
z.B. folgende Bedingungen erfiillt sein:

ac>0 a+b>0

bd <0 c+d>0

ac (a+b)(c+d)

— bd < atb ct+d)2
ac (432 +59)

Dies ist z.B. fiir folgende Parameter der Fall:

a=2 b=-1
c=1 d=2
Dies iiberpriift man leicht durch Einsetzen®. Als Koordinaten des Spiralpunktes erhalten wir:
13

N4_(u U )_(472)

Mit Hilfe der der Bifurkationstabelle ergibt sich folgendes Stabilitédtsverhalten fiir die stationiren
Punkte:

Ni: Quelle

Ny: Sattel

Nj3: Sattel

Ny: Spiralpunkt (1t. Konstruktion)

Durch Nullsetzen von 4 bzw. © erhalten wir folgende Isoklinen:

e v=0
e u=0
e v=2-—2u
e v=1+2u

2Sei hier aus Platzgriinden dem Leser iiberlassen.
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Damit sind wir in der Lage, eine Prinzipienskizze zu konstruieren, die bereits eine sehr gute
qualitative Beschreibung der Phasenebene enthélt:

\

— \ -

Die genaue Berechnung der Phaseneben ergibt:




