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Einleitung

Die Theorie der Inversen Probleme beschéftigt sich mit der approximativen Lésung von Opera-
torgleichungen der Form
Finde p e D(T) C X mit T' () =g (0.1)

fiir einen Operator T': D (T') C X ——Y zwischen normierten Rdumen X und Y sowie gegebe-
nem g €Y.

Ublicherweise sind solche Probleme schlecht gestellt, d.h. falls eine Losung existiert ist diese
nicht eindeutig bestimmt oder héingt nicht stetig von den Daten g ab. Insbesondere letzteres
erschwert akzeptable Rekonstruktionen unter gestorten Messdaten ¢°, fiir die im Allgemeinen
nur Hg — g5||y < ¢ bekannt ist.

Bis vor einigen Jahren wurde vor allem der Fall untersucht, dass X und Y Hilbertraume sind.
Dieser Teil der Theorie ist sehr gut untersucht und als nahezu vollstdndig anzusehen (verglei-
che [EHN96], [Rie03] oder [Hoh02]).

In letzter Zeit beschéftigte man sich mehr und mehr mit dem Fall, dass X ,,nur® ein Banachraum
ist. Die Wahl von X als Banachraum dient dazu, verschiedene gewiinschte Eigenschaften der ap-
proximierten Losungen zu (0.1) in das Modell zu iibertragen. Hilbertrdume besitzen oftmals zu
viel Struktur bzw. zu ,,schéne* geometrische Eigenschaften, um diesen Wiinschen Rechnung zu
tragen.

In dem Fall, dass X ein Banachraum ist, stehen sowohl weniger Methoden zur approximativen
Losung von (0.1) zur Verfiigung, als auch ist die Konvergenzanalysis dieser Methoden weitaus
schwieriger. Viel Verbreitung findet weiterhin die so genannte Tikhonov-Regularisierung (ver-
gleiche [TA79], [Tik63] im Original oder [LPRO7], [Res05], [Lor08], [GHS08], [BO04] fiir neuere
Analysen): Um Stabilitét bei den Néherungslosungen zu erreichen, ersetzen wir (0.1) durch das
Problem

HT(go)—g‘;Hi+aJ(g0) — min! iiber ¢ € D (T), (0.2)

wobei J : X —— (—00, 0] ein konvexes Funktional und a > 0 der Regularisierungsparameter
ist. Die Wahl von J liefert ebenfalls Moglichkeiten zur Steuerung gewiinschter Eigenschaften
der approximativen Losungen von (0.1), d.h. der Losungen von (0.2). Ein spezieller Fall ist
J (¢) = |||l mit geeignetem Exponenten s > 0. Im Banachraumfall liegen fiir die Form (0.2)
der Regularisierung bisher nur Konvergenzraten in Form von Bregman-Distanzen vor (vergleiche
etwa [BO04] oder [Res05]).

Diese Arbeit beschiftigt sich zunéchst mit dem Fall X = LP () fiir vorgegebenes 1 < p < 2 und
J(p) = H(’OHiI’(Q)’ welcher als LP-Regularisierung bekannt ist. Bei p = 1 zeigen wir fiir lineares,
beschrianktes T' mit geeignetem Definitionsbereich erstmals die Konvergenzraten O (\/3) in der

Norm unter der Annahme, dass eine gekoppelte Quellbedingung der Form

1

1 (0.3)
2| Tllpr )—y

1
JweY sd T"w = 5 auf supp (@T) mit ||jwl|ly <
fiir die Minimum-Norm-Lésung ¢! von (0.1) erfiillt ist.

Allerdings wird kein Beispiel prasentiert, welches die Erfiillbarkeit dieser Bedingung zeigt.

Fiir nicht-lineares 1" wird analog die Rate O <\/5) gezeigt, die Voraussetzungen an 7" sind dort
jedoch aufwéndiger zu formulieren.

Fiir p > 1 werden grundlegende Rechnungen présentiert, die aber nicht zur Formulierung eines
analogen Resultats reichen. Die Konvergenzanalysis dort ist als unvollstindig anzusehen. Aller-
dings présentieren wir mittels einer Ungleichung aus [Lor08] eine Abschéitzung der Bregman-
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Distanz zu J (¢) = H<p||ip(ﬂ) nach unten durch die L?-Norm, woraus Konvergenzraten in der
L2-Norm folgen.

Gleichzeitig wird in dieser Arbeit ein Algorithmus zur Berechnung der Lésungen zu (0.2) vorge-
stellt, der fiir p > 1 ebenso wie fiir p = 1 funktioniert. Dieser Algorithmus wie auch die Konver-
genzanalysis fiir p = 1 resultieren direkt daraus, dass es gelingt, den Raum L? (2) mittels einer
nicht-linearen, Fréchet-differenzierbaren Transformation bijektiv auf LP (§2) abzubilden. Damit
kann (0.2) auf ein nicht-lineares Hilbertraum-Problem zuriickgefiihrt werden, welches durch die
bekannte Theorie (vergleiche [EHN96, Kapitel 10] oder [LPRO7]) abgedeckt wird.

Eine Alternative zur Modellbildung des Problems mittels Wahl von X als Banachraum ist es,
X weiterhin als Hilbertraum anzunehmen und dafiir auch dort mittels

HT (¢) — 95Hi +aJ () = min! iiber ¢ € D (T) (0.4a)

zu regularisieren, wobei das (konvexe) Funktional J so zu wihlen ist, dass die Lésungen von
(0.4a) die gewiinschten Eigenschaften haben. Die Wahl von X = L? (£2) im Banachraumkontext
fithrt zu einem &hnlichen Minimierungsproblem wie die Wahl von

T (@) =D willp,en)x [P (0.4b)
keN

fiir ein vollsténdiges Orthonormalsystem {¢y },c von X im Hilbertraumkontext. Hierbei spricht
man auch von Regularisierung mit [P-Strafterm. Dieses Vorgehen wurde kiirzlich in [DDDO04],
[GHSO08] und [Lor08] untersucht. Wir stellen einen Vergleich zwischen den dort prasentierten
Ergebnissen und einer analogen Anwendung unseres Vorgehens fiir (0.4) vor.

Diese Arbeit ist wie folgt organisiert:

In Abschnitt 1 werden elementare Grundlagen iiber LP-Riume, Operatoren, Fréchet-Differen-
zierbarkeit, Kompaktheit, schlecht-gestellte Probleme und Regularisierung wiederholt.

Abschnitt 2 fasst Ergebnisse iiber die Tikhonov-Regularisierung in Hilbert- wie in Banachriu-
men zusammen. Dabei wird im Banachraumfall nur auf die Gut-Gestelltheit des Minimierungs-
problems eingegangen, ohne dass Konvergenzraten gezeigt oder rezitiert werden.

In Abschnitt 3 werden die oben erwithnten Transformationen von L2 (1) in L? () fiir beliebige
Mafe p vorgestellt und elementare Eigenschaften dieser Transformationen bewiesen.

Abschnitt 4 befasst sich mit der LP-Regularisierung, insbesondere mit der Anwendbarkeit der
Kriterien aus Abschnitt 2 fiir die Gut-Gestelltheit des Minimierungsproblems und der Umfor-
mulierung des LP-Problems in ein (nicht-lineares) Hilbertraumproblem mittels der Transforma-
tionen aus Abschnitt 3.

In Abschnitt 4 wird dann auch der mogliche Algorithmus zur Berechnung der Losungen von
(0.2) vorgestellt und die erwéhnten Konvergenzraten fiir p = 1 werden bewiesen. Zuletzt findet
sich dort die Abschiatzung der Bregman-Distanz fiir p > 1 und der Vergleich zwischen den Lite-
raturergebnissen und unserem Konvergenzsatz fiir die Regularisierung mit [P-Strafterm.

Abschnitt 5 wendet den Algorithmus und die theoretischen Resultate aus Abschnitt 4 auf Ent-
faltungsprobleme im R? an. Die Ergebnisse dort zeigen, dass das Verfahren und insbesondere
der vorgestellte Algorithmus aus Abschnitt 4 wie gewiinscht fiir dieses Beispiel anwendbar und
stabil ist. Diese Tatsache wird durch numerische Ergebnisse in Form von Bildern untermauert.
Allerdings zeigt die Konvergenzanalysis dort, dass die Bedingung (0.3) in diesem Zusammenhang
leider nicht erfiillbar ist, womit ein urspriingliches Ziel dieser Arbeit als gescheitert betrachtet
werden muss.
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Der Anhang A iiber Topologie dient der Verdeutlichung wie Rechtfertigung der Ergebnisse aus
Abschnitt 2 {iber die Gut-Gestelltheit des Tikhonov-Minimierungsproblems. Auflerdem werden
dort einige topologische Grundlagen eingefithrt, die zur Formulierung und zum Beweis der ge-
nannten Ergebnisse aus Abschnitt 2 notwendig sind. Insbesondere zeigt das Beispiel A.30 die
Grenzen der Lemmata aus Abschnitt 2 auf.

Der Autor dankt Herrn Prof. Dr. Thorsten Hohage fiir die Vergabe und exzellente Betreuung die-
ser Arbeit iiber ein durchaus interessantes und durchweg spannendes Thema. Auflerdem mochte
er Herrn Prof. Dr. Andreas Thom fiir hilfreiche Hinweise auf dem Gebiet der Topologie danken.
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1 Einleitung und Grundlagen

1.1 Die Funktionenridume L? (1)
1.1.1 Definitionen

In diesem Abschnitt soll die grundlegende Notation und Definition der Rdume LP (1) rekapitu-
liert werden. Wir brauchen dazu Grundlagen aus der Maftheorie wie ,Mafiraum*, ,,o-Algebra“,
,meBbar“, ,Nullmenge“, ,fast iiberall* usw., die als bekannt vorausgesetzt werden. Fiir eine
Einfithrung sei etwa auf [Rud99, Kapitel 1] verwiesen. Wir werden als Spezialfall das Lebesgue-
Maf stets mit m bezeichnen und dm = dz schreiben. In diesem Zusammenhang bedeutet das
Attribut ,,mefibar“ dann entsprechend Lebesgue-mefibar, ,Nullmenge“ entsprechend Lebesgue-
Nullmenge usw.

Sei stets 2 C R™ fiir n € N={1,2,3,...} und (Q, M, 1) ein MaBraum.

Die Beweise und formalen Grundlagen zu den folgenden Definitionen und Sétzen koénnen etwa
in [Wer05, Seite 13ff., Beispiele (h) und (i)] oder [Rud99, Kapitel 3] nachgelesen werden.
Definition:

Sei 1 < p < oco. Wir definieren den Raum der p-fach p-integrierbaren Funktionen auf € als

LP ()= f:Q—=C fistu—meﬂbarund/\f|pdu<oo

Q
Dieser Raum ist fiir jedes p € [1, oo[ ein Vektorraum.
Definition:
Wir definieren durch
v
Pl = | [P au) o seer
Q

eine Halbnorm auf ZLP (u).

Definition:

Wir definieren den Raum der essentiell beschrinkten Funktionen auf ) durch

L% () == {f :Q—— C | f ist p — mefbar und es gibt eine
1 — Nullmenge N C Q s.d. f|Q\N beschrinkt ist}.

Dabei bezeichnet f‘Q\N die kanonische Einschrinkung von f auf Q\ N.

Auch dieser Raum ist ein Vektorraum.

Definition:
Wir definieren durch

Loo = i f
Hf”j (w) NCQ MlI]qullmengeng{)N ‘f ($)|

eine Halbnorm auf £ (u).

Um nun die Banachriaume LP (1) zu konstruieren, setze

N () ={f:Q@—R | fist p — meBbar und p — fast iiberall gilt f =0}.
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Beachte, dass A (u) C Z£P (u) fiir jedes p € [1, 00!

Definition:

Fir p € [1,00] ist der Raum LP (u) definiert als der Quotientenraum
LP () := 27 (p) /A (1) -

Definition:
Sei [f] € LP (). Wihle einen Vertreter f € [f] und definiere durch

”[f]HLP(M) = Hf”z;qm

eine Norm auf LP (p).

Bemerkung:

Beachte, dass wir Elemente [f] € L” (i) der allgemeinen Konvention ohne die Klassenschreib-
weise [-] notieren und wie Funktionen behandeln werden. In diesem Sinne identifizieren wir [f]
und den Vertreter f. Natiirlich ist f dann nur p-fast iiberall wohldefiniert.

Bemerkung:

Des Ofteren werden wir nur den Fall betrachten, dass alle Funktionen reellwertig sind. Dazu
verwenden wir folgende Notation:

LY (1) :={f € LP () | f ist (p-fast iiberall) reellwertig} .

Offenbar ist es fiir die Norm auf L? () unbedeutend, ob die Funktion reell- oder komplexwertig
ist, da Betriige verwendet werden. Daher schreiben wir auf L{ (1) weiterhin IlLp () als Norm.

Satz:
Die Riume (Lp (), ||']\Lp(u)> fir p € [1,00] sind Banachrdume.

Definition:
Fiir f,g € L? (1) definiere

<f79>L2(N) :/f-gd:v.
nw

Satz:

Es ist (-,-)y12(, ein Skalarprodukt auf L? (1), und der Raum (L2 (1), (-, '>L2(u)> ist ein Hilbert-
raum.

Satz (Holdersche Ungleichung):

Seil<r <ooundt+1=1 (mitder Konvention L = 0). Sei auferdem f € L" (u) und
g € L (). Dann ist f-g € L' (1) und es gilt

1 - gl < 1 lwr - 190lLe ) - (1.1)

Fiir den Beweis verweisen wir auf [Wer05, Satz 1.1.10].

Einen Spezialfall der Holderschen Ungleichung stellt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung dar,
die in beliebigen Hilbertraumen gilt. In der hier verwendeten Formulierung liefert sie eine etwas
stiarkere Aussage fiir p = ¢ = 2 als die Holdersche Ungleichung, sie ist uns aus der linearen
Algebra bekannt;:
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Lemma (Cauchy-Schwarz-Ungleichung):
Sei X ein Hilbertraum dber K = R oder K = C. Dann gilt fiir olle z,y € X die Ungleichung

(@, y) x| < llllx - Nyl x -

Gleichheit liegt genau dann vor, wenn x und y linear abhdngig sind.

1.1.2 Notationen
Sei im Folgenden stets p € [1, 00].

Bemerkung:

Fiir den Mafiraum (92, B, m), wobei m wie vereinbart das Lebesgue-Mafl und B, die Borelsche
o-Algebra von  C R™ bezeichnet, schreiben wir auch

LP (Q) :=LP (u).
Analog notieren wir Lf () := L§ (u).

Definition:

Sei R > 0 eine reelle Zahl und X ein normierter Raum.. Dann bezeichnen wir mit

Brp) ={ye X | [z—-yllx <R}

fir x € X den offenen Ball mit Radius R um x.

Wir werden Konvergenzbegriffe auf den Réumen L? (2) benétigen. Insbesondere unterscheiden
wir:

Definition:

Ist (fn)nen €ine Folge aus LP (Q) und f € LP (), so sagen wir, (fn),cy konvergiert gegen f,
falls

1fn = flluo@) ————=0

und schreiben auch
n——>>00

n f

Diese Konvergenz wird iblicherweise auch als ,starke” Konvergenz bezeichnet.

Ein schwicherer Konvergenzbegriff ergibt sich wie folgt:

Definition:
Sei T eine grobere Topologie auf LP () als die kanonische Normtopologie Tl d.h. es gilt
Uer = Ue Tlllgp oy Vergleiche dazu auch Definition A.22 ff..

Ist (fn)nen eine Folge aus LP (), die beziglich der Topologie T gegen f € LP (Q) konvergiert,

so schreiben wir
n——-00

fon———"1

1.1.3 Operatoren

Die Theorie der linearen, stetigen Operatoren zwischen Banachrdumen wird vorausgesetzt. Wir
wiederholen nur kurz die Notation der Operatornorm sowie einige Eigenschaften von Multipli-
kationsoperatoren.
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Definition:

Seien X und Y zwei normierte Rdume und T : X ——=Y ein linearer Operator. Wir definieren
die Operatornorm von T durch

[Tl x_y == sup |[Tzly .
llzll x=1
Dabei bezeichnet sup  das Supremum tber alle x € X mit ||z|y =1 und ||-||x , |||y die Norm

llzll x =1
mn X, Y entsprechend.
Bemerkung:
Beachte, dass T' genau dann stetig ist, wenn ||T|| y_,, < o00.
Offenbar gilt fiir x € X, dass

ITzlly < ITlx -y -/l -

Die Abbildung 7'+ ||T|| y_,y definiert eine Norm auf dem Vektorraum £ (X,Y") aller stetigen,
linearen Operatoren von X nach Y.
Ist Y ein Banachraum, so ist £ (X,Y") ebenfalls ein Banachraum.

Ist X ein normierter Raum iiber dem vollstdndigen Kérper K = R oder K = C, so ist der

topologische Dualraum
X' = L(X,K)

also ein Banachraum.

Vergleiche hierzu etwa [Wer05, Satz I1.1.4].
Bemerkung:
Inkonsistenter Weise werden wir fiir Operatoren
T:LE (Q) —=L{ (Q)
die Operatornorm trotzdem als

||T||LP(Q)—>L4(Q)

schreiben, da es wie weiter oben schon bemerkt fiir die Norm egal ist, ob es sich um einen Raum
reell- oder komplexwertiger Funktionen handelt.

Folgendes Lemma ist aus der Funktionalanalysis bekannt:

Lemma:

Die Operatornorm ist submultiplikativ, d.h. sind X,Y,Z normierte Riume und T : Y —= 7
sowie S : X —=Y lineare, stetige Operatoren, dann gilt

1T oSllxz <ITlly—z-ISx_y - (1.2)

Definition:
Seip € [1,2) fest, (0, M, i) ein Mafraum und ¢ € L2 (1). Definiere den Multiplikationsoperator

Lt L2 () ——= TP ()

kST

]
durch

M o (@) =lplr ey, Y eL(n).

2
[P
Lemma:

Sei p € [1,2) fest, (8, M, ) ein Mafiraum und o € L? (u). Dann ist ./\/l| 2, wohldefiniert,
@
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linear und stetig mait

|
M 2 = llelltz(, - (1.3)
el ez ) -1 L
Beweis:
Nach der Holderschen Integralungleichung (1.1) gilt mit r = ﬁ und s = %
2.1 P . 2-p p‘ < 2
Jlole= -, o = [l ) < NelEafy - Il

Das zeigt die Wohldefiniertheit von /\/l| | 2 Die Linearitét dieses Operators ist klar.
®

AuBerdem folgt daraus

-y sy =
PP oo IWlgag=1 L7 ()
2-p
< sup H‘PHLg(#) ) ||¢||L2(u)
||¢||L2(u):1
2
= H‘PH{R(M)
. _ 1 .
Die Wahl von ¢ = Tz p liefert
i ot
el Lz () —re () ol LP (u)
1
P
T /IsO\2 ?|ol” du
H<P||L2
1 2
=" ||80||£2
[l W)
el
= ||SDHL2(M) .
Beides zusammen zeigt die Behauptung. 0

Es sei darauf hingewiesen, dass obiges Lemma mit der Vereinbarung 0° = 1 auch fiir p = 2 giiltig
bleibt. Der resultierende Operator ist in diesem Fall die Identitét.

Man kann dieses Lemma noch in einer anderen Form formulieren:
Lemma:

2
Seipe€[1,2) undu € Lo (1). Dann ist

Mu:LQ(:u) HLP(M)» pr=u-@

ein wohldefinierter, linearer und stetiger Operator mit

IMullpz () —pe ) = HUHL%(M)' (1.4)
Beweis:
Zunichst folgt wieder mit der Holderschen Integralungleichung (1.1) fiir r = ﬁ und s = %,
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dass
- lign ey = lul® [elPllLg,
< p
S P 2

Das zeigt zum einen die Wohldefiniertheit von M,, und zum anderen auch

) < .
IMullLgo—regy < llull, 50

Da die Linearitét von M, klar ist, bleibt nur zu zeigen, dass in (1.4) sogar Gleichheit gilt. Dazu
wéahlen wir

Zunéchst ist dann

und daher folgt

[Mullfe > HMucpll’ﬁp

/IuIZ”+2 v dp
2500

p)—LP (1)

HUH

Das zeigt die Behauptung. 0O

1.1.4 Besondere Eigenschaften der Riume L? (2) und ihrer Dualriume

Dieser Abschnitt soll wiederholen, welche besonderen Eigenschaften die Rdume L (€2) haben,
insbesondere fiir p € [1,2). Da wir spiter auch die topologischen Dualriume (L? (Q2))’ benstigen,
wird hier auch die Dualitdtstheorie fiir diese Rdume kurz vorgestellt.

Definition:

Sei X ein normierter Raum tiber R oder C. In Bemerkung 1.19 haben wir schon gesehen, dass
der topologische Dualraum X' dann ein Banachraum ist. Fiir v € X setze

fo(A) =X (z), Ae X
Dann ist f, € (X') =: X" und wir definieren durch

ix: X —=X", z— f,
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eine stetige lineare Isometrie, die auch als kanonische Einbettung bezeichnet wird. Als Iso-

metrie ist J injektiv.

Ist J auch surjektiv, so nennen wir X reflexiv.

Vergleiche dazu [Wer05, Satz I11.3.1].

Bemerkung:
Ist X ein nicht vollstdndiger normierter Raum, so kann X offenbar nicht reflexiv sein.

Ist X reflexiv, so gilt per Definition
X=Xx"

wobei = hier ,,isometrisch isomorph®“ bedeuten soll. Allerdings ist diese Bedingung nicht hinrei-

chend, vergleiche [Wer05, Seite 105].

Satz:
Sei 1 < p < oo. Dann ist der Raum LP () reflexiv.

Fiir den Beweis verweisen wir auf [Wer05, Seite 105].

Bemerkung:

Da L2 (Q2) ein Hilbertraum ist, ist dieser Raum nach dem Satz von Riesz kanonisch isomorph zu
seinem Dualraum. Allgemeiner sind Hilbertrdume stets reflexiv.

Satz:
Sei 1 < p < oo. Wie in der Hélderschen Ungleichung gelte % + % = 1. Dann definiert

L1 (Q) — (I (), (Bg) (f) = / fgda
Q

einen isometrischen Isomorphismus.
Da R™ und entsprechend auch alle Teilmengen 2 C R™ beziiglich dx o-endlich sind, kénnen wir
fiir den Beweis auf [Wer05, Satz I1.2.4] verweisen.

Bemerkung:
Mit dieser Identifikation ist der Dualraum von LP (2) also L7 (Q) fiir % + % = 1. Insbesondere
ist der Dualraum von L' () gegeben als

(L' (Q) =L (Q).

Satz:
Der Raum L' (Q) ist nicht reflexiv.

Vergleiche fiir den Beweis etwa [Wer05, Seite 62].

1.1.5 Adjungierte Operatoren

Definition:

Seien X und Y normierte Riume und T : X ——=Y ein linearer, beschrinkter Operator. Der zu
T adjungierte Operator T' : Y' —— X' durch

(T'Y) (x) ==y (T), reX, y ey
definiert.

Es ist offensichtlich, dass 7" wohldefiniert ist und 7" € £ (Y’, X’) gilt, d.h. dass 7" linear und
stetig ist.
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Bemerkung:

Sind X, Y und Z normierte Rdume und T' : X —=Y, S : Y ——= Z lineare, beschrinkte
Operatoren, so gilt
(SoT) =T 08,

Die obige Definition ist sehr allgemein, wir werden uns nun mit den Féllen beschiéftigen, in
denen mindestens einer der beiden Rdume X und Y ein Hilbertraum ist. Da nach dem Satz von
Riesz der Dualraum eines Hilbertraumes isometrisch isomorph zum Raum selbst ist, erhélt man
folgende

Definition:

Sind X undY Hilbertrdume und ist T : X ——=Y ein linearer, beschrinkter Operator, so ist der
zu T adjungierte Operator T* : Y —— X st durch

<Tm7y>Y:<x7T*y>X7 .’EEX, er
definiert.

Vergleiche dazu etwa [Wer05, Kapitel V.5, insbes. Definition V.5.1 und Satz V.5.2].
Definition:
Ein Operator T € L (X, X) fiir einen Hilbertraum X heifit selbstadjungiert, falls

A*=A
gilt.
Da L? (Q) fiir p € [1,2) jedoch kein Hilbertraum ist, sind diese Definitionen fiir uns noch nicht
ausreichend.
Hier wollen wir vereinfachend annehmen, dass alle Funktionen reellwertig sind.
Definition:
Sei p € [1,2) fest und sei T : LL () —=1L3 (Q) ein linearer, beschrinkter Operator.
Definiere den zu T adjungierten Operator T* : L (Q) — (L§ (Q))/ durch

(T%0) () = (T, ©) 20y - Y eLR(Q), pe L (Q).

Bemerkung:

Wie im Fall zweier Hilbertrdume in [Wer05] iiberzeugt man sich schnell davon, dass 7 wohlde-
finiert sowie linear und beschrankt ist.

Unter der Identifikation (L% (Q)) = L% (Q) aus Bemerkung 1.30 mit %4—% = 1 ist
T* : L% (2) —=L% (2), und die definierende Gleichung schreibt sich als

/Tw cpdr = (T, ©)120) = (U T70) qual = /@Z} T pdz, Y LR (Q), p €L ().
Q Q
Definition:

Seip € [1,2) fest und T : L (Q) —=LE (Q) ein linearer, beschrinkter Operator.
Definiere den zu T adjungierten Operator T* : (LL (Q))/ ——L2 () durch

F(T) = (0. 7" 10 fe (@), pel(Q).

Bemerkung:

Wie im Fall zweier Hilbertraume in [Wer05] iiberzeugt man sich schnell davon, dass T wohlde-
finiert sowie linear und beschrénkt ist.
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Unter der Identifikation (L§ (Q))/ ~ L{ () aus Bemerkung 1.30 mit % + % = 1 ist
T* : LL () —=L2 () und die definierende Gleichung schreibt sich als
[To 1d0=To aa = 0T Doy = [0 T de, FELL@), v LR ().

Q Q

Wir benétigen vor allem den Fall
ToS:L:(Q) —L3(Q)

mit beschrinkten, linearen Operatoren T': L () ——L2 () und S : L2 (Q) — L& (Q) fiir
ein p € [1,2). Diesen Fall wollen wir nun etwas genauer untersuchen:
Lemma:

Ist p € [1,2) fest und sind T : LE (Q) —=L3 (Q), S : L% (Q) —= L& (Q) lineare, beschrinkte
Operatoren, so gilt
(ToS) @=(5"0T")¢

fiir alle ¢ € L ().

Beweis:
Fiir alle f,g € L% (Q2) gilt per Definition

(f;(T'08) g)r2iq) =((T'08) f.9)12q)
= (Sf7 T*g>dual
=(f,8%o T*g>L2(Q) :

Das zeigt die Behauptung. 0

Bemerkung:

Natiirlich verallgemeinert sich diese Aussage auch fiir Operatoren zwischen LP-Rdumen mit
anderen Maflen als dem Lebesgue-Ma$.

1.2 Fréchet-Differenzierbarkeit und nicht-lineare Kompaktheit

Spater in dieser Arbeit werden der Begriff der Fréchet-Differenzierbarkeit sowie einige Eigen-
schaften Fréchet-differenzierbarer Operatoren benéttigt. Dariiber hinaus wird in diesem Ab-
schnitt kurz der Begriff der (nicht-linearen) Kompaktheit von Operatoren wiederholt.

Seien hier stets X und Y normierte Raume.

1.2.1 Fréchet-Differenzierbarkeit
Definition:
Sei U C X offen und T : U —=Y ein Operator. Wir nennen T an der Stelle x € U

Fréchet-differenzierbar, falls es einen linearen, beschrinkten Operator T' [x] : X —=Y gibt
mit

IT (x4 h) =T (x) = T[] hl|y
2|y —0 IRl x

=0, he X.

Der Operator T' [x] wird dann die Fréchet-Ableitung von T an der Stelle x genannt.

Wir nennen T’ Fréchet-differenzierbar in U, falls T an jeder Stelle x € U Fréchet-differenzierbar
18t.
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Bemerkung:

Man iiberzeugt sich leicht, dass die Fréchet-Ableitung sofern existent eindeutig bestimmt ist.
Auflerdem impliziert Fréchet-Differenzierbarkeit die Stetigkeit des Operators.

Zuletzt sieht man als Beispiel sofort, dass lineare Operatoren stets Fréchet-differenzierbar sind
und als Fréchet-Ableitung in jedem Punkte ¢ sich selbst haben.

Satz (Kettenregel):

Seien X,Y,Z normierte Riume sowie U C X und V C Y offen. Seien T : U —=V und
S 1V ——= 7 Fréchet-differenzierbare Operatoren. Dann ist S oT : U —— Z ebenfalls Fréchet-
differenzierbar mit Fréchet-Ableitung

(SoT) [x] =S"[T (x)] o T 2], reU.

Beweis:
Seixz € Y und h € X. Dann ist

[(SoT)(x+h) = (SoT)(x) = ([T (x)] o T" [z]) k|,

17l x

ST (@ +h) = S(T(x) = S"[T ()] (T"[z] 1)l 5

172/l x
ST+ h) = S(T(x) = S'[T ()| (T (x+h) =T ()|,
- 172/l x

LIS T @I (@ + h) =T (z) = T[] b4

1Pl x
ST @+ 1) = S(T (@) = ST (@) (T (x+h) =T (@), [T@+h)-T@ly
N 1T (x + h) = ( )Hy 12l

Hth

Nach Voraussetzung ist S’ [T (x)] ein beschréinkter linearer Operator, d.h. es ist

IS [T (@)]]y ., < oo

Wegen der Fréchet-Differenzierbarkeit von T gilt

lim |T (x+h) =T (x) =T [z] by
[[A]] 5 —0 1]l x

=0,
damit folgt, dass der zweite Term der rechten Seite fiir |||y — 0 gegen 0 geht.
Mit y :=T (z) und j := T (z + h) — T () ist der erste Term der rechten Seite genau

1Sw+4)=SW =S Wlilly IT@+h) =T @)y
51ly 12l '

Da T Fréchet-differenzierbar ist, ist 7" stetig, d.h. mit |||y — 0 geht auch ||j|l;, — 0. Aus der
Fréchet-Differenzierbarkeit von S folgt also, dass der erste Term dieses Produktes fiir ||hl[y — 0
gegen 0 geht, ebenso wie dass der zweite Term dieses Produktes beschrinkt bleibt, da 1" Fréchet-
differenzierbar ist. 0

Folgendes Ergebnis benétigen wir fiir die Analyse der Tikhonov-Regularisierung:

Lemma:

Sei U eine offene Teilmenge des normierten Raumes X. Ist T : U—— R Fréchet-differenzierbar
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an der Stelle ¢ € U und ist p € U ein lokales Minimum von T, so ist
T'[g] = 0.

Beweis:

Wir nehmen an, es wiire 7" [¢] h # 0 fiir ein h € X mit ||h||y = 1. Ohne Einschrinkung nehmen
wir 7" [¢] h < 0 an. Damit gilt dann aber wegen der Fréchet-Differenzierbarkeit von T an ¢, dass

T (p+eh) =T (p)

li — T [y h < 0.
lim . [l h <0

Da aber ¢ nach Annahme ein lokales Minimum ist, muss fiir hinreichend kleines € > 0 stets
T(p+eh)=T(p) 20

gelten - ein Widerspruch! 0

Dariiber hinaus benétigen wir noch folgende Theorie fiir die Analyse der nicht-linearen Tikhonov-

Regularisierung. Sie ist [Hoh02, Kapitel 7] entnommen.

Definition:

Sei G : [a,b] —= X eine stetige Funktion auf dem kompakten Intervall [a,b] C R mit Werten
in dem Hilbertraum X . Das Funktional L : X —— C gegeben durch

ist antilinear und nach Cauchy-Schwarz beschrinkt, dat — ||G (t)||  stetig auf dem Kompaktum
la,b] ist. Nach dem Satz von Riesz gibt es ein eindeutig bestimmtes x € X mit L (¢) = (¢, )y

fir alle p € X. Dann definieren wir
/ G () dt =z

a

Bemerkung:

Nach dem Satz von Riesz ist sofort klar, dass die Standard-Abschitzung

b

b
/G(t) at| = sup rL<so>|s/rG<t>HX dt

=1
/ lellx

gilt.

Lemma:
Seien XY Hilbertriume und U C X offen. Seien auflerdem p,h € X so, dass ¢ +th € U fiir

alle t € [0,1]. Ist T : X ——=Y Fréchet-differenzierbar derart, dass t — T’ [¢ + th] stetig auf
[0,1] ist, so gilt
1
T(o+h)—T(p) = /T’[gothh]hdt
0

im obigen Sinne.
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Beweis:

Fiir gegebenes 1) € Y betrachten wir die Funktion

f(t)::<T((P+th)’w>Y7 te0,1].

Da y — (y,1)y linear ist, folgt aus der Kettenregel (Satz 1.44) die Fréchet-Differenzierbarkeit
(d.h. in diesem Fall die gewohnliche Differenzierbarkeit) von f mit

fr (@) =(T"[¢ +th h,),

Dariiber hinaus ist f’ unter den gemachten Voraussetzungen stetig. Mit dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung erhalten wir

(T(th)—T(w),wy:f(l)—f(o)=/f'(t) dt = </F’[s0+th]hdt,¢>
0

0 Y

mit obiger Definition des Integrals. Da diese Gleichung fiir alle ¢ € Y gilt, folgt die Behauptung.

Lemma:

Seien X und Y Hilbertrdume und sei U C X offen. Es sei T : U ——=Y Fréchet-differenzierbar
und es gebe eine Konstante L > 0 und etne Zahl s > 0 derart, dass

1T 1] = T" [w2l|| x oy < Ll — w2l

fiir alle p1,p2 € U. Ist o +th € U fiir alle t € [0,1], so gilt unter diesen Voraussetzungen die
Ungleichung

1T (0 +h) =T (¢) = T'[g] b, < +1 R

Beweis:

Unter den gemachten Voraussetzungen ist ¢ — T" ] offenbar stetig. Nach obigem Lemma gilt

also
1

T(g0+h)—T(gp):/T’[gp+th]hdt.
0

Das liefert zusammen mit der Standardabschétzung

1
IT (o4 k) = T () — T' [l ], = /T’gothhh T[] h) dt
Y

0

1
/HT’ o+ th h— T [g] b, dt
0

< / L R ae
0

1
— X

und zeigt somit die Behauptung. 0
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Zuletzt wollen wir noch eine ganze Klasse von (reell) Fréchet-differenzierbaren Operatoren
T: L% (u) —=LP ()

mit p € [1,2) angeben.

Satz:

Seip € [1,2) fest und f : C —— C gegeben. Weiterhin seien die folgenden Voraussetzungen
erfillt:

(1) § ist als Abbildung f : R> —— R? total differenzierbar mit totalem Differential D.§ an
z € R?,

(2) es gibt eine Konstante ¢ > 0 derart, dass

23
[Dz4nf — Defllgz g2 < ¢+ [[hllge
fiir alle z € R? und h € R? gilt und

(3) fiir alle o € L2 () ist (fo ) € LP ().

Dann ist der Operator
Ty: L? (Q) —=L7 (n), Tj(p) :=fop fast iiberall, peL?(n)

wohldefiniert und reell Fréchet-differenzierbar mit formaler Fréchet-Ableitung

T{[W]h:Dwf'<§EZ;>

fiir b, € L2 (u). Das meint mit den Bezeichnungen fj, = 372 :C——=C firl <j k<2
genauer

Ti [plh = (frio @) - R () + (T2 0 @) - S (h) +1((fa1 0 ) - R (h) + (f22 0 ) - S ().

Beweis:
Nach Voraussetzung (3) ist T} offenbar wohldefiniert.

Da R? ein Hilbertraum ist, liefert Lemma 1.49 mit Voraussetzung (2) entsprechend
cp 2
IF Gz +h) = §(2) = Dafhllge < - [lhllgs (1.5)

fiir alle 2, h € R2.

Da t +— tP fiir das gegebene p monoton wachsend ist folgt unter Ausnutzung der Tatsache, dass
die Norm im R? genau der Betrag der identifizierten komplexen Zahl ist, dass

I o+ 1) = Ty () = D - By = [ 10 (4 ) = o0 = Dif - Al d
Q

<[ () ()

Q

—(Z) Mg -
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wobei wir (1.5) punktweise verwendet haben. Insbesondere haben wir also

cp 2
HTf (p+h)— Ts (o) — Dwf : hHLp(M) < 5 HhHEQ(u) )
und da % > 1 fiir das gegebene p € [1,2) ist, folgt somit die Behauptung. 0
Bemerkung:

Sind die Voraussetzungen von Satz 1.50 fiir f : C —— C erfiillt und ist fj, reellwertig, so
gilt insbesondere auch Tj : L} (u) — L& (1), und Tj ist Fréchet-differenzierbar mit Fréchet-
Ableitung

T lelh = ((F) o ) - b

d.h. T [¢] = r
f [SO] M(flm) o¥
1.2.2 (nicht-lineare) Kompaktheit

Definition:

Seien X,Y normierte Riume und sei
T:D(T)Cc X—Y

ein Operator. Wir nennen T kompakt, falls fir jede beschrinkte Menge U C D (T) das Bild
T (U) von U unter T in'Y relativ kompakt ist.

Bemerkung:

Beachte, dass im nicht-linearen Fall aus der Kompaktheit von T nicht zwingend die Stetigkeit
von T folgt.

Bemerkung:

Seien X, Y, Z normierte Riume und sei 7' = HoGmit G: D(G) C X —=Z und H : Z—=Y.
Es ist per Definition klar, dass dann 7' kompakt ist, falls

e (G kompakt und H stetig ist oder
e ( stetig und H kompakt ist.

Lemma:

Seien X, Y normierte Riume und T : D(T) C X —=Y kompakt. Sei weiterhin D (T') offen in
X und X unendlich-dimensional. Dann kann es keinen stetigen Operator T~' geben.

Beweis:

Falls 7~ nicht existiert, ist nichts zu zeigen. Angenommen 7~ existiert als stetiger Operator.
Dann ist
id=T""1oT

kompakt, und da insbesondere ein ¢y € D (T") und ein € > 0 existiert, s.d.
B={peX | |¢-wlx<e}CD(T)

ist dann

B =id(B)

relativ kompakt. Dies widerspricht wegen dim (X) = oo aber der Tatsache, dass die Einheitskugel
eines normierten Raumes genau dann kompakt ist, wenn der Raum endlich-dimensional ist
(vergleiche etwa [Wer05, Satz 1.2.7]). 0O
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Fiir die numerische Implementation von Regularisierungsmethoden (vergleiche den néchsten
Abschnitt) ist insbesondere auch noch folgendes Lemma interessant:

Lemma:

Sei X ein normierter Raum, Y ein Banachraum und sei D (T) C X offen fiir einen kompakten
und Fréchet-differenzierbaren Operator T : D(T) —=Y . Dann ist T' [¢] : X —=Y fiir alle
© € D(T) ein kompakter Operator.

Fiir den Beweis verweisen wir auf [Hoh02, Theorem 7.8].

1.3 Schlecht-Gestelltheit eines Problems und Regularisierung

Hier wollen wir kurz die Theorie der Inversen Probleme vorstellen und anschliefend einige
Losungsansétze diskutieren. Dieser Abschnitt orientiert sich an [EHN96] und [Rie03].

1.3.1 Schlecht-Gestelltheit

Die folgenden beiden Definitionen sind aus [Rie03, Kapitel 1.5] iibernommen:

Definition:

Ein mathematisches Modell [zu einem Problem] ist eine Abbildung

T:X—Y

von der Menge der Ursachen (Parameter) X in die Menge der Wirkungen (Daten) Y. Im

direkten Problem berechnen wir die Wirkung aus der Ursache, d.h. wir ermitteln T fiir
p € X. Im umgekehrten Fall sprechen wir vom inversen Problem: wir finden zur Wirkung
g €Y die Ursache p € X, s.d. Typ = g 1ist.

Bemerkung:

Beachte, dass wir im Sinne dieser Definition von dem Problem (7', X, Y") sprechen werden. Damit
kann sowohl das inverse als auch das direkte Problem gemeint sein. Sprechen wir von dem
Problem Ty = g, so ist stets das inverse Problem im Sinne der obigen Definition gemeint.

Definition (gut gestelltes Problem nach Hadamard):

Sei T : X —=Y eine Abbildung zwischen den topologischen Rdaumen X und Y. Das Problem
(T, X,Y) heifit gut gestellt (well-posed), wenn folgende FEigenschaften erfillt sind.

(1) Die Gleichung Ty = g hat fiir jedes g € Y eine Lisung.
(2) Diese Lisung ist eindeutig bestimmdt.

(3) Die inverse Abbildung T—1 : Y — X st stetig, d.h. die Lésung @ héingt stetig von den
Daten g ab (kleine Storungen in g bewirken kleine Stérungen in ¢ ).

Ist eine der Bedingungen verletzt, so heifit das Problem schlecht gestellt (ill-posed).

Hadamard definierte in [Had52, Seite 4] den Begriff ,,correctly set* fiir ein Problem ganz dhnlich.
Er ging - wie auch einige andere (zum Beispiel Courant oder Hilbert, vergleiche [CH62]) - da-
von aus, dass mathematische Modelle, die physikalische Probleme modellieren, immer auf gut
gestellte Probleme fithren. Anderenfalls miisse das mathematische Modell unvollstindig oder
fehlerhaft sein. Diese Annahme wird heute jedoch als falsch angesehen: Inverse Probleme sind
héufig schlecht gestellt, insbesondere dann, wenn die Daten nicht exakt vorliegen, sondern aus
Messungen gewonnen werden. In diesem Fall ist die Bedingung (3) besonders kritisch, sie ist
auch am h#ufigsten verletzt.

Natiirlich héngt die Bedingung (3) stark von den verwendeten Topologien auf X und Y ab. Be-
achte, dass man die Stetigkeit des inversen Operators T~ ! entweder durch Wahl einer groberen
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Topologie auf X oder durch Verfeinern der Topologie auf Y erzwingen kann - meist sind die
Topologien auf X und Y jedoch durch die Problemstellung vorgegeben.

Wir wollen nun noch eine hinreichende Bedingung dafiir angeben, dass ein Problem (7', X,Y)
schlecht gestellt ist.

Aus der Funktionalanalysis ist bekannt, dass beispielsweise kompakte Operatoren mit nicht-
endlichdimensionalem Bildraum schlecht gestellte Probleme definieren. Das folgt schon aus Lem-
ma 1.55. Vergleiche dazu etwa [Rie03, Satz 2.2.8 (e)].

Eine genauere Formulierung liefert folgendes Lemma:

Lemma:

Seien X und Y Hilbertriume, T : D (T) C X —=Y kompakt und stetig (aber nicht zwingend
linear). Sei auferdem T schwach abgeschlossen, d.h. ist (¢n),cny C D(T) eine gegen ¢ € X
schwach konvergente Folge und konvergiert auch die Folge (T (¢n)),cn Schwach gegen g €Y', so
folgt

e eD(T) und T (¢) =g.

Sei T(:UT) =y fir ein 7 € D(T) und es gebe ein ¢ > 0 derart, dass T (x) = § fiir alle
JER(T)N{weY | |lw—ylly <e} eindeutig losbar ist. Falls es eine Folge (24),cy C D (T)
gibt, welche schwach aber nicht stark gegen x' konvergiert, so ist T™' (definiert aufy € R (T)N
{weY | [lw=yly <e}) nicht stetig an y.

Fiir den Beweis verweisen wir auf [EHN96, Proposition 10.1].

1.3.2 Regularisierung

Ist ein Problem schlecht gestellt, weil Bedingung (3) verletzt ist, so hat man insbesondere die
Schwierigkeit, dass ein kleiner Messfehler in den Daten zu einem beliebig grofien Fehler in den
Parametern fithren kann. Um das Problem trotzdem adidquat und moglichst genau zu 16sen,
muss man regularisieren. Der erste Schritt der Regularisierung besteht darin, das Problem so
zu formulieren, dass die Bedingungen (1) und (2) (zumindest im linearen Fall) keine Schwierig-
keiten mehr machen. Dazu benétigt man zunéchst die so genannte Moore-Penrose-Inverse
des Operators T'. Diese kann nicht fiir allgemeine topologische Rdume definiert werden, da sie
zu wenig Struktur besitzen. Daher nehmen wir hier stets an, dass X und Y Hilbertrdume sind.
In diesem Fall kénnen wir definieren:

Definition:

SeiT': X ——=Y ein linearer beschrinkter Operator. Dann ist
R(T):={yeY |TzeX mitTx =y}

der Wertebereich von T und

N({T)={zeX |Tx=0€Y}

der Nullrawm von T. Fiir einen Unterraum W C X bezeichnen wir mit W+ das orthogonale
Komplement von W, d.h.

Whi={zecX| (x,w)y =0 fir allew € W}.
Dabei bezeichnet (-,-) v das Skalarprodukt in X.

Jetzt konnen wir uns der verallgemeinerten Inversen von 7T zuwenden:

Definition:

SeiT': X ——=Y ein beschrdinkter linearer Operator.
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(1) ¢ € X heifst least-squares-Lésung von T'p = g, falls

Ty — gl = inf | Tz —
T = glly = int T2 —glly

gilt.

(2) Wir nennen ¢ € X die beste Approximation an Ty = g, falls ¢ eine least-squares-
Lésung von T = g ist und

el x =inf{||z||y | « ist least-squares-Losung von Ty = g}
gilt.

Die beste Approximation an T = g ist also eine least-squares-Losung von T = g mit minimaler
Norm. Man kann zeigen, dass es stets hochstens eine beste Approximation an T = g gibt.

1.63 Definition:

Die (verallgemeinerte) Moore-Penrose-Inverse Tt von T € L(X,Y) ist definiert als die
eindeutige lineare Fortsetzung von T~' auf

D (TT) =R (T)® R (T)*
" N (TT ) — R(T)*

fiir B
T=T,,. N (T —R(T).

Diese Definition ist [EHN96, Definition 2.2] entnommen, die Wohldefiniertheit von 7' kann dort
nachgelesen werden. Eine andere Moglichkeit, die Moore-Penrose-Inverse zu definieren, findet
sich bei [Rie03, Abschnitt 2.1].

Wir wollen nun kurz die Konsequenzen dieser Definitionen zusammenfassen:
1.64 Lemma:

Die Abbildung T' : D (T) —— N (T)* ist beschrinkt genau dann, wenn R (T') abgeschlossen
18t.

Fiir den Beweis verweisen wir auf [EHN96, Proposition 2.4].
1.65 Lemma:

Sei g € D (TT). Dann hat das Problem Ty = g eine eindeutige beste Approzimation o', welche
durch
ol =T'g

gegeben ist.
Fiir den Beweis verweisen wir auf [EHN96, Theorem 2.5].
1.66 Lemma:
Sei g € D (TT). Dann ist p € X genau dann eine least-squares-Ldosung von T = g, wenn
T"Te=T"g
gilt.
Fiir den Beweis verweisen wir auf [EHN96, Theorem 2.6].

Jetzt konnen wir uns dem eigentlichen Begriff der Regularisierung zuwenden. Wir orientieren
uns bei der Begriffsbildung an [Rie03, Definition 3.1.1].
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Definition:

Sei T € L(X,Y) und {Ra},~ eine Familie stetiger (mdoglicherweise nicht-linearer) Operatoren
von Y nach X mit R,0 = 0 fir alle « > 0. Falls es eine Abbildung v : ]0,00[ X Y — ]0, 00|
derart gibt, dass fiir jedes g € R (T) die Relation

6—=0

0

{719 = Rogoyo”| [ o ¥ o=t <0)

gilt, so heiffit das Paar ({Ra}a>0 ,7) eine Regularisierung oder ein Regularisierungsver-

fahren fir TT. Wir sprechen von einer linearen Regularisierung, falls alle Ry, linear sind. Die
Abbildung v wird Parameterwahl genannt. Sie sei so orientiert, dass

limsup {x (3.97) | o €. flo— o] <0} =
élg%sup75g g° € g—9g Y_5 0

18t.

Der Zahlenwert (5, 95) heifit Regularisierungsparameter. Hingt v nur von § ab, so sprechen
wir von einer a priori Parameterwahl, ansonsten von einer a posteriori Parameterwahl.

Bemerkung:

Eine Regularisierung des (schlecht gestellten) Problems (7, X,Y") ist also eine Approximation
von TT durch eine Familie stetiger Operatoren {R,} a0 auf Y. Allerdings ist damit noch nicht
geklirt, welches o > 0 wir wihlen miissen, damit Rag® den Wert TTg wirklich approximiert! Es
ist nicht allgemein moglich, o > 0 so zu wihlen, dass R,g® das best-approximierende Element
der Menge {Rgg5 | 6> 0} ist, da wir T¢ nicht kennen. Daher fordert die obige Definition nur
die asymptotische Anndherung von Rag’ an TTg bei abnehmendem Rauschpegel 4.

Es ist nicht zwingend erforderlich, R™ als Parameterbereich fiir a zu verwenden. Bei iterativen
Regularisierungsverfahren (auf die hier nicht néher eingegangen wird) handelt es sich beispiels-
weise um eine diskrete Menge mit Haufungspunkt in der Null.

Wir wollen nun eine allgemeine Theorie linearer Regularisierungen vorstellen. Dazu leistet uns
der so genannte Funktionalkalkiil gute Dienste:

Satz (Stetiger Funktionalkalkiil):

Sei X ein Hilbertraum iber K = R oder K = C und T' € L (X, X) selbstadjungiert. Dann gibt
es genau eine Abbildung
o:C(c(T) —L(X,X)

mit

(1) ®(t) =T und ® (1) = idx (dabei symbolisiert t die Funktion t — t und 1 die Funktion
t—1),

(2) @ ist ein involutiver Algebrenhomomorphismus, d.h.

o O st linear,

® ist multiplikativ, also

® st involutiv, also

und

(3) ® ist stetig.
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Dabei bezeichnet o (T') das Spektrum von T, d.h.
o (T) =K\ {)\ €K | (A\=T)"" existiert in L (X,X)} .
® heifit stetiger Funktionalkalkiil von T'. Wir schreiben

(1) = (f)

fir f € C(o(T)).
Fiir den Beweis verweisen wir auf [Wer(05, Satz VII.1.3].
Dariiber hinaus besitzt der Funktionalkalkiil eine weitere niitzliche Eigenschaft:

Satz:

Sei wieder X ein Hilbertraum tiber R oder C und T € L (X, X) selbstadjungiert. Sei f — f(T)
der stetige Funktionalkalkil zu T auf C (o (T')). Dann gilt

I (Dllx—x = fllo :== sup [f(N)]
Xeo(T)

fir alle f € C (o (T)).

Fiir den Beweis verweisen wir auf [Wer05, Satz VII.1.4, (a)].

Diese Aussage macht um so mehr Sinn, da o (7T") fiir selbstadjungiertes 7" kompakt in R ist:

Lemma:

Sei X ein reeller oder komplexer Hilbertraum und T € L (X, X) selbstadjungiert. Bezeichne
m(T):= inf (Tz,x) und M (T):= sup (Tz,z).

Izl x =1 |zl x =1
Dann sind m (T') und M (T) reelle Zahlen und es gilt o (T') C [m (T, M (T')].

Fiir den Beweis verweisen wir auf [Wer05, Korollar VII.1.2].

Diese grundlegenden Ergebnisse aus der Spektraltheorie selbstadjungierter Operatoren geniigen,
um eine allgemeine Theorie linearer Regularisierungen herzuleiten. Sei dazu T : X ——Y ein
beschrankter, linearer Operator auf Hilbertraumen X und Y iiber R oder C. Wir beschéftigen
uns mit der Operatorgleichung

Ty=yg
fir g € D (TT) und nehmen stets Hg — g‘SHY < 4 an.

Bemerkung:

Beachte zunéchst, dass T*T : X —— X in jedem Falle selbstadjungiert ist. Daher kénnen wir
auf diesen Operator obigen Funktionalkalkiil anwenden.

AuBlerdem ist
(I'"'Tzx,z)y = (Tx,Tx)y >0,

weshalb m (T)) > 0 in der Notation von Lemma 1.71 gilt. Genauso sieht man mit der Cauchy-
Schwarz-Ungleichnung (Lemma 1.13)

* * 2
(T"Ta,x)x < T*T|x - [lellx <ITTllxx - Izl -
Das zeigt M (T') < || T*T| x_, x und somit

o (T°T) C [0, [T x_.x]-
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Wir konnen also den Funktionalkalkiil f (77" fiir beliebige Funktionen f € C ([0, |T*T|| x_ x])
bilden.

Nun wollen wir T durch die Familie
Ry :=qo (T"T) T

von stetigen Operatoren approximieren. Dabei ist g, € C ([0, [|T*T|| x_, x]) und o > 0.

Wir verwenden die folgenden iiblichen Bezeichnungen:

ol =TTy,
Pa =Rag,
gpi ::Rag‘s.
Man definiert auflerdem
Ta (A) ==1—=Aga (A), AE0T7T | x_x],

denn dann kann man zeigen, dass der Rekonstruktionsfehler unter exakten Daten
SOT —pa =71a (T"T) ‘P]L
erfiillt (vergleiche [Hoh02, Gleichung (5.4)]).

Nehmen wir nun an, dass die Funktionen ¢, und r, die Bedingungen

0 falls A >0,

1' Q)\:: )\: 3
Jiamy 7o (A) =270 (A) {1 falls A = 0

7o (A)| <C, fiir alle X € [0, |T*T|| x_ x] ,
C
a0 1 <51 fir e X € [0, |77 ] (1.6)

mit Konstanten C, > 0, C; > 0 erfiillen, so haben wir folgenden

Satz:

Unter diesen Bedingungen konvergieren die Operatoren Ro mit a —0 punktweise gegen TT.
Auferdem gilt

(Cr+1)Cy

a

[Rally . x <

Ist (5, ga) eine Parameterauswahlregel mit

0—=0

~y <5, g5> 00 0 und 0,

)
V7 (0,9°)
so ist ({Ra}a>0 ,’y) eine Regularisierungsmethode fiir T'.

Fiir den Beweis verweisen wir auf [Hoh02, Theorem 5.1].

Man kann allerdings zeigen, dass die Konvergenz einer jeden Regularisierungsmethode im All-
gemeinen beliebig langsam sein kann:

Satz:
Es gebe eine Regularisierungsmethode ({Ra}a>0 ,fy) fiir TT und eine stetige Funktion

f: [O’OO) - [0,00)
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mit f(0) =0 derart, dass

([t~ Tl, 107 oo, <5} <710

fiir alle g € D (TT) mit ||g|ly <1 und alle § > 0.
Dann ist TT stetig.

Fiir den Beweis verweisen wir auf [Hoh02, Theorem 3.11]

Dieser Satz zeigt insbesondere, dass fiir jede Regularisierungsmethode fiir ein schlecht-gestelltes
Problem die Konvergenz beliebig langsam sein kann. Es sind also zusétzliche Annahmen iiber
den Operator T und die exakte Losung ¢! nétig, um Konvergenzraten zu zeigen. Im Kontext
allgemeiner Hilbertrdume X und Y haben diese Annahmen die Form

ol =f(T'T)w

fur ein w € X mit |lw||y < p und einer stetigen Funktion f mit f(0) = 0. Solch eine Annahme
wird auch Quellbedingung genannt. Die héufigste Wahl fiir f in diesem Zusammenhang ist

F) =N

mit einem g > 0. In diesem Fall spricht man auch von Hélderquellbedingungen. Oftmals
kann eine solche Bedingung als abstrakte Glattheitsbedingung betrachtet werden, insbesondere
dann, wenn 7T ein in gewissem Sinne , glittender* Operator ist (vergleiche [Hoh02, Kapitel 6]).

Dariiber hinaus ist es notwendig anzunehmen, dass es Konstanten 0 < p19 < oo und C), > 0 gibt,
s.d.
sup [N (N)] < Cpat fiir 0 < p < po. (1.7)

Unter diesen Annahmen erhilt man den folgenden

Satz:

Mége (1.7) und ' = (T*T)*w mit w € X, ||w|lx < p fir 0 < p < pg gelten. Dann erfillt der
Approximationsfehler die Abschdtzung

T_ < K
Hs@ ¥al|,, = Cualp
fiir alle 0 < p < po und das Bild unter T erfillt

HT‘)OT - T(Poc

41
Y < CM"F%O[M :p
fdralleoguguo—%.
Nehmen wir zusdtzlich Hg — g‘SHY < 0 und (1.6) an, so liefert die Parameterauswahlregel
2
o = ¢yt
mit einem ¢ > 0 die Abschdtzung

2u
<02t
X

HsoT — ¢a
mit einer von ¢° unabhingigen Konstanten ¢y fiir den totalen Fehler.

Fiir den Beweis verweisen wir auf [Hoh02, Theorem 5.2].
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Ein analoges Ergebnis fiir die Wahl

F\) = { (—In(A\)™P falls 0 < X <exp(-1),

0 falls A =0

mit einem p > 0 wird in [Hoh02, Theorem 5.3] vorgestellt.
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2 Tikhonov-Regularisierung

In diesem Abschnitt sollen einige bereits bekannte Resultate iiber die Tikhonov-Regularisierung
vorgestellt werden. Wir behandeln dabei den linearen Fall sowie den nicht-linearen Fall in Hil-
bertrdaumen und diskutieren zuletzt noch die Gut-Gestelltheit und Stabilitéit des Verfahrens im
Banachraumfall.

2.1 Der lineare Fall auf Hilbertraumen

Dieser Abschnitt orientiert sich zunéchst an [Hoh02, Kapitel 2].

Die Idee der Tikhonov-Regularisierung (urspriinglich vorgestellt von Tikhonov selbst zur stabi-
len Losung von Fredholm-Gleichungen, vergleiche etwa [TA79] oder [Tik63] fiir seine Variante
mit Differentialoperatoren) ist Folgende: Ist 7' : X ——=Y ein linearer, beschrinkter Operator
zwischen Hilbertrdumen X und Y und will man

Te=g

fiir g € R (T) unter gegebenen Messdaten g° mit H g— géHy < 6 l6sen, so ist dieses Problem
dquivalent zu

2
HT(P_g(sHY = min! iiber ¢ € X. (2.1)

Wir wollen nicht zwingend annehmen, dass 7' injektiv ist. Daher kann es sein, dass sowohl
T = g als auch (2.1) nicht eindeutig losbar sind.

Natiirlich héingt auch die Losung von (2.1) nicht stetig von den Messdaten g° ab, falls das bei
dem Problem Ty = g der Fall ist (im Falle der Injektivitéit von T' also, falls dieses Problem
schlecht gestellt ist). Die Idee der Tikhonov-Regularisierung ist es nun, zu (2.1) einen Strafterm
hinzu zu addieren, welcher die Stetigkeit der Losung in Abhingigkeit von ¢° wiederherstellt.
Man betrachtet also das Funktional

2
Jo (@) = HTw—g‘SHYJraHsO—mHi(, ¢ e X,

wobei a > 0 wiederum der Regularisierungsparameter und g eine Initialndherung an die Losung
ist. Falls keine Initialndherung bekannt ist, so wird ¢g = 0 verwendet.

Wir wollen nun zeigen, dass diese Regularisierung nur ein Spezialfall der obigen allgemeinen
linearen Theorie ist. Das folgende Lemma und der anschlieBende Satz sind mitsamt Beweisen
aus [Hoh02, Kapitel 2] entnommen.

Lemma:

Das Tikhonov-Funktional J,, ist fiir jedes a > 0 Fréchet-differenzierbar und die Fréchet-Ableitung
ist gegeben durch

J&[ga]h:2§)?(<T*(T@—gé>+a(cp—gpo),h>x>, p,h e X.
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Beweis:

Man berechnet fiir ¢, h € X mit obiger Bezeichmung, dass
Ja (0 +h) = Ja (@) = I [¢]
=<T90+Th—95,T90+Th—g‘S>Y+a<w+h—<ﬁo,s0+h—s00>x - <T¢—957T90—95>Y
—alp— o, — po)x — 2R (<T* (Tw—g‘s) +a(<p—<po),h>x>
=(Th,Te—g") +(Tie—g"Th) +(Th,Th)y +ap— 0. h)x +a (o= o)x
+aih)y =2 (1" (Te =) +alo—0).h) )
=28 (17 (T = o) 1) ) +IThIF +2aR (o = o, b)) + 1]k
(- (1) ratemm ),
= |IThII + 1%
<0l (1T 1By +1)
Das zeigt die Behauptung. -

2.2 Satz:

Das Tikhonov-Funktional J, besitzt ein eindeutiges Minimum gpfx in X fir allea >0, ¢ €Y
und g € X. Dieses Minimum ist gegeben durch

@ = (T*T + aidx) ™! (T*g‘s + cup0> .
Der Operator T*T + aidx ist stetig invertierbar, d.h. cp‘; hingt stetig von ¢° ab.

Beweis:

Angenommen, ¢ € X minimiert J,. Da J, nach obigem Lemma Fréchet-differenzierbar ist,
folgt aus Lemma 1.45, dass J, [(pg] h =0 fiir alle h € X. Insbesondere folgt daraus fiir die Wahl

h=1"(T¢h - g") +a (¢ )
mit obiger Darstellung fiir .J/, [Lpg], dass
(T*T + aidx ) @2, = T*¢° + apy
ist. Aus dem Lax-Milgram-Lemma (siehe etwa [Alt99, Satz 4.2]) folgt wegen

R (T + aidx) ¢, ) x) = |Toly +alolk > allelx

die stetige Invertierbarkeit des Operators T*T + aidx. Also erfiillt jedes minimierende Element
¢ von J, die Gleichung

4,03 =(T"T + ozidX)_1 (T*g‘S + agpo)

und ist somit bereits eindeutig bestimmt, d.h. es kann hochstens ein minimierendes Element
geben. Um zu zeigen, dass das so definierte Element Lpg € X auch tatsichlich J, minimiert,
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berechnet man
(1) :=Ja (cpi + th)
_ 1 1 1) 1) d 2
—Jo (¢8) +t(Th Tl —g°) -+t (Th—g"\ Th) +(Th, Th)y
5 5 2
+at <(:00< 900ah>X + at <h790a SDO>X +at <h7 h>X

fir h € X \ {0} und ¢ € R. Offenbar ist ¢ ein Polynom zweiten Grades mit ¢ > 0, da J, > 0.
AuBlerdem gilt

& (0) = <Th,Tsai B gé>y n <T<p‘; _ 96’Th>y +a <<Pi — ¥0, h>X + o <h, 05, — 900>
—o (77 (1t~ o) + o (=) ) )
=2 (((T°T + aidx) ¢, — (T"9" + ago) ’h>x>

=0

X

per Definition von 8. Das zeigt 1 (t) > ) (0) fiir alle ¢t € R. 0

Bemerkung:
Mit diesem Lemma erhalten wir:

Wiéhlen wir in der allgemeinen linearen Theorie aus Kapitel 1.3.2

_ 1
A+ a’

Ga (M) A€ [0,00],

so entsprechen die entstehenden Operatoren
Ro = qo (T*T) T* = (T*T + aidx) ' T*

im Falle g = 0 genau der Tikhonov-Regularisierung. Offenbar ist mit dieser Wahl

1 o«
Ata Mo

ra(A)=1-2X

Man iiberlegt sich schnell, dass diese Funktionen die angegebenen Bedingungen erfiillen. Damit
ist dieses Verfahren unter Wahl einer geeigneten Parameterauswahlregel tatséchlich ein Regula-
risierungsverfahren, und die angegebenen Konvergenzraten gelten.

Bemerkung:

Man erhilt eine allgemeinere Variante der Tikhonov-Regularisierung (die so genannte verall-
gemeinerte Tikhonov-Phillips-Regularisierung), wenn man den Strafterm |¢ — ¢l y
durch

1B (¢ = o)l 2

ersetzt. Dabei ist B € L£(X,Z) ein Operator in einen weiteren Hilbertraum Z, welcher auf
seinem Bildbereich stetig invertierbar ist (das ist gleichbedeutend mit der Existenz eines 5 > 0
s.d. B¢l x < ||Bell, fiir alle ¢ € X). Eine Diskussion dieses Verfahrens findet sich in [Rie03,
Kapitel 4].

2.2 Der nicht-lineare Fall auf Hilbertraumen

Dieser Abschnitt orientiert sich an [EHN96, Kapitel 10].
Seien hier wieder X und Y Hilbertrdume, aber diesmal 7' : D(T) C X —=Y ein stetiger,



2.5

2.6

34 2 Tikhonov-Regularisierung

nicht notwendigerweise linearer Operator. Es ist {iblich, zusétzlich zur Stetigkeit von 7' anzu-
nehmen, dass 7" schwach abgeschlossen ist. D.h. ist (), cy € D (T') eine gegen ¢ € X schwach
konvergente Folge und konvergiert auch die Folge (T (¢y,)),,cy schwach gegen g € Y, so folgt

e e€D(T) und T (¢) = g.

Diese Annahme ist hinreichend fiir die Losbarkeit des Problems
2
HT(«p) — g‘SHY +allp — QO()”§( = min! iiber p € D(T),

wie man bei [EHN96] nachlesen kann.

Im nicht-linearen Fall kann die verallgemeinerte Moore-Penrose Inverse nicht definiert werden.
Man nimmt daher an, dass g € R (T) gilt und verwendet das so genannte Konzept einer q-
minimum-Norm-Losung:

Definition:

Ein Element ¢t € D (T) heift po-minimum-Norm-Losung zu dem Problem T (p) = g, falls

T(¢T> =y

und
[ = o] =it {lle = wollx 1 €D@), T() =g}

o wird dabei auch als Startndherung bezeichnet.

Im Gegensatz zum linearen Fall spielt g = 0 fiir nicht-lineare Probleme keine besondere Rolle.
Beachte, dass ¢! nicht zwingend eindeutig bestimmt ist.

Man nimmt nun an, dass eine pg-minimum-Norm-Loésung ¢! zu dem Problem T () = g existiert
und ersetzt wie im linearen Fall das Problem T (¢) = g durch das Minimierungsproblem

2
HT (p) — g5HY + all¢ — o5 = min! iiber ¢ € D(T). (2.2)

Dabei ist wieder a > 0 und ¢° € Y ist eine Approximation der Daten g in dem Sinne, dass
H g — g‘SHY < §. Wie im linearen Fall bezeichnet man Losungen von (2.2) mit cpgé. Man kann
leicht zeigen, dass diese Losungen unter den gemachten Voraussetzungen stetig von den Daten
g’ abhiingen (vergleiche etwa [EHN96, Theorem 10.2]).

Dariiber hinaus kann man zeigen, dass die Losungen zu (2.2) gegen eine ¢p-minimum-Norm-
Losung zu dem Problem T () = g konvergieren:

Satz:

Sei g €Y so, dass Hg — g‘SHY < 0 und sei vy eine a-priori Parameterauswahlregel derart, dass

6—>0 82 0—=0
v(§) —————0 und 0.
) 10)
Dann besitzt jede Folge (@ii)keN mit O b >0, ap = v(0r) und einer Lisung gogjjv

zu (2.2) entsprechend eine konvergente Teilfolge. Jeder Grenzwert einer konvergenten Teilfolge
einer solchen Folge ist eine po-minimum-Norm-Lésung zu dem Problem T () = g. Ist diese
wo-minimum-Norm-Lésung dariberhinaus eindeutig bestimmt als ¢, so gilt

. 4
lim ¢ 5 = .

Fiir den Beweis verweisen wir auf [EHN96, Theorem 10.3].
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Zuletzt wollen wir noch Konvergenzraten fiir diese Regularisierung vorstellen. Da dieser Satz
spéter in dieser Arbeit nochmals in einem anderen Zusammenhang benotigt wird, beweisen wir
ihn auch. Der Beweis ist genau der Beweis von [EHN96, Theorem 10.4].

Satz:

Sei D (T) konvex, ¢ €Y mit Hg —g‘5||y < & und sei @' eine @o-minimum-Norm-Lésung zu
dem Problem T () = g. Mdgen dariber hinaus die folgenden Bedingungen gelten:

(1) T ist Fréchet-differenzierbar,
(2) es gibt ein v > 0 und ein p > 2 HgoT — gooHX s.d.
|7 [¢] -7

fir alle p € D(T)NB, (@T);

<ol =]

(3) es gebe einw €Y mit

ol —po=T [wq w
und

(4) es gelte v |jw|y < 1.

Dann erhalten wir fir die Parameterauswahl oo = ¢ -6 mit einem ¢ > 0 die Konvergenzraten

Per Definition 16st ¢9, das Problem (2.2). Daraus folgt mit den Voraussetzungen

2
7 (42) = [, +2]

Pa — P

L —ll|, =0 (V6) und [T (4h) - 4’| =0) firs—0.

Beweis:

5 2 7 (o 5112 ; 2
= ol <[ () -, + e - e
¥Pa (POHX_H L4 g Y+a(p <P0X

2 2
-l e -
o =o'l + e = el
52 f i
< — )
< +a ol - ool

Das zeigt mit Voraussetzung (3) wiederum

7 (e8) =o' oot - 1]
SN R PR PR
oo, (o)) - (), ) + (o))
=32 +20% (o' — o, 0' =) ) (2.3)

=5% + 20 <<w T [goq (@ - cpi) >Y) . (2.4)

Ist nun a = ¢ - 0, so folgt aus (2.3) mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (Lemma 1.13), dass
gog € B, (@T) fiir das fixierte p > 2 ngT — gooH  aus der Voraussetzung (2), wenn ¢ hinreichend
klein ist, was wir im Folgenden annehmen wollen. Wegen der Konvexitét von D (T) folgt aus
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Lemma 1.49 mit Voraussetzung (2) also, dass

T (sOi) =T (sDT) +T' [soq (@i - @T) +79 (2.5)
=g
mit )
TgHY = 1‘@2‘_@”){ (2:6)

Setzen wir nun (2.4), (2.5) und (2.6) zusammen, so erhalten wir

2
@i—soTH

[ (62) =o'l +ollet =1l
<6® + 20 <<w T [soq (SOT - SOi) >Y>
(o o)+ (1) <))

<62 1206 2 T() - g° 5
<67 + 200 ||wlly + 2a [lw]ly o) — 9 Y+a’yHWHY 2k

wobei wir im letzten Schritt wieder die Cauchy-Schwarz-Ungleichung und % (-) < || benutzt
haben. Umstellen dieser Gleichung liefert

2
Aot <@ +alwly)’.

(| () =5, —allolly)” + @ =7 el

Mit Voraussetzung (4) zeigt das

HT (@g) —géHY <0+ 20wy

e 5+ allul
+ o ||w
Hwi - @TH < Y__
X Val=vlwlly)
Einsetzen von o = ¢ - § zeigt nun die behaupteten Konvergenzraten. 0
Bemerkung:

Beachte, dass die zu Beginn dieses Abschnitts geforderte schwache Abgeschlossenheit des Ope-
rators T fiir die Konvergenzraten nicht notwendig ist! Diese Tatsache werden wir spéter in Satz
4.20 noch ausnutzen.

Beachte auch, dass die Wahl einer guten Startnidherung ¢o die Bedingung (2) deutlich ab-
schwiicht!

Fiir weitere Analysen und Ausfithrungen der nichtlinearen Tikhonov-Regularisierung in Hilbert-
rdumen sei der Leser auf [EHN96, Kapitel 10] verwiesen. Eine weitere mogliche Referenz fiir eine
ausfiihrliche Analysis der nicht-linearen Tikhonov-Regularisierung ist [LPRO7].

2.3 Verallgemeinerungen fiir Banachriume

Wir haben bisher nur den Fall untersucht, dass sowohl X als auch Y Hilbertrdume sind. Hier
wollen wir nun zumindest X als Banachraum zulassen. Sei also T': D (T') C X ——=Y ein stetiger
Operator von einem Banachraum X in einen Hilbertraum Y. Ahnlich wie oben ersetzen wir die
Gleichung

Ty =g
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mit g € R (T') durch das Minimierungsproblem
2
HT(u})—g5Hy+a||¢||§( — min! iiber ¢ € D (T) (2.7)

mit Néherungsdaten ¢g° € Y, einem Regularisierungsparameter o > 0 und geeignetem s > 1, wo-
bei wir allerdings zur Vereinfachung der Rechnungen nur die Startndherung ¢y = 0 betrachten.
Man kann eine deutlich allgemeinere Variante der Tikhonov-Regularisierung erhalten, indem
man den Term [|¢||% durch f(¢) fiir ein konvexes Funktional f : X —— [0, 00] mit f # oo
ersetzt. Allerdings benotigen wir fiir den Abschnitt 4 dieser Arbeit nur die Variante (2.7). Wir
wollen uns hier auch nur um die Gut-Gestelltheit des Problems (2.7) kiimmern. Fiir die Konver-
genzanalysis der allgemeineren Version sei der Leser etwa auf [Res05] oder [BO04] verwiesen. Im
Spezialfall X = LE () und s = p ist es ein Ziel dieser Arbeit, einen speziellen Losungsansatz
(mit potentiell besseren und vor allem aussagekriiftigeren Konvergenzraten) vorzustellen.

Die Gut-Gestelltheit des Problems (2.7) wird in vielen neueren Verdffentlichungen iiber Inverse
Probleme iibergangen, da bereits relativ ausfiihrliche Untersuchungen dieser Problematik vorlie-
gen (vergleiche etwa [SV89] oder [AV94]). Neuere Veroffentlichungen wie [Res05] oder [BO04] ver-
weisen dann lediglich auf die dlteren Versffentlichungen mit dem Hinweis, dass sich die (in [Res05]
oder [BO04]) deutlich allgemeiner getroffenen Aussagen sofort wie in [AV94] 0.A. beweisen las-
sen. Allerdings erfordern sowohl die Formulierungen der Aussagen als auch ihre Beweise einige
Kentnisse in elementarer Topologie. Wir werden daher hier nun zwei generelle Kriterien fiir die
Losbarkeit des Minimierungsproblems (2.7) vorstellen, die Eindeutigkeit dieser Losung diskutie-
ren und danach zwei verschiedene Formulierungen fiir die stetige Abhéngigkeit der Losung zu
(2.7) von den Daten ¢° mit hinreichenden Voraussetzungen prisentieren. Zum Schluss zeigen
wir ein Resultat {iber die Konvergenz des Verfahrens.

2.3.1 Losbarkeit

In diesem Abschnitt werden hinreichende Vorausetzungen fiir die Losbarkeit des Problems (2.7)
vorgestellt.

Lemma:

Es gebe eine Topologie T auf X, unter welcher die folgenden Bedingungen erfillt seien:
(1) D(T) ist abgeschlossen,
(2) ¥ —||Y|x, ¥ € X ist unterhalbstetig,
(3) die Mengen {¢ € X | ||¢||x < M} sind kompakt fiir alle M > 0 und
(4) T : (X,7) — (Y, 7)) ist stetig.

Dann nimmt das Tikhonov-Funktional
2
Ja() = |T@) =g| +alvly,  veD@

fiir beliebiges ¢° € X und o > 0 sein Infimum an. Insbesondere ist also das Problem (2.7) stets
losbar.

Beweis:

Unter den gemachten Voraussetzungen ist das Funktional J, unterhalbstetig, da
5112
v Tw ¢

sogar stetig ist. Nach Lemma A.45 nimmt J,, also auf jeder kompakten Menge sein Infimum an.
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Sei nun [ := . i%fT) Jo () > 0 und ¢y € D (T) beliebig mit J (¢9) = a. Ist a = I, so ist nichts
€
weiter zu zeigen. Ist dagegen a > I, so beobachtet man zunéchst, dass

ll% > =, v € D) = Ja() >a

gilt. Entsprechend muss das Infimum von J nur in

Bi={peD() | v} <2} ={veX |k <2} nD(@)
gesucht werden, d.h. es ist

I = inf J, (1) .
nf, (¥)

B ist als Schnitt einer abgeschlossenen und einer kompakten Menge nach Voraussetzung kom-
pakt, d.h. nach Lemma A.45 gibt es ein ¢; € B mit J, (¢1) = I. 0

Folgendes Lemma zeigt die gleiche Aussage unter der Voraussetzung einer anderen Art von
Kompaktheit:

Lemma:

Es gebe eine Topologie T auf X, unter welcher die folgenden Bedingungen erfillt seien:
(1) D(T) ist abgeschlossen,
(2) Y — ||[V]lx, ¥ € X ist unterhalbstetig,
(3) die Mengen {¢ € X | ||¥||x < M} sind relativ folgenkompakt fir alle M > 0 und
(4) T : (X, 1) —= (Y, 7)) ist stetig.

Dann nimmt das Tikhonov-Funktional
2
@)= |T@) =& +alvly.,  ven@)

fiir beliebiges ¢° € X und o > 0 sein Infimum an. Insbesondere ist also das Problem (2.7) stets
losbar.

Beweis:

Sei I := . ing) Jo () > 0 und (¢,) € D (T) eine minimierende Folge mit
€

1
Jo (Pn) < I+E'

1 1
n8<7]' )
ol <5 (1+7)

Insbesondere folgt daraus
n
d.h. die Folge (v),,cy ist beschrénkt. Nach Voraussetzung (3) gibt es also eine Teilfolge (¢, ) oy

mit
k—o00

Yny ————>¢ €D(T)

nach Voraussetzung (1). Voraussetzung (2) wiederum hat

o [l < timinfain,
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zur Folge, woraus mit Voraussetzung (4) auch
0 2 s
Ja () =T @) = g'||, +allvili

2
= lim |7 (6n,) = °||, +allulli
k—o0 Y

2
< lim HT(wnk) —g‘SH + aliminf a||¢p, ||
Y k—o0

k—o0
= klim Jo (Pn,,)
=1

folgt. Also nimmt J, sein Infimum in ¢ € D (T) an. 0

2.3.2 Eindeutigkeit

Beachte, dass die Losung von (2.7) im Allgemeinen nicht eindeutig ist, insbesondere dann, wenn
T nicht-linear ist. Die Tatsache, dass |||y zwar konvex, aber nicht zwingend strikt konvex ist
(wie wir gleich sehen werden), hat einen nicht unwesentlichen Anteil an dieser Problematik.

Lemma:
Die Abbildung
o llely, peY

ist strikt konvex.
Beweis:

Seien @1, € Y mit ¢1 # ¢ und A € (0,1). Dann ist

FO) =1+ (1 =N gally = X lerlly + (1= M) o2lly + 23 (1= X) R ({1, 02)y)

ein Polynom zweiten Grades und man berechnet leicht

(V) =21 — pally -
Wegen p1 # @9 ist also f”(A) > 0 fiir alle A\ € (0,1). Bekanntlich folgt daraus die strikte
Konvexitiat von f. Insbesondere gilt also fiir A € (0,1):
e+ (1= N gally =f (V)

=f(A-1+(1—-X)-0)

<Af(1) + (1= 2) f£(0)

=Merlly + (1= ) [leall -
Das zeigt die Behauptung. 0O

Lemma:
Fiir jeden Banachraum X ist
U= [19lx
konvez. Fiir X = L' (Q) und s = 1 ist diese Abbildung aber nicht strikt konvex.

Beweis:

Die Konvexitdt der Abbildung folgt bereits aus der Dreiecksungleichung fiir die Norm und der
Tatsache, dass t — ¢* fiir s > 1 konvex ist. Es geniigt also zu zeigen, dass es 11,99 € L (Q)

gibt mit 1 # V2, [¥1llpiq) = IW2llpiq) = 1 und [|5 (Y1 +42)|| o) = 1. Dazu wiihle man
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Funktionen 1)1, € L' (Q) mit den gewiinschten Eigenschaften und 1) > 0, 5 > 0 fast iiberall.
Dann gilt fast tiberall

[U1| =41, 2] =1bo und |1 + 1P| = 1 + o.

Das hat
1 1
H2(¢1+¢2) 22/!1/11-“/12! dx
Li(Q) 8
1 1
—5 [wrde+ g [vaas
Q Q
1 1
=5 IWtllLa) + 5 12l
=1
zur Folge. 0
Satz:

Sei T linear und injektiv. Dann besitzt (2.7) hdchstens eine Lisung.

Beweis:

Wir zeigen zunéchst, dass das Funktional
2
Ja (F) = ||T(5) =g +allflIx

strikt konvex ist. Dazu geniigt es zu zeigen, dass f — HT (f)— g‘st, strikt konvex ist, denn die
s-te Potenz der X-Norm ist nach obigem Lemma konvex. Das ist aber wegen

HT(/\TZH + (1= \p2)) — 95Hi = HA (Twl - 95) +(1-2) (TT/)2 - 96> Hi,

der Injektivitit von T (also 11 # 19 = T # T1)2) und der oben gezeigten strikten Konvexitét
des Quadrats der Y-Norm Kklar.

Wir nehmen nun an, das Funktional J, habe zwei minimierende Elemente 1, 19 € D (T) C X.
Dann gilt wegen der strikten Konvexivitét

i (5 0+ 02)) < 30 () + T (0) = T (0) = Ja ().

Das stellt einen Widerspruch dazu dar, dass 11,19 minimierende Elemente von J, sind und
zeigt somit die Behauptung. 0

2.3.3 Stetige Abhingigkeit

Jetzt wollen wir wie versprochen die stetige Abhéngigkeit der Losung(en) zu (2.7) von den Daten
¢° diskutieren. Verwenden wir die Voraussetzungen von Lemma 2.9 iiber eine grobere Topologie
7 auf X, so ist anzunehmen, dass die stetige Abhéingigkeit zunichst auch nur in dieser Topolo-
gie erreicht wird. In (Hilbertraum-)Féllen, in denen die schwache Topologie verwendet werden
kann, ldsst sich sogar stetige Abhéngigkeit beziiglich der Norm-Topologie zeigen (vergleiche et-
wa [EHN96, Theorem 10.2]). Zunéchst stellen wir eine Variante mit Folgen vor:

Lemma:

Es gebe eine Topologie T auf X, welche grober als die Normtopologie sei und beziiglich welcher
die folgenden Eigenschaften erfillt sein mdégen:
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(1) D(T) ist abgeschlossen,

(2) Y= ||| x, ¥ € X ist unterhalbstetig,

(3) die Mengen {¢ € X | ||¢||lx < M} sind relativ folgenkompakt fir alle M > 0 und
(4) T : (X,7) — (Y, 7)) ist stetig.

Sei nun o > 0 und ¢° € Y gegeben und seien (Gn)neny C Y und (¢n),cy C D(T) Folgen s.d.

gn ———>25 4% und s.d. fir jedes n € N 1), eine Lisung von

IT (¥) = gully + a [$llx = min! dber ¢ € D(T)

ist. Dann gibt es eine T-konvergente Teilfolge von (), cy, und jeder Grenzwert einer konver-
genten Teilfolge von (Yn),cy ist eine Losung von (2.7).

Beweis:

Per Definition von 1, gilt

IT (¢n) = gully + [l < 1T () = gally + o [0ll% (2.8)

fiir jedes n € N und jedes ¢» € D (T'). Da die Folge (gn),,cy nach Voraussetzung konvergiert,
folgt daraus die Beschrianktheit der reellen Folge

(Inllx)nen -
Wegen Voraussetzung (3) existiert eine Teilfolge (), );cy mit

k——00

Uny ——— =¥ € D(T)
geméf Voraussetzung (1). Voraussetzung (2) impliziert
115 < timinf 1,

und wegen der Stetigkeit der Y-Norm sowie Voraussetzung (4) auch

|7 @) = 7|, = Jim 1T () = guuly < liminf [T () = gy

Y k—o0 k—oo
Damit folgt! unter Verwendung von (2.8)
_ 2 _
|7 @) =g, +all@lly <tmint (IT (u,) = gn I+ lom %)

<timsup (I (¥n,) = gn | + 0 [0, % )

k—oo

!Beachte, das offenbar liminf a, + liminfb, < liminf (an + byn) fiir alle Zahlenfolgen (an)nEN , (b")nEN gilt. Das

n—oo n—oo n—oo
sieht man aus den bekannten Ungleichungen

inf (A) + inf (B) < inf (A + B)
fir A+ B={a+b|a€c Abe B} und
ACB = inf(A) >inf(B).
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< Jim (I7 @) = g + o 01)

k—o0
) 2 s
=7 @) -4, +alwlx

fiir alle ¢ € D (T). Daher ist ¢ eine Losung von (2.7). Dieses Argument funktioniert fiir jede
konvergente Teilfolge von (v,),,cy, da 7 grober als die Normtopologie ist. 0O

Bemerkung:

Beachte, dass der Beweis die Gleichung

Tim (I Woy) — g+ alln, I ) = [75) = [+ |l

liefert und damit sogar
k——

(K 9]

zeigt. Ohne weitere Voraussetzungen an X und die Topologie 7 folgt daraus jedoch noch nicht
die starke Konvergenz der Folge (¢, ),cn-

Lemma:

Ist zusdtzlich zu den Voraussetzungen aus Lemma 2.1/ die Losung 1 von (2.7) eindeutig, so gilt

n———-=00 T
Yy ———— 1.
Beweis:

Angenommen, die Folge _(wn)nEN konvergiert nicht beziiglich 7 gegen . Dann gibt es eine 7-

offene Umgebung U von 1 derart, dass es zu jedem n € N ein m > n mit ¢, ¢ U gibt. Das liefert
eine monoton wachsende Folge ein nj, € N s.d. 9, fiir kein £ in U enthalten ist. Insbesondere
ist 1 dann kein Haufungspunkt der Folge (¢, ) ren- Allerdings erfiillt diese Folge wieder die
Voraussetzungen von Lemma 2.14, wonach sie eine gegen 1 7-konvergente Teilfolge besitzt - ein
Widerspruch. 0

Beachte, dass die letzten beiden Lemmata die relative Folgenkompaktheit der Mengen

{eX||vllx <M}

voraussetzen, welche in durchaus kanonischen Topologien nicht vorliegt! Vergleiche dazu etwa
Beispiel A.30.

Die folgende Variante ist mit Hilfe des Netz-Begriffs aus der Topologie formuliert (vergleiche
Abschnitt A.2). Die Aussage ist potentiell etwas schwécher, aber dafiir wird auch nur die Kom-
paktheit der Mengen {¢ € X | ||¢||x < M} und nicht mehr die Folgenkompaktheit als Voraus-
setzung benotigt.

Lemma:

Es gebe eine Topologie T auf X, welche gréober als die Normtopologie sei und beztiglich welcher
die folgenden Eigenschaften erfillt sein mdogen:

(1) D(T) ist abgeschlossen,
(2) ¥ — |[Y|x, ¥ € X ist unterhalbstetig,
(3) die Mengen {¢p € X | ||¢||x < M} sind kompakt fir alle M > 0 und

(4) T: (X, 1) — (Y, T”‘HY) 1st stetig.
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Sei nun o > 0 und ¢° € Y gegeben und seien (Gn)neny C Y und (n),eny € D(T) Folgen s.d.

Gn ———25 g% und s.d. fir jedes n € N 1), eine Lisung von

1T (1) — gnll3 + a |95 = min! dber ¢ € D (T)

ist. Dann gibt es ein T-konvergentes Teilnetz von (Yn), ey und jeder Grenzwert eines konvergen-
ten Teilnetzes von (), 45t eine Losung von (2.7).

Beweis:

Wie gehen wie oben vor: Per Definition von v, gilt

1T (n) = gally + @ lenllx < IT (@) = gally + 9% (2.9)

fiir jedes n € N und jedes ¢ € D (T'). Da die Folge (gn),cy nach Voraussetzung konvergiert,
folgt daraus die Beschrénktheit der reellen Folge

nll ) e -

Da Folgen spezielle Netze sind, existiert also wegen Voraussetzung (3) ein Teilnetz (1/1,7(,»))
mit einer gerichteten Menge (I, <), n: I —N und

el
Uy —>1 € D(T)
gemif Voraussetzung (1). Voraussetzung (2) impliziert
19l < timinf[|v
und wegen der Stetigkeit der Y-Norm sowie Voraussetzung (4) auch
|7@) = 4|, =1m |17 (o)) = 9wl < timint |7 () = g [

Damit folgt unter Verwendung von (2.9)

7).+ 19l <timint (I (o) — ol + @ oo )

N—

< lirrileslup (HT (%(i)) - gn(i)fo +a H%(@Hj(

<t (|17 ) = g [} + o 1)

=T @ - | +alwl

fiir alle ¢» € D (T). Daher ist 1) eine Losung von (2.7). Dieses Argument funktioniert fiir jedes
konvergente Teilnetz von (¢,), <y, da 7 grober als die Normtopologie ist. 0O

2.3.4 Konvergenz

In diesem Abschnitt nehmen wir an, dass es eine (0-)minimum-Norm-Losung (vergleiche Defini-
tion 2.5) ¥ zu dem Problem T (1)) = ¢ gibt. Wir wollen nun zeigen, dass das Verfahren unter
bestimmten Voraussetzungen in einem geeigneten Sinne gegen diese Losung konvergiert. Wir
prasentieren hier nut eine Variante mit Folgen, dieses Lemma kann aber alternativ auch mit
Netzen formuliert werden.

Lemma:

Es gebe eine Topologie T auf X, welche gréober als die Normtopologie sei und beztiglich welcher
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die folgenden Eigenschaften erfillt sein mdgen:
(1) D(T) ist abgeschlossen,
(2) Y= ||| x, ¥ € X ist unterhalbstetig,
(3) die Mengen {1 € X | ||¢||x < M} sind relativ folgenkompakt fiir alle M > 0 und
(4) T : (X, 1) — (Y, T”'HY) ist stetig.
Sei nun vy eine Parameterauswahlregel derart, dass

0—=0

v (0) 0 und

v (9)

gilt. Sei &, eine Nullfolge, ¢°* € Y mit Hgfg‘s’fHY < Ok, ag = v (0k) und sei g’; fiir jedes
k € N eine Losung zu

2
Hsz —g™| +a lwllk = mint dber v € D(T).

Dann gibt es eine T-konvergente Teilfolge von (1&3’2) und der Grenzwert jeder konvergenten

Teilfolge von ( gi)kEN

Ist die Minimum-Norm-Lésung ¥ von T (¢) = g eindeutig bestimmt, so gilt

keN’
ist eine Minimum-Norm-Lisung von T (1) = g.

Fy 6——>0
Ve .

Beweis:

Sei zp == xi’; und gy, := ¢%. Dann gilt per Definition von z, dass

2 s
I @e) = gy + e iy < |7 (2) = g |+ 27|
S
=llg = gully +aue 2|
S
S(;;% + oy Hl‘T .
X
Daraus folgt zum einen, dass
k——
IT () — gxll5 =0, (2.10)
und zum anderen auch 52
S
s < %k H TH . 2.11
k]l < ol L (2.11)

Der erste Term in (2.11) geht nach Voraussetzung gegen 0 fiir & —— oo, daher ist die Folge
(.Z‘k) kEN mit
tim sup | < [+
k—oo X
beschriinkt. Nach Voraussetzung (3) existiert also eine Teilfolge (wkz‘)jeN mit

j—>

Tk, z e D(T)

nach Voraussetzung (1). Damit folgt aus (2.10), dass

lim T (2y,) = lim T (z1) =,

J—00
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und somit aus Voraussetzung (4) auch T (x) = y.
Voraussetzung (2) hat nun

S
I

Iy <

S
z]l% < lbniglf\\wnj Sllﬁgp\\xnj «

zur Folge, und das ist per Definition < ||z||%. Es folgt ||z = HxTHX und somit ist x eine 0-
minimum-Norm-Lésung zu T (z) = g. Dieses Argument funktioniert wieder fiir jede konvergente
Teilfolge.

Ist ! eindeutig bestimmt, so folgt

wie im Beweis von Lemma 2.16. 0O

Bemerkung:
Wir haben hier stets gefordert, dass T' als Operator

T: (X,T) —— (Y, T”Hy)
stetig ist. Offenbar geniigt es fiir die Gut-Gestelltheit sogar anzunehmen, dass 1" als Operator
T:(X,7) — (Y,7,)

stetig ist, wobei 7, eine beliebige schwichere Topologie auf Y derart ist, dass die Norm ||-||y-
beziiglich 7, unterhalbstetig bleibt.
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3 Transformation von L? (1) in L? (i) fiir p € [1,2)

Sei stets p € [1,2) fest.

3.1 Definition der Transformation

In diesem Abschnitt wollen wir zunéchst (nicht-lineare) bijektive Abbildungen zwischen LP (1)
und L? (1) definieren. Sei dazu wieder Q C R™ und (2, M, ) ein Mafiraum.

Wir definieren nun die Abbildung
6, : L? (1) —=LP (1)

durch ,
2_q
&y (1) == |olr ", peL?(n).

Genauso definieren wir
9y LP (p) —=L7 (p)

durch
9, () = W)rf_p =1 - \1/J|g_1 fast iiberall, Y eLP(u).
2
Dabei nutzen wir die Konvention 0% = 0 fiir jedes 0 < s < 1. Damit ist ), wohldefiniert.

3.1 Lemma:

&, und 9, sind bijektive Abbildungen mit @;1 = 9, und umgekehrt.

Beweis:
Fiir ¢ € L? (u) und ¢ € L? (1) gilt fast iiberall

8,09, (1) =&, (v [v]5")

P

=) - W;’%—l ) )1/} . Mg_l
—o (1ol ol G

—p- (jplE+E i)
=1

sowie

Npo &y, (p) =9 (90 - IsOI%_l)

P
B_1

2_q 2_q
= o] -’w\w\*’

2_9q p_ 2_1).(21
—w-(lw\P el )G )>
—p- (1P +E72 ol 5 )

Das zeigt die Behauptung. 0
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3.2 Einige Eigenschaften
3.2 Lemma:
Seien ¢ € L2 (1) und v € LP (). Dann gelten die Relationen

165 (D)5 = lelT2g - (3.1)
195 (W)lL2(y = 19150, - (3.2)

Beweis:

Einfaches Nachrechnen zeigt

p
L ()

=/\s0!p~\<p2_p du

185 () Eaqy = || lel? |

Q
2
= llelltzg

und

1959 62y = 11271

L2(p)
=/|w|2 Pt dp
Q

~ [1or au
Q

= H@b”ip(u)- O

Nun benétigen wir zunéchst folgendes technisches Lemma:

3.3 Lemma:
Sei 0 < s <1 gegeben und f (t) :=t° fiirt € (0,00). Dann gilt

fla)—=f(b) < f(a—b)
fir alle a > b > 0.

Beweis:
Fiir s = 0 oder s = 1 ist die Behauptung offensichtlich.

Sei also s € (0,1). Offenbar geniigt es dann zu zeigen, dass

flet+d) < fle)+ f(d)

fiir alle ¢, d > 0 gilt, da die Behauptung dann mit ¢ = a —b und d = b folgt. Nun gilt aber wegen
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s > 0, dass

fle+d) =(c+d)’

c+d
S
_/tl—s dt
0
c c+d
S S
e [
0 c

und da s < 1 gilt, ist t — W monoton fallend, d.h.
d
f(c+d) cs+0/ t—i—c —
d
<c + / s
=c® 4+ d°
=f(c)+ f(d).
Das zeigt die Behauptung. 0

Wir wollen nun zeigen, dass &, stetig ist und eine explizite Abschétzung fiir die Stetigkeit
angeben, da wir diese spéater noch brauchen werden.

3.4 Lemma:

Die Abbildung &, : L? (u) —LP (u) ist stetig. Insbesondere gilt fiir ¢1,p2 € L? (1) die Un-
gleichung

185 (91) = By (2)llp () < llenllLagy) - ller — <p2HL2 +H<szw o1 = @2l - (33)

Beweis:

Seien ¢1, 2 € L? (1). Anwenden der Dreiecksungleichung von IlLp () liefert zunéichst

B 2.1 21
185 (21) = € (2)llagy = [er loro ™ = lals ™|

= 1 1|P — |p2|P 1— Y2 2|7 .
e 7 Loy TP L (j1)

Es geniigt also, die beiden Terme einzeln abzuschétzen.

Fiir den ersten Term beachtet man zunéchst, dass nach der zweiten Dreiecksungleichung und
obigem Lemma 3.3 wegen 0 < % — 1 <1 offenbar

2 1 2 4 2 9 2_1
lprlp " = lwal? ™ < (lp1] = lw2l)? ™ < o1 — pal?
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2
punktweise gilt, da ¢ +— t» ! monoton wachsend ist. Das liefert dann

2_q 2_1\||IP 2_1 2_1|P
e (o = 1ealB )1, = [t P = el an
LP(u)
Q
< (1ol lov — o2 an
Q
woraus mit der Holderschen Ungleichung fiir s = % und 7 = 52— sofort

2—p
2_9q _ 2_1\|IP p ) . 2—p
Jer (lerl2 ™ = leal ) [, ) < el - lor = ealiEat,
folgt. Das zeigt, dass der erste Term durch

2—-p

HSDIHLQ(M) ' ||901 - SOQHL?(M)

nach oben abgeschitzt werden kann.

Analoges Anwenden der Holderschen Ungleichung auf den zweiten Term liefert

2-1P — P 2-p
(1 =2)lpal? || = [ o1 = @2l eol ™ du
Q

92—
<ller = #2liga - lv2llpag, -

Daher kann der zweite Term durch

2—p

”901 - SOQHL?(M) : ||802||Lg(“)
nach oben abgeschétzt werden und es folgt die Behauptung.

Wir wollen nun zeigen, dass die Abbildung &,, auch Fréchet-differenzierbar ist.

Bemerkung:
Betrachte dazu zunéchst

2

fp: C —C, f(z) ==z |z|P

_1 x
2 . )
Yy
Auflerdem ist f, total differenzierbar mit

2—3
(a2 +12) % ( 222 +py? (2 p)wy >

Als Funktion f, : R? — R? ist fp gegeben durch

3 =

fp (2,y) = (932 + y2)

D (z,y) fp =

fiir (x,y) # (0,0) und

Insbesondere ist
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Der Graph der Funktion (fp|R> stellt sich fiir p = 1 offenbar wie folgt dar:

Abbildung 3.1 — Der Graph der Funktion (f1|R> (x) =z |z|.
Nun bemerken wir, dass &, = Tj, in der Notation von Satz 1.50 gilt. Um die Fréchet-Differen-
zierbarkeit von &, zu zeigen, sind also nur noch die Voraussetzungen von Satz 1.50 zu priifen.

3.6 Satz:
Die Abbildung &, ist an jedem Punkt ¢ € L? (1) Fréchet-differenzierbar mit Fréchet-Ableitung

ol 7 ( 2R ()’ +53 () (2-P)R(2)S (¢ ),(%(h) )
2-DR@S(P) PR +23(p)’ |

oder genauer

o el = L (2RP 459 (02) - R+ DR () S (B)

i (=P RE)S(P) RB) + (M) +23(9)?) S ().

Beweis:

Die Voraussetzung (3) von Satz 1.50 ist trivialerweise erfiillt, diese Eigenschaft haben wir oben
schon {iberpriift. Das totale Differential der Abbildung f, haben wir oben schon angegeben,
daher ist Voraussetzung (1) offenbar ebenfalls erfiillt.

Fiir (2) geniigt es nun zu zeigen, dass es eine Konstante ¢ > 0 mit

2

571
HD(:(:17y1)fp - D(xz,yg)prRQ*)R2 S c H(xhyl) - (:C27y2)||]R2

fiir alle (x1,y1), (22,2) € R? gibt. Zuniichst wechseln wir dazu auf Polarkoordinaten z =
r-cos (), y =r-sin(p) mit » > 0 und ¢ € R. Mit der Identifikation R? = C ist also das Tupel
(z,y) mit der komplexen Zahl r - exp (ip) gleichzusetzen. Insbesondere gilt dann

12 ( 2cos? () + psin® (p) (2 - p) cos (i) sin () )

D gyfp = 17 (2 —p) cos (p)sin (@) pcos? (¢) + 2sin? () 4

p
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Offenbar ist der rechte Ausdruck beziiglich ¢ komponentenweise partiell differenzierbar und die
Ableitung ist komponentenweise beschréinkt. Fiir zwei Punkte 7 exp (i¢1) und r exp (ig2) konnen
wir @1, p2 € R so wéhlen, dass |¢1 — p2| < 7 gilt, ohne die Punkte zu veréndern. Damit gibt es
dann von 1, @9 unabhingige Konstanten C1, C1,C1 > 0 derart, dass

2
HD(T,m)fP - D(T,soz)fPHR2_>R2 SC{M 1 — 2
.2 ) )
<Cyre " lexp (ig1) — exp (ip2)]
2_
<C1|rexp (ip1) — rexp (ip2)|? L (3.5)

Beziiglich r gilt

HD(m,so)fP - D(TZ#P)fPHRQ—JRQ
R ( 2cos? () + psin® (p) (2= p) cos () sin () )
T ||\ @ p)cos(p)sin(p) peos?(p) +2sin (9) ), L
< Cy|rm — 7’2!%71
= Cy|ryexp (ip) — roexp (igp)\%_l , (3.6)

wobei Co von ¢ unabhingig gewihlt werden kann. Seien nun 71 exp (ip1) und r9 exp (ig2) be-
liebige Zahlen aus C =2 R?. Ohne Einschrinkung kénnen wir 75 < r; annehmen. Dann gilt mit
obigen Abschitzungen

HD(Tl,le)fP - D(Tz,s&z)fPHR2_>R2

< HD("“L%)](P - D(T2,<P1)fp”R2_>R2 + HD(T%‘Pl)fp - D(T21s02)fPHR2_>R2

(3.5)&(3.6) ) . 24 . . 2_1
< Calriexp(ipr) —raexp (ipr) |7 + Cr|raexp (ip1) — rzexp (ip2) |7

Wir betrachten nun die folgende Skizze:

1exp (ip1)

-
N

Abbildung 3.2 — Das Dreieck in C bestehend aus 71 exp (ip1), r2 exp (ip2)
und dem Zwischenpunkt 72 exp (ip1) fiir den Fall 0 < p9 — ¢ < 7. Anderen-
falls liegt das Dreieck unterhalb der reellen Achse.

Offenbar ist die Seite |rg exp (ip2) — r1 exp (ip1)|, welche dem Punkt 79 exp (ip1) gegeniiber liegt,
die grofite Seite in diesem Dreieck, da der an 73 exp (ip;) anliegende Winkel groer als 90° sein
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2
2_q .
muss. Da z — x?» ~ monoton wachsend ist, folgt daraus

|’D(7”17<,01)fp - D(rg,ch)](pHRzﬂRz

2 . ) 2
< Ch|ryexp (ip1) — roexp (ip2)|? by Cy |r1exp (ip1) — raexp (ip2)|P !
24
’p

=c|ryexp (ip1) — ro exp (ip2)

mit ¢ = Cy + Cy. Das zeigt genau die Abschétzung (2) von Satz 1.50 und somit folgt die
Behauptung. O






4.1

4 LP-Regularisierung fiir p € [1, 2] 55

4 LP-Regularisierung fiir p € [1, 2]

Sei stets p € [1,2] fest und Y ein Hilbertraum.

Bemerkung:

Im letzten Abschnitt haben wir eine Fréchet-differenzierbare Transformation &, von L? (1) nach
L? (p) fur p € [1,2) konstruiert. Im folgenden Abschnitt wollen wir diese Transformation nutzen,
um einen neuen Ansatz fiir die entsprechende LP-Regularisierung vorzustellen. Wir arbeiten
dabei kanonisch mit dem Lebesgue-Mafl m. Fiir die Konvergenzanalysis werden wir annehmen,
dass alle Funktionen reellwertig sind, d.h. wir werden nur die Rdume L% (Q) fiir p € [1,2]
verwenden. Das hat den Grund, dass die Rechnungen sich dadurch deutlich vereinfachen, wie
man beispielsweise an der Fréchet-Ableitung von &,, sehen kann: Im reellwertigen Fall ist sie als

2_1, QOEL]%{ (Q)

2
&’ = -
p[SD] P lelP

gegeben.

Beachte, dass das Verfahren selbst im komplexwertigen Fall ebenso funktioniert und gut-gestellt
bleibt, wie wir sehen werden. Die Annahme der Reellwertigkeit bezieht sich also tatséichlich nur
auf die Konvergenzanalysis.

Wir wollen hier darauf hinweisen, dass sowohl die Theorie als auch der Algorithmus fiir p = 2
funktionieren und genau die gewohnliche Tikhonov-Regularisierung liefern, sofern man 0° = 1
vereinbart, da dann die im letzten Abschnitt definierten Transformationen fiir p 2 gegen die
Identitét konvergieren. Der Fall p = 2 ist also nichts Neues, stellt aber auch kein Problem dar.

Wir vereinbaren entsprechend & := idyz2(,) und 2 := idgz(,,.

Sei T : D(T) C LP (2) —Y ein (nicht notwendig linearer) stetiger Operator. Sei auflerdem
g € R(T) CY gegeben. Wir interessieren uns fiir das Problem

Finde f € D(T) mit T (f) = g. (4.1)

Im Folgenden wollen wir annehmen, dass dieses Problem schlecht gestellt ist. Unsere
gesamte Theorie funktioniert auch fiir gut gestellte Probleme, daher ist diese Annahme nicht
zwingend notwendig. Die Diskussion einiger Bedingungen fiir die Schlecht-Gestelltheit eines Pro-
blems findet sich am Ende von Abschnitt 1.3.1. Insbesondere miissen wir im schlecht gestellten
Fall regularisieren, um das Problem sinnvoll zu behandeln. Dazu ersetzen wir wie im Fall eines
Hilbertraums (vergleiche Abschnitt 2.2) das Problem (4.1) durch das Tikhonov-Minimierungs-
Problem

2
|7 = 6|+ allf I = mint iver f € D(T) (4.2)

mit o > 0 und Niherungsdaten ¢° € Y von ¢ mit H qg— g‘sﬂy < 4. Die Vorgehensweise ist als so
genannte LP-Regularisierung bekannt.

Ohne geeignete Voraussetzungen an T kann auch das Problem (4.2) schlecht gestellt sein - dann
wiirde es sich aber nicht um eine Regulalisierung handeln! Daher wollen wir hier nun zunéchst
Kriterien dafiir diskutieren, dass (4.2) gut gestellt ist.

4.1 Gut-Gestelltheit des Tikhonov-Minimierungs-Problems

Offenbar ist hier eine Unterscheidung zwischen p = 1 und p € (1, 2] notwendig:

Fiir 1 < p <2 ist der Raum L? (2) laut Satz 1.27 reflexiv. Da man zeigen kann, dass ein Raum
genau dann reflexiv ist, wenn seine Einheitskugel schwach-folgenkompakt ist (vergleiche etwa
[Wer05, Seite 446]), sind also normbeschrinkte Mengen schwach-folgenkompakt. Bekanntlich ist
die Norm beziiglich der schwachen Topologie unterhalbstetig, daher sind die Lemmata 2.10, 2.14
und 2.18 anwendbar und das Problem (4.2) ist gut gestellt.
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Fiir p = 1 bemerken wir zunéchst:

Bemerkung:

Da wir auf dem nicht-reflexiven Banachraum L' (Q) rechnen, reicht die schwache Topologie nicht
aus, um die Voraussetzungen der Lemmata 2.9 und 2.14 zu erfiillen - sie ist noch zu fein!

Es muss also eine grobere Topologie gewéhlt werden.

4.1.1 Einbettung in den doppelten Dualraum

Da L! (Q2) als Konsequenz aus dem Satz von Krein-Milman nicht als Dualraum eines normier-
ten Raumes darstellbar ist (vergleiche etwa [Wer05, Lemma VIII.4.6]), kann dort die schwach-
*_Topologie nicht direkt definiert werden. Eine alternative Idee ist, auf den Bidualraum aus-
zuweichen. Wir zeigen im Folgenden, dass dies im Allgemeinen ebenfalls auf nicht erfiillbare
Voraussetzungen fiihrt.

Definition:

Bezeichne ,
i) L) = (L1(Q)" = (L® ()

die isometrische Einbettung aus Definition 1.25, wobei auf (L™ (Q)) die Operatornorm

Moy = s ROl Ae@ @)
HfHLOO(Q)Sl

benutzt wird. Dabei haben wir Bemerkung 1.30 benutzt. Definiere nun einen Operator
To :D(Tx) C (L®(Q) —=Y
durch D (Two) = t11(0) (D (T')) und

Too (LLl(Q) (w)) =T W) > YeD (T) :

Da 1,1 (q) eine Isometrie ist, folgt sofort, dass

I = 6|, + ey = |Toe Cenier (9) = [+ lewaier (Dl ey

fiir alle f € D (T) gilt. Insbesondere ist also das Problem (4.2) dquivalent zu dem Minimierungs-
problem

2
HTOO \) — 95HY + ||\ ll oo gy = min! iiber A € D (Tao) (4.3)

Definition:

Definiere nun auf (L> (Q)) die schwach-*-Topologie T, d.h. die Topologie der punktweisen
Konvergenz. Genauer gesagt konvergiert eine Folge (M) C (L (Q))" beziiglich T. gegen X €
(L*° (Q)) genau dann, wenn

n———=>00

An (f) A(f) fir alle f € L™ (Q)

R
gilt.

Nach dem Satz von Alaoglu (siehe etwa [Wer(05, Korollar VIII.3.12]) ist

Bi={re @ @) | |Alge@y <1}
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beziiglich 7, kompakt, und entsprechend auch jede der Mengen
{he@= @) | 1Ny < M} (4.4)

mit M > 0. Da ((L> (2))',7.) ein Hausdorffraum ist® folgt mit Satz A.23, dass die Mengen (4.4)
auch abgeschlossen sind. Das zeigt aber mit Lemma A.44 die Unterhalbstetigkeit der |[[| g0y~
Norm bzgl. 7. Es liegt also nahe, nun die Lemmata 2.9 und 2.17 anwenden zu wollen. Unter der
Voraussetzung, dass

(1) D (Tw) beziiglich 7, abgeschlossen ist und

(2) Too : (L (), 7) — (Y, 7)) stetig ist,
ist das Problem (4.3) also gut-gestellt, und ebenso unser Problem (4.2). Ein entsprechendes
Konvergenzresultat wie in Lemma 2.18 wire allerdings wieder nur in Netz-Form giiltig.

Bemerkung:

Wir wollen hier noch einmal darauf hinweisen, dass die hinreichenden Voraussetzungen, die wir
damit fiir die Gut-Gestelltheit unseres Problems gezeigt haben, sehr restriktiv sind! Wir weisen
dazu auf den Satz von Goldstine hin:

Satz (Goldstine):

Die L' (Q)-Einheitskugel liegt beziiglich der schwach-*-Topologie dicht in der (L>° (Q))’-Einheits-
kugel.

Fiir den Beweis verweisen wir auf [Wer05, VIII.3.17]).

Dieser Satz zeigt, dass die schwach-*-abgeschlossenen Mengen in L!(Q) C (L (Q))" sehr
spérlich geséit sind. Insbesondere ist jede Menge, die eine [-[|1,1(q)-offene Menge enthlt, nicht in
diesem Sinne schwach-*-abgeschlossen.

!/

4.1.2 Einbettung in einen Sobolev-Raum

Wir wollen nun noch ein praktikableres Kriterium fiir die Gut-Gestelltheit des Problems (4.2)
vorstellen, welches im Wesentlichen auf dem Sobolevschen Einbettungssatz beruht. Fiir die Defi-
nition von Sobolev-Rdumen und elementare Eigenschaften derselben verweisen wir auf [Ada75].
Insbesondere ist dort der Sobolevsche Einbettungssatz als Rellich-Kondrachov-Theorem auf-
gefiithrt (siehe [Ada75, Theorem 6.2]). Zur Anwendbarkeit desselben nehmen wir ab jetzt an,
dass Q C R" ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand 02 ist. Insbesondere ist 2 also offen
in R™.

Nun wéhlen wir Indizes k € Nund r € [1, 00) derart, dass k > % ist. n bezeichnet dabei weiterhin
die Raumdimension. Laut Sobolevschem Einbettungssatz ist dann die Einbettung

128 = Wh(Q) — WO (Q) = L™ (Q)

kompakt. Nach dem Satz von Schauder (vergleiche etwa [Wer05, Satz II1.4.4]) ist ein Operator
T genau dann kompakt, wenn der adjungierte Operator T* kompakt ist. Daher muss also auch
der adjungierte Operator

SoLN(Q) - S
kompakt sein. Dabei wird der Dualraum S’ im folgenden Sinne aufgefasst: Unabhingig von r
kénnen die Elemente aus L () C S’ als Distributionen aufgefasst, d.h. mit einer Linearform

b Ty, Tw(f)z/fwdx, feWhr (Q), v e L (Q)
Q

20ffenbar sind Grenzwerte von Folgen bzw. Netzen eindeutig, da punktweise bestimmt! Daher folgt das aus Satz
A.41.
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identifiziert werden. Der Raum S’ selbst kann entsprechend als Vervollstéindigung des Raumes
L* (Q) fiir L + 1 = 1 beziiglich der Norm

T

|lv|| = sup /uvdx
€S

u
llulls <1 |

verstanden werden (vergleiche dazu [Ada75, Abschnitt 3.13]). Insbesondere ist das duale Produkt
zwischen S und S’ also auf einer dichten Teilmenge als Integration gegeben.

Definition:

Wir bezeichnen die Topologie auf dem Banachraum S’ mit 7s.

Wegen der Kompaktheit der Einbettung sind dann also die Mengen

[0 e L' @) | [Wllgiq) < M)

relativ kompakt beziiglich 7. Da 75 eine Topologie ist, die von einer Norm herkommt, erfiillt 75
natiirlich das erste Abzdhlbarkeitsaxiom, und daher sind die Mengen

{wel @ | 1Wlg <M}

sogar relativ folgenkompakt (vergleiche Anhang A). Um zu zeigen, dass auch die erforderliche
Unterhalbstetigkeit der L' (©2)-Norm gegeben ist, benétigen wir das Konzept der so genannten
Mollifier. Die folgende Einfiihrung ist aus [Eva98, Appendix C] entnommen:

Definition:

Sei U C R™ offen und € > 0. Wir bezeichnen mit
Us:={z €U | dist(z,0U) > €},
wobei dist(x,0U) := meU |z — y|lgn ist und OU = U \ U gesetzt wird. Definiere nun die in R™
ye

beliebig oft differenzierbare Funktion n durch

vy e 4O o () ot el <1
0 falls ||z ]gn > 1,

/n(m) dz =1

R™

zeR"™.

Dabei waihlen wir C > 0 so, dass

gilt.

Auferdem setzen wir

1 T
Ne () 1= ;n?? (g) .
Die Funktion n heifit Standard-Mollifier. Die Funktion n. ist beliebig oft differenzierbar auf
dem ganzen R™, hat kompakten Triger in B, (0) und erfillt

Ne (z) de = 1.
Rn

Beachte, dass auch n. > 0 gilt.
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Definition:

Sei f: U——> R eine lokal integrierbare Funktion. Wir setzen

ffi=nxf m U,

d.h. es ist
F@=[ne-ntwa= [ nwiec-yay
U B, (0)
fir z € U..
Dann gilt:
Satz:

Es gelten die folgenden Aussagen:
(1) Die Funktion f¢ ist beliebig oft stetig differenzierbar in U.

(2) Es gilt
eN\0

fE

(8) Ist f stetig, so konvergiert f¢ gleichmdflig auf kompakten Teilmengen von U gegen f fiir

e——=0.

f fast dberall.

(4) Ist 1 <r < oo und ist f € L" (U), so gilt

e\.0 0.

1< = fllr @)

Fiir den Beweis verweisen wir auf [Eva98, Appendix C, Theorem 6].
Nun kénnen wir die Unterhalbstetigkeit der L! (€2)-Norm zeigen:
Lemma:

Die L' (Q)-Norm [lp () st beziiglich 75 unterhalbstetig.

Beweis:

Sei (¥n),cn eine Folge aus L' (€2) mit

P ———F>1p e L (Q).

Ts

Insbesondere liegt dann ,,punktweise“ Konvergenz vor, d.h.

n——=>00

<¢na S>dual

Dann ist zu zeigen, dass

(¥, 8) quar fur alle s € S. (4.5)

1l oy < i inf lonllpi oy

gilt.
Da das duale Produkt aus (4.5) auf einer dichten Teilmenge durch Integration gegeben ist, wie
wir oben gesehen haben, konnen wir dies auch hier annehmen.

Setze nun f = %‘ fast iiberall. Dann ist f € L™ (©) mit )f‘ = 1 fast iiberall, und da 2

beschrinkt ist, gilt sogar f € L™ () fiir beliebiges r, insbesondere fiir das r aus der Definition
von 7. Sei nun f € L" (R") die Fortsetzung von f durch 0 auerhalb von €.

Definiere dann

fa ::f*ns
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wie in Satz 4.10 eingefithrt. Wie dort gesehen ist f¢ ebenfalls beliebig oft differenzierbar, daher
gilt insbesondere f¢ € S und es ist |f.| < 1 fast iiberall.?

Nun gilt fiir alle € > 0
/w . fE dz = <1/}7 f5>dual
Q

= 711520 <¢n7 f5>dua1

= lim [ 4,  ffdx

Q

<liminf (|91 () - 1/ llLe o)

<Tim inf {[¢n|g1 q) - (4.6)
Laut Satz 4.10 gilt insbesondere
£ (@) =% £ () fiir fast alle = € R,

und daher folgt mit dem Lebesgueschen Satz von der majorisierten Konvergenz (vergleiche
etwa [Rud99, Satz 1.34]) fiir die Majorante |¢| € L! () dass

?\r%/w.fsdx:/w-fdm:/w dz = ¥l -
Q Q Q

Daher folgt aus (4.6) mit € \, 0 die Behauptung. 0

Damit kénnen wir nun die Lemmata 2.10, 2.14 und 2.18 unter der Annahme anwenden, dass
(A1) D (T) beziiglich 75 abgeschlossen ist und

(A2) T: (L' (Q),75) — (Y, 7)., ) stetig ist,

was die Gut-Gestelltheit des Problems (4.2) zeigt.

Bemerkung:

Offenbar ist die Topologie 7, weitaus besser zu handhaben als 7., da 75 einer Normtopologie
entspricht und somit vollstdndig durch Folgen charakterisiert werden kann.
Dariiber hinaus besitzt 7, eine weitere niitzliche Eigenschaft:

Lemma:

Sei
M={ypeLy(Q) | a<® <b fast iberall}

fiir bestimmite —oo < a < b < 0o. Dann ist M beziiglich 15 abgeschlossen.

Beweis:

Es geniigt zu zeigen, dass jede 7s-konvergente Folge (¢n),cy € M mit Grenzwert ¢ € Lﬁ% (Q)
auch ¢ € M erfiillt. Ohne Einschriankung kann ¢ = 0 angenommen werden, day > a < ¥—a >
0. Es gilt aber offenbar

>0 & (Y,8)4,a > 0 fiir alle s € S mit s > 0,

3Beachte, dass f° sogar eine stetige Funktion ist. Wir identifizieren sie hier aber mit ihrer Klasse in L% ().
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da das duale Produkt durch Integration gegeben ist. Wie oben gesehen gilt aber

(¥, 8) qua; = lm (¢p, s) > 0 fiir alle s € S mit s > 0,
und damit folgt, dass auch i > 0 gilt. Analog fiir v < b. 0

4.2 Ein neuer Losungsansatz

Kommen wir nun zur detailierteren Untersuchung des Problems (4.2), also
2
HT(f) — g5HY +a Hf||ip(9) = min! iiber f € D(T). (4.2)

Wir wollen das Problem (4.2) l6sen, indem wir es auf den in Abschnitt 2.2 diskutierten Fall
der Tikhonov-Regularisierung nicht-linearer Probleme auf Hilbertrdumen mittels der im vorigen
Abschnitt definierten Abbildung &, und $), zuriickfiihren.

4.14 Definition:
Definiere dazu T : D <T> CL?(Q) —=Y durch
T=To S, .
Zunéchst diskutieren wir einige Eigenschaften von T

e Um den Definitionsbereich
D(T) = &," (D(T)) = %, (D (1))
werden wir uns spéater in Abschnitt 4.4.1 noch genauer kiimmern.

e Beachte, dass Cli im Allgemeinen nicht-linear ist, selbst wenn wir 7" als linear voraussetzen.
Allerdings ist 7' wegen der Stetigkeit von &, und der vorausgesetzten Stetigkeit von T’
selbst wieder stetig.

e Falls wir T" als Fréchet-differenzierbar in D (T') voraussetzen, so ist T nach der Kettenregel
fiir die Fréchet-Ableitung (Satz 1.44) und Satz 3.6 iiber die Ableitung von &, wieder

Fréchet-differenzierbar in ganz D (f), und im reellen Fall lautet die Fréchet-Ableitung

Tlel =T'[6 ()] o8, el =T [plels "] oM, 2., (4.7)

2
2lel®

an D (T) ce L3 (2). Genauer ist also fiir ¢, h € L% () die Fréchet-Ableitung von T an
© in Richtung h im reellen Fall gegeben durch

~ 2 2_ 2_
Tlel(h) =T [@!s@lp 1] (IW ' -h> :
Die Bedeutung des Operators T sehen wir nun wie folgt: fur ¢ := 9, (f), f € D(T) beliebig ist

~ 2
|7 @) = 3|, +alleliae = 1T () =gl +all i (4.8)

gemdf (3.2). Also ist das Minimierungsproblem (4.2) dquivalent zu dem Minimierungsproblem

- 2 -
HT (p) — gHY + Hgo||i2(9) = min! iiber p € D (T) : (4.9)
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Insbesondere ist also (4.9) genau dann stetig l6sbar, wenn (4.2) stetig 16sbar ist. Daher reicht
unsere_Annahme von oben aus. Die Problemstellung (4.9) gehért entsprechend zu dem Pro-
blem T () = g, welches wir in Abschnitt 2.2 diskutiert haben. Wie dort nehmen wir an, dass
es eine (0)-Minimum-Norm-Losung ¢! von T (p) = g gibt. Beachte, dass wir damit nur die
Startndherung o = 0 in der Notation des Abschnitts 2.2 betrachten. Die Losungen von (4.9)
bezeichnen wir wie dort mit .

Auflerdem verwenden wir folgende Notation:

Definition:

FEs seien

= &, ((pT) und fg =08, (gpi) :
Offenbar ist fT € D(T) und fS € D(T).

Beachte, dass wegen (4.8) die Funktionen f2 genau die Losungen von (4.2) sind und das fT eine
Minimum-Norm-Loésung von (4.1) ist. Daher ist diese Notation konsistent mit den allgemein
iiblichen Bezeichnungen fiir Minimierungsprobleme der Art (4.2).

An dieser Stelle sei nochmals darauf hingewiesen, dass wir zwar durch (4.9) vollsténdig auf
Hilbertrdumen arbeiten und das Problem der Minimierung auf Banachréumen umgangen haben,
der Operator T dafiir im Allgemeinen aber nicht-linear ist! Ein Banachraum dagegen wirft stets
als erstes die Frage nach der numerischen Realisierung dieses Raumes und insbesondere seiner
Norm auf. Wir haben also das Problem der Banachriume gegen eine Nichtlinearitéit eingetauscht.
Es ist durchaus moglich, dass die Nichtlinearitdt besser zu behandeln ist, allerdings bringt sie
auch Schwierigkeiten mit sich. Wir werden in Abschnitt 4.3 nun eine Moglichkeit geben, die
Nichtlinearitéit zu behandeln.

4.3 Ein resultierender Algorithmus

Im Prinzip kann man beliebige Algorithmen der kontinuierlichen Optimierung verwenden, um
die minimierenden Elemente von (4.9) zu berechnen. Wir geben eine einfache Variante an:
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LP-Regularisierung (kontinuierlich)
Initialisierung:

e Einp € [1,2];

Der Regularisierungsparameter a > 0;

Ein Fréchet-differenzierbarer Operator 7' : D (T') C L? () —=Y;

Messdaten ¢° € Y;

Eine Startnéherung z¢ € LP (Q2);

e Die Anzahl der Iterationen m € N;
29
g(x) ==z |z
T:=1Tog;

for i =1 tom do

~ ~ 2
h;j 1= argmin (HT’ (i1 h+ T (xi-1) — g‘SH +allh+ xi_lHZ[)‘p(Q)> ; (4.10)
heLr(Q) Y
T =xi-1 + hi;
end;
fo=go0rm;

Die Zuweisung (4.10) ist notwendig, um die Nichtlinearitéit von T auszugleichen. Aus dem selben
Grund wird dann m-mal in der Hoffnung iteriert, dass die Ndherung

T zio)h+ T (xio1) =~ T (xi_1 + h)

fiir groBeres ¢ besser wird.

Numerisch kann man (4.10) durch Diskretisierung losen, beispielsweise indem die Funktionen z;
firi=0,...,m, h; fiiri = 1,...,m, ¢° und fg als Vektoren aus dem R" aufgefasst und somit durch
n Stiitzstellen approximiert werden. In diesem Fall ist dann eine diskrete Implementation von T
(moglicherweise als Matrix) ebenso notwendig, wie eine Implementation der Fréchet-Ableitung
T’ [x;] an einer beliebigen Stelle z;. Es ist allerdings wiinschenswert, dass die entsprechenden
Matrizen nicht aufgestellt werden miissen, sondern deren Anwendung effizient implementiert
werden kann, denn dann kann (4.10) effizient mittels des CG-Verfahrens geldst werden.

Obwohl es sich bei dem hier angegebenen Algorithmus nur um eine einfache Variante handelt,
hat sich diese in numerischen Experimenten als ausreichend erwiesen. Im Allgemeinen ist aber
keine globale Konvergenz zu erwarten. Man kénnte die Losung des Minimierungsproblems (4.10)
durch eine Schrittweitensteuerung (z.B. Armijo) verbessern, was eine bessere Konvergenz des
Verfahrens ermoglicht. Insbesondere kann bei dem hier angegebenen Algorithmus nicht garan-
tiert werden, dass als Ergebnis ein globales und kein lokales Minimum ausgegeben wird.

4.4 Konvergenzanalysis des neuen Loésungsansatzes

In diesem Abschnitt wollen wir versuchen, Konvergenzraten fiir den neuen Ansatz (4.9) her-
zuleiten. Beachte, dass es sich dabei nicht um Konvergenzraten fiir den (mehr oder weniger
konkreten) Algorithmus aus Abschnitt 4.3 handelt, sondern lediglich um Konvergenzraten fiir
die minimierenden Elemente von (4.9).
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Fiir p = 1 werden wir ein Resultat vorstellen, welches sich aber fiir das Beispiel in Abschnitt 5 als
nicht anwendbar erweist. Fiir p > 1 sind die folgenden Rechnungen als unvollsténdig anzusehen,
da kein Konvergenzsatz présentiert wird. Allerdings zeigen wir in Abschnitt 4.4.5 auf, dass aus
bereits bekannten Abschitzungen zumindest Konvergenzraten in der L2-Norm folgen.

Wie bereits weiter oben erwidhnt werden wir von dieser Stelle an alle Funktionen als reellwertig
voraussetzen.

Wir wollen versuchen, Satz 2.7 anzuwenden. Dazu bendtigen wir zunéchst weitere Eigenschaften
von T'. Wir wollen entsprechende Annahmen iiber 7" machen und untersuchen, in wie fern sich
diese auf T iibertragen.

4.4.1 Konvexitit des Definitonsbereiches

Wie weiter oben schon bemerkt, ist
D(T) =5, M) ={vf" [venD}cr@).

Wiirde die Abbildung §,, konvexe Teilmengen von L& () in konvexe Teilmengen von L2 ()
abbilden, so wére die Forderung ,, D (T) konvex* dquivalent zur Forderung ,,D (T') konvex*“.
Allerdings? ist das fiir p # 2 jedoch nicht der Fall.

Wir beschrinken uns daher auf den Fall, dass
D(T) ={y € LE (Q) | a < < fast iiberall}
mit a,b € [—00,00]. Wegen der Bijektivitdt von &, ist dann offenbar
D(T) =9, (D(T) = {p € LA(Q) | a-lalf ' <o <b- b5 fast iiberall},
und diese Menge ist konvex!

4.4.2 Holder-Stetigkeit der Fréchet-Ableitung
Lemma:

Es gebe ein C'> 0 und ein R > 2 HQDTHLQ(Q) + 1, s.d. die Lipschitz-Bedingung

HT, [fq -T [f” LP(Q)—Y =0¢ Hﬂ B f’ LP(Q)
fir alle f € D(T)NBr (fT) gelte. Dann gilt
Hf, [SOT} -7 M‘ L2(Q)—Y =7 HQPT R Ep(;)

fiir alle p € D (f) NB5 (cpT) mait den Konstanten

2
Loy TV et L) + R

“Ist Q = {a,b} eine Zweipunktmenge, so kénnen wir D (T) als Teilmenge des R? auffassen (in diesem Fall ist
L2 (Q) = {f: Q——= R} = R? 2 R?). Dann ist die Menge

Be-

{(z,y) eR® |z +y=1, >0, y >0}

konvex, das Bild unter $, als
{@y) eR |aF +y7 =1, 2>0, y>0}
fiir p # 2 allerdings nicht!
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und
2C 522 -
= D P ( 2(Q) L2(Q)> ‘ L2(Q)
2C ~
2k ] IR A CIC)]| -
T D ( RH('O L2(Q) 1 ) + D [QS (SO )] Lr(Q)—Y
Beweis:

Zunéchst stellen wir fest, dass offenbar R>1 gilt. Ist p € By (ng) ND (T), so gilt gemaf der
Stetigkeitsabschatzung (3.3) fiir ®,, die Ungleichung

H% (90*) -6, (90)’

Lr ()
2—p
G
2(Q) 2(Q) L2(Q)
2-p
t AR 5 5
’ L) T it Hcp ‘ 12(Q) =~
~———— >1
>1
< R).R ‘R
_<‘ QQ)+R) B+ Iz
—R? +2]§Hcp
_ f
—W\WQ o VI + Bt o1 + B
-2 +2H¢ o VI L) + R
=R.

Das bedeutet wegen D (T') = &, <D <Tv>> genau

peB- (gﬂ) mD(T) = &, (p) € By (fT)ﬁD(T).

Also ist die vorausgesetzte Lipschitz-Bedingung an 7" [f], f € Bx ( fT) ND(T) in

&, (B5 (') D)) =28, (B (1)) N (T)

erfiillt.

°Da &, injektiv ist, gilt hier Gleichheit! Ohne Injektivitit wire nur die Inklusion C richtig.
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Nun berechnet man fiir ¢ € B (¢") ND <f) unter Verwendung von (4.7) und (1.2), dass

2 ’
<=
p

T [(pq -7 M‘ L2(Q)—Y

—1

T’ [eﬁp (@T)} o M

2’
<-
p<

20— T'[6, (9)] o M

i1

|1 |l L2(Q)—Y

T [0y ()] oMz~ T (B (oM s

L2(Q)—Y
+ ’ TGy (p)lo M 2 =T [Bp(p)Jo M 2,
|@T’p lel? L2(Q)—Y
2
<2168, (o) - T'[® HM 2
< 7 o0 ()] = @0 ] gy M2 PR,
2
+ 2|7 & HM 2 , — M o :
pH [ p(‘P)]HLp(Q)Ay W‘% 1 \<P|?’ 1 LA 1o(0)

Einsetzen der nach obiger Rechnung anwendbaren Voraussetzung liefert wegen &, (ng) = f1

=4 -
HT/ |:§0 :| T [(‘0]) L2(Q)—Y
2C
<16, (¢f) — & - |[M
=7 H p(@) p(@)’Lp(Q) H ‘wf‘%’l L2(Q)—Lr ()
2
T . .
17180 @l -y H/\/IISD*I’Q’WW%1 L2(0)~Lr (@)

2— 2,
Fiir ¢ € L2 (Q) ist offenbar |c,0|%71 = \go]TP eLir (), daher gilt mit (1.4) und punktweiser
Anwendung von Lemma 3.3

2
2 -
HM HE |3 - "p“ [l? 2
|t |l L2(Q)—L?(Q) L2-7 (Q)
21
S ’SDT SD ! 2p
L2-P(Q)
2-p
= whw‘ v
L2(Q)

2_
= ||uH£2(;) fiir u € L3 (Q) wie in (1.3) gezeigt ein,
L2(Q)—-Lr(Q)

—1

Setzen wir auflerdem HM| | 2
u|P
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so folgt mit (3.3) auch

T[] =Ty

<2 o, (1) 0,0 [, 2 0 Ml [~ 2

< <||80|55<§>'H*0—90HmﬁH@ v o= ) Hw*H
U1 RO M PR f;;)

PP e T S N e B
2| @@l Qw-Hw—soE;;)

SfHWT i (o=t (7 1) + 1)
+ 21180 Nl [~ ol

e (B (e = 7 e ) + ')
+ 21710, Ol [~ 2o

o el

it

e (O ey T o

Laut Voraussetzung ist mit (3.3) auBlerdem auch

HT/ (&, ()] HLp(Q)Hy

<||T'[&, ()] — T [Q5p (wT)] HLP(Q)_)Y + |7 [ij <¢T)] HLP(Q)—>Y
<0fje, () &), 0, + 1 & (1)
= <H¢HEQ_(;) R+ H“OT L2(0) 'Eil) i

23
, f R\ R i
<o (<H¢ o P E) R

>1

<0 (- )

’LP(Q)—>Y

718 ()

e ()] oo

2_9q
L) - R
>1

r [6 ((pT)} HLP(Q)HY ’

womit L <+ und somit die Behauptung folgt. 0
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Bemerkung:

Die Annahme

+1

_'.
rz2|e],,,

war nur notwendig, damit R>1 gilt und sich entsprechend die Rechnungen vereinfachen. Da
wir spéter R stets als hinreichend grof voraussetzen werden, war dies hier zweckdienlich. Obige
Abschétzung an die Fréchet-Ableitung des Operators T' bleibt auch fiir kleineres R mit anderer
Konstanten erhalten.

Offenbar erfiillt die Fréchet-Ableitung von T nur fiir p = 1 unter den gemachten Vorausset-
zungen eine Lipschitz-Bedingung. Fiir p > 1 kann man schon an der Fréchet-Ableitung von
&, : L2 () —=LE (Q), die als
2
!/

Gplel = ];lel%
gegeben ist sehen, dass &' nur eine schwiichere Holderbedingung und keine Lipschitz-Bedingung
erfiillt - entsprechend ist auch nicht anzunehmen, dass T’ die Lipschitz-Bedingung erfiillt. Ins-
besondere kann man zeigen, dass die Holderabschétzung fiir 2 > p > 1 optimal ist und nicht
durch eine Lipschitzabschéitzung verbessert werden kann. Betrachte dazu etwa T als Identitét
auf einer geeigneten Teilmenge von L]k () und ¢! sowie ¢ als konstante Funktionen. Dann wire
eine Lipschitzabschéitzung an die Fréchet-Ableitung von T dquivalent dazu, dass die Ableitung
der Funktion ,

f:]0,00) —= R, t—tr
eine Lipschitzbedingung erfiillt. Man kann sich nun mit elementaren Methoden iiberlegen, dass
dies nicht der Fall sein kann, etwa deshalb, weil f” um 0 nicht beschrinkt ist.

Daher ist etwa Satz 2.7 nur fiir p = 1 direkt anwendbar.

4.4.3 Die Quellbedingung

Lemma:
Es gilt
~ 2 21 2_17*
T/[SDT} w_;j‘s@f TR [@T‘%OT » } "
Beweis:

Laut der Kettenregel (Satz 1.44) und Satz 3.6 ist
P[] = Sl ()] o0
P |¢T|5_

Lemma 1.40 liefert

~ * 2 *
/ T _“ * / t
R LA G
fir ¢ € L3 (9). Wegen /\/l’ = t L2 (Q) —=LE (), T'[&, (p1)] : LE(Q) —= Y ist
©

M* P LE (Q) — L3 () wnd 77 [8,, (¢1)]": Y —=L§ (Q) mit 3 + £ =1.

jet]7~!
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Nun berechnet man fiir f € L3 () und g € L% (©2), dass
/f Mg gde=(fM _1g>
[} )

<
=My pa)
(W ra),,,

2
/ ‘ P f gdx.
Q
Daraus folgt
21
M ng:‘@w g=M 2,9, 9€Lg(Q),
|t | |ot|P
da f € L2 (Q) beliebig war. Das zeigt die Behauptung. 0O
Das liefert direkt Folgendes
Korollar 4.19:
Es gebe einw €Y s.d.
2 2 7—1
ol == ‘w* ’ [ } w
p

erfiillt ist. Dann gilt ot = T’ [gpﬂ* w.

4.4.4 Konvergenzraten fiir p =1

In diesem Fall werden wir nun Satz 2.7 anwenden. Mit Definition 4.15 haben wir:
4.20 Satz:

Sei g° € Y mit Hg —g‘SHY < § und @' eine Minimum-Norm-Losung von f(gp) = g. Mégen
auflerdem die folgenden Bedingungen gelten:

(1) Der Definitionsbereich D (T') ist gegeben als
D(T)={v e L () | a <1 <b fast iberall}
fiir bestimmte —oo < a < b < 00,
(2) T ist Fréchet-differenzierbar,

(8) es gibt ein C > 0 und ein hinreichend groffes R > 0 mit

] -

<0HfT

L1(Q)—
fir alle f €e D(T)NBr (fT)7

(4) es gibt ein w €Y mit

[

SOTZQ.’SOT‘.T’ [QOT.)@T

und
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(5) es ist

(201, Ve + B+ 20 ol

+20R+2|T' [81 (¢1)]|

: <l.
Ll(Q)—>Y) ety

Dann erhalten wir fir die Parameterwahl o = ¢ -9 mit einem ¢ > 0 die Konvergenzraten

‘ L2(Q) =0 (\/5) ’

7)o, 0w

Pa — ¥

5 _ .t ‘

fiir 6 — 0.

Beweis:

Wir haben bei Satz 2.7 schon bemerkt, dass die in Abschnitt 2.2 allgemein angenommene schwa-
che Abgeschlossenheit von T' nicht notwendig fiir diese Konvergenzraten ist, wie man im Beweis
dort leicht sieht. Es sei aber darauf hingewiesen, dass die Existenz von go‘; durch die Annahmen
(A1) und (A2) wegen Lemma 2.10 gesichert ist.

Wie wir oben schon gesehen haben, ist die Annahme, dass T Fréchet-differenzierbar ist, dquiva-
lent dazu, dass T Fréchet-differenzierbar ist.

Wir haben oben in Abschnitt 4.4.1 schon gesehen, dass unter den gemachten Voraussetzungen
der Definitionsbereich von D (T) ebenfalls konvex ist.

Nun wenden wir Lemma 4.16 fiir p = 1 an (dies ist moglich, da R hinreichend gro8 ist!) und
sehen nach kurzer Rechnung so, dass Voraussetzung (2) von Satz 2.7 mit

L2(Q) +§> ' <HSDT) L2(Q) +E> 2 HT, [(’51 (SOT)”

oy VIt + R 20 |1 +20R 27 0 (1]

erfiillt ist. In der letzten Umformung haben wir dabei R durch den laut Lemma 4.16 gegebenen
Term ersetzt.

v=2-C- <2 HSDT‘ LU(Q)—Y

=20

LY(Q)—-Y

Korollar 4.19 zeigt nun, dass die gemachten Voraussetzungen hinreichend fiir die Anwendung
von Satz 2.7 auf (4.9) sind. 0O

Das folgende Lemma rechnet diese Konvergenzraten auf das Ausgangsproblem (4.1) mit der
Regularisierung (4.2) zurtick.

Lemma:

Unter den Voraussetzungen (1) bis (5) von Satz 4.20 gelten die Abschitzungen

-1, 0 ().

L'(Q)
|7 (2) =], 0@
fiir 6 — 0.

Beweis:

Laut Satz 4.20 gilt unter den gemachten Voraussetzungen Hgo‘sa — goTHL2 @ < Cv/§ mit einem

Q
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C > 0 fiir hinreichend kleines § > 0. Damit folgt unter Verwendung von (3.3), dass
=[e1 (v2) -1 ()]
L1(Q) H 1 {Pa 1\¥P

g(\

<CVs (‘

|r2= 1]

L'(©)

L2(Q)> ‘
L2(9)>

<65 (] 9
—0 (\/5)

oA @) —

|

5 + ‘

L2(Q) * HSO L2(Q)

o2

™ 17

fiir 6 — 0. Genauso ist nach Definition von T und Satz 4.20
5\ _ _l7(.8) _ _
HT (fo‘) gHY HT (cpa) gHY 0 ()
fiir § — 0. 0

4.22 Bemerkung:

Beachte zunichst, dass die Bedingung v||w|[]y < 1, welche zur Anwendbarkeit des Satzes 2.7 auf
das Problem T () = g notwendig ist, nicht durch Umskalieren des Operators T bzw. T' erreicht
werden kann:

e Ersetzt man T durch %f mit einem ¢ > 1 und entsprechend g durch %g (damit die
Gleichung erhalten bleibt), so #ndert sich zwar auch 7 zu %, gleichzeitig wird aber w zu

¢-w. Das bringt also keinen Vorteil fiir den Faktor v - ||w]|y .

Da T im Allgemeinen nicht linear ist, kann der Faktor, der notwendig ist, um die Gleichung
T (cpT) = ¢ zu erhalten, nicht auf ¢! abgewiilzt werden (wire das moglich, so wiirden wir
eine quadratische Umskalierung bei w erreichen und somit auch eine Anderung an dem
Faktor 7 - |lw||y!).

e Beriicksichtigt man die Umrechnung der Quellbedingung (Korollar 4.19), so stellt man
fest, dass selbst im Fall eines linearen Operators T’ eine Umskalierung nichts bringt. Dort
konnte man 1" durch C%T mit einem ¢ > 1 ersetzen und diesen Faktor durch Ersetzen von
fT durch C% f1 abwiilzen, ohne die Daten umzuskalieren. Dann wiirde aus pf = $; ( fT)
genau %goT. AuBlerdem wiirde diese Skalierung aus v der Faktor c% machen, aber wegen
der umgerechneten Quellbedingung gleichzeitig aus w ein c?w - womit der Faktor v - [|w]|y-

unveriandert bliebe.

Nun wollen wir noch eine hinreichende Bedingung fiir die Annahme (5) aus Satz 4.20 geben.

4.23 Lemma:
Sei
| At 2
§ 1= (o] gy + V2@ + B
Gelten . )
- ! T . -
Cllelly < gz wnd [ (¢1)]] gy Tl < 5

so ist v - ||w|ly < 1, d.h. die Bedingung (5) aus Satz 4.20 ist erfillt.

Beweis:

Sei v wie in Lemma 4.16 fiir p = 1 gegeben.
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Zunichst stellt man leicht fest, dass

s <202 o (o)

LY(Q)—Y

gilt. Nach Voraussetzung haben wir also

3l <2082 ully +2 |7 [6 (1))

B

was die Behauptung zeigt. m

4.4.5 Bereits bekannte Konvergenzraten fiir p > 1

In diesem Zusammenhang wollen wir darauf hinweisen, dass bereits Konvergenzraten (im re-
ellen Fall) in der L?-Norm fiir den Fall 1 < p < 2 und lineares T vorliegen. Dazu leiten
wir im folgenden eine Abschitzung der so genannten Bregman-Distanz nach unten durch die
L2-Norm her. Zunichst wollen wir dafiir das Subdifferential eines konvexen Funktionals und
Bregman-Distanzen einfithren. Fiir weitere Informationen iiber das Subdifferential verweisen
wir auf [Phe93, Chapter 3], fiir Details iiber Bregman-Distanzen auf [BO04] oder [Res05].

Sei X stets ein Banachraum.
4.24 Definition:

Sei J : X —— (—o00,00] ein konveres Funktional. Wir bezeichnen mit
dom(J) ={r e X | J(x) <o} C X

das Gebiet von J.
4.25 Definition:

Wir nennen J : X — (—o00, 0] genau dann eigentlich, wenn
dom(J) # 0,

d.h. wenn J nicht nur den Wert oo annimmdt.

4.26 Definition:
Sei J : X — (—o00, 0] ein eigentliches konveres Funktional.

Wir definieren die Menge aller Subgradienten A € 0J (u) von J an der Stelle u € dom(J) C X
fir das Subdifferential 0J (u) durch

< J(v) — J(u) fir alleve X}.

dual =

dJ(w)={xe X" | (\v—u)
Fiir u e X \ dom(J) setze 0J(u) := ().

4.27 Bemerkung:
(1) Auch fiir u € dom (J) kann es passieren, dass 9J(u) = () ist.

(2) Eine weitere Charakterisierung des Subdifferentials lautet
OJ(u) ={r e X" | (\0)qua < J (u+v)—J(u) fiir alle v € X}

fiir u € dom(J).
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(3) Ist J an u € dom (J) Fréchet-differenzierbar, so gilt
J (u) = {J [u]}.

Definition:

Sei J : X — (—o00, 00] konvex und § € 0J(u). Wir definieren die Bregman-Distanz

D§ s dom (J) x dom (J) — [0, 0]
zu u beziiglich J durch
Dg(v,u) =J(v) = J(u) — (& v—u) gy u,v € dom(J).

Wir kénnen nun Bregman-Distanzen auch in einer mengenwertigen Variante durch

Dy (v,u) = {D§ (v,u) | € € aJ(u)}

definieren und erhalten so eine Familie von Distanzen.

Bemerkung:

Sei J : X — R ein konvexes Funktional, sei x € X fest und A € 9J (x). Die Bregman-Distanz

D§ (y,i(}) = J(y) - J(CL‘) - <)‘7y_$>dual

kann man sich dann graphisch verdeutlichen als den Abstand zwischen den Funktionalwerten
J (y) und J (z) abziiglich der linearen Approximation von J an x durch A € 9J (z) angewendet
auf den Abstand der Argumente z und y.

Beispiel:
Sei X =R, J(x) := |z|] und 2 = 0 € X fest. Offenbar ist dann 9.J (x) = 9J (0) = [—1,1]. Wir
wihlen 1 =: A € 8 (0). Zu y = 2 sieht der Bregman-Abstand

1
1=2—---2=1
2

D} (2,0) = J(2) — J(0) — (A\,2 — 0)

dua

dann wie folgt aus:

Abbildung 4.3 — Die Bregman-Distanz zu xz = 0 beziiglich f () = |z| bei
Wahl von £ = 1 € 9f(0).

Man kann hier bereits sehen, dass D% (2,0) drastisch von der Wahl von X\ € [—1,1] = 9f (0)
abhingt: Wihlt man A = 1, so ist D} (2,0) = 0, bei A = —1 aber D} (2,0) = 4. In unserer
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Notation ware dann also
Dy (2,0) =[0,4].

Uns interessiert insbesondere das Funktional
J(d}) = ||¢||£p(g)

auf X = LP (). Gem#f der Dreiecksungleichung ist dieses Funktional konvex, es ist sogar
Fréchet-differenzierbar mit

fwmzp/a@WwaWMm

Q

Daher ist die Bregman-Distanz zu v beziiglich J gegeben als
D (u,v) :=Dy (u,v)

— [y = el — [ ol sign (0) (u = 0) do
Q

= [ (1 = o = p o sign () (u - 2) e

Q

Wir verwenden nun folgende Ungleichung (fiir den Beweis siehe [Lor08, Lemma 2.2]):

Lemma:
Sei 1l <p<2. FirC>0undL >0 gilt fir alle s,t € R mit |s| < C und |t — s| < L, dass

[t — |s|” — psign () s/~ (¢ —s) > x|t — 5|

p(p—1)

mztﬁ:W.

Gilt nun u, v — v € L§° (Q2), so liefert punktweises Anwenden dieser Ungleichung sofort
2
Kllu—vllf2) < D (u,v).

In [BO04] wird gezeigt, dass fiir das Problem (4.2) unter der Quellbedingung
-1
JweY mit T"w € 0J (fT) = {psign (fT> ‘fT‘p }

(wobei wir sign (fT) ‘f”pfl als das lineare Funktional h — [ sign (fT) !f”pil - hdz auffassen)
Q
zusammen mit der Parameterwahl o = ¢ die Konvergenzraten
D (1) =00

erreicht werden. Damit erhalten wir also unter Annahme dieser Quellbedingung und der zusétz-
lichen Annahme, dass

D(T) = {y € LE (Q) | a <t < fast iiberall }

mit a,b € R, a < b (damit u,u —v € L () gilt) die Konvergenzraten

}fg_fTHLQ(Q) :(9(\/5)'
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Beachte, dass dieses Vorgehen fiir p = 1 scheitert, da Lemma 4.31 dort seine Giiltigkeit verliert.

4.5 Diskussion der Ergebnisse
4.5.1 Zusammenfassung fiir p =1

Fiir p = 1 haben wir Folgendes gezeigt:

Sei Y ein Hilbertraum, 7" : L, () —=Y ein (nicht notwendig linearer) Fréchet-differenzierbarer
Operator fiir  C R™ beschriankt und offen mit Lipschitz-Rand und g € R(T) C Y gegeben.
Weiter seien die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(1) Es gebe eine Minimum-Norm-Losung fT zu T (f) = g, d.h. ein fT € D(T) mit T (fT) =g

und

17111y = 0 {17 sy | € D(@) mit T (1) = o}

und sei pf == 9, (fT) (dann ist ¢! eine Minimum-Norm-Lésung zu T (@T) =g),
(2) die Niherungsdaten ¢° erfiillen H g— g‘SHY <4,
(3) T ist als Operator

T (Lh(@),7) — (Yimy)
stetig, wobei 75 die Sobolev-Topologie aus Definition 4.7 bezeichnet,

(4) D(T) = {¢ € L' (Q) | a <o < b fast iiberall} fiir bestimmte a,b € R (gem#B Lemma
4.13 sind diese Mengen 7-abgeschlossen!),

(5) es gibt C' > 0 und ein hinreichend grofies R > 0 derart, dass

7 1) =7 gy s €l 1

LL(Q L'(Q)
fiir alle f € D (T) NBr (f7) gilt,
(6) es gibt ein w € Y, s.d.
of :2’([;‘ T [fT] w

und

(7) mit S := H(,DTHLQ(Q) + 4/ H(,OTHiz(Q) + R gelten die Gleichungen

Cllwlly < 4% wmd (7 [&, ()] lwlly < =

4

L(Q)—y

Dann ist (4.2) ein (beziiglich der Topologie 75) gut-gestelltes Problem, und lésen wir (4.2) mittels
(4.9), so erhalten wir fiir die Parameterwahl o = ¢ - 4, ¢ > 0 die Konvergenzraten

| (¥9).

7 (12) -l 0

7h- 1|

=0
L1(Q)

fir § — 0.
4.32 Bemerkung:

Falls T sogar linear ist, fallen einige der obigen Forderungen weg. In diesem Fall ist 1" an
jeder Stelle ¢ € D (T) Fréchet-differenzierbar mit 7" [¢)] = T. Offenbar bleiben die geforderten
Eigenschaften (1) bis (4) davon unberiihrt, Eigenschaft (5) ist dagegen mit C = 0 und R > 0
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beliebig stets erfiillt.
In Eigenschaft (6) ist 7" | fT]* = T, und ebenso wird in Eigenschaft (7) dann unter anderem

1Tl @)y - lwlly < 5

gefordert. Hinreichend wie notwendig zur Anwendung von Satz 2.7 ist allerdings schon

1
1T L1 (@)—y - lwlly < %
wie der Beweis von Lemma 4.23 zeigt.

Bemerkung (Quellbedingung):

Sei T linear. Ist etwa ! > 0 fast {iberall, so ist ‘npw = ¢ und Division der Gleichung durch 2!
liefert 1
T'w =
Y72

fast iiberall. Also muss in diesem Fall die konstante Funktion § € R (T*) C L! (Q) liegen - das

ist offenbar nur dann moglich, wenn €2 beschrankt ist! Allerdings haben wir die Beschranktheit

von {2 sowieso angenommen, um die Gut-Gestelltheit des Problems (4.2) zu zeigen.

AuBerdem liefert Satz 2.7 fiir lineares 7' und ' > 0 fast iiberall (was z.B. fiir a > 0,b = oo in
(4) der Fall sein muss) falls (6) und (7) erfiillt sind offenbar Raten wie in Satz 1.74, womit das
Problem T (¢) = g und damit auch T (f) = g gut gestellt ist!

Allerdings ist die L'-Regularisierung vor allem fiir solche Probleme geeignet, bei denen ¢! sehr
,sparlich® ist, d.h. bei denen o' auf groBen Gebieten 0 ist. Daher muss man die Bedingungen (6)
und (7) in gewissem Sinne als gekoppelte Bedingungen fiir die ,,sparsity* ¢ von o' betrachten:

Sei U C Q eine meBbare Menge derart, dass ¢! auf Q\ U fast iiberall 0 ist. Fiir lineares 7' konnen
die Bedingungen (6) und (7) dann ersetzt werden durch

1

1
Es gibt ein w € Y s.d. T"w = < fast iiberall auf U und |[jw|y <
2 2Tl )—y

(4.11)

Je kleiner U gewihlt werden kann, desto ungenauer ist w bestimmt, was Moglichkeiten zur Ver-
kleinerung der Y-Norm von w offen léasst.

Wir werden in Abschnitt 5 allerdings zeigen, dass diese Bedingung fiir symmetrische und gleich-
zeitig periodische Faltungsprobleme leider nicht erfiillbar ist.

4.5.2 Ausblicke fiir p=1

Es bleibt zu hoffen, dass das Ergebnis von Satz 4.20 noch verbessert werden und die Bedin-
gung (4.11) moglicherweise noch deutlich abgeschwiicht werden kann. Eine Moglichkeit besteht
darin, nicht einfach Satz 2.7 anzuwenden, sondern die Konvergenzanalysis eigensténdig zu un-
tersuchen. So liegen nur theoretisch Norm-Konvergenzraten fiir die L'-Regularisierung vor, wo
bisher nur Konvergenzraten in Form von Bregman-Distanzen bekannt waren (siehe etwa [Res05]
oder [BOO04]).

4.5.3 Ausblicke fiir p > 1

Hier liegt noch keine vergleichbare Konvergenzanalysis vor, da der Operator T im Allgemeinen
keiner Lipschitz-Bedingung mehr geniigt. Es bleibt zu untersuchen, ob unter dhnlichen oder
gar gleichen Voraussetzungen an T (wie in Abschnitt 4.4.1, Lemma 4.16 und Korollar 4.19

SVermutlich existiert keine adiquate Ubersetzung fiir diesen Begriff, aber ,Spérlichkeit* kommt ihm wohl am
néchsten.
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angenommen) Konvergenzraten in der LP-Norm gezeigt werden kénnen. Der Beweis von Satz
2.7 scheint unter der geltenden Holder-Bedingung jedenfalls nicht derart modifiziert werden
zu konnen, dass sich Konvergenzraten irgendeiner Art zeigen lieflen, nicht mal Konvergenz im

Bildbereich.

Wie oben gesehen kénnen allerdings aus den Konvergenzraten in Form von Bregman-Distanzen
auch Konvergenzraten in der L2-Norm gewonnen werden.

4.6 Regularisierung mit [P-Strafterm
4.6.1 Die Réume 7 (5)

Zunichst bendtigen wir die Raume [P (S) fir eine beliebige Indexmenge S und p € [1, 00|, die
wie folgt definiert werden kénnen:
Definition:

Sei S eine beliebige Menge und P (S) die Potenzmenge von S. Wir definieren durch

oo falls R unendlich ist,
/‘z( ):{ REP(S)

|R| falls R endlich ist,

das Zdhlmaf auf P (S). Dabei bezeichnet |R| fiir eine endliche Menge R die Anzahl der Ele-
mente dieser Menge.

Bemerkung:

Das Maf} i, auf (S, P (5)) ist genau dann endlich, wenn S endlich ist und genau dann o-endlich,
wenn S abzdhlbar ist.

Definition:

Wir bezeichnen fiir eine beliebige Menge S

P (S) = T2 (1)
fiir p € [1,00] und den Mafraum (S, P (S), u) .

Bemerkung:

Wir kénnen [P (S) als Folgenraum auffassen, denn offenbar gilt

P(S) = {f : S—=R | f(s) # 0 fiir hochstens abzéhlbar viele s € S und Z If ()P < oo} .
seS

Die Summe Y |f ()| kann dabei kanonisch {iber eine Abzihlung der Menge {s € S | f (s) # 0}
ses
definiert werden.

Bemerkung:

Da die Réume [P (S) wie hier vorgestellt Spezialfiille von L (1) sind, handelt es sich offenbar
um Banachrdume bzw. fiir p = 2 sogar um einen Hilbertraum.

4.6.2 [P-Regularisierung

In neueren Veroffentlichungen werden oftmals auch andere Varianten der Tikhonov-Regulari-
sierung betrachtet, ndmlich solche, die (gewichtete) [P-Normen als Strafterm verwenden:

Sei A: X ——=Y ein gegebener linearer und beschrinkter Operator zwischen reellen, separablen
Hilbertriumen X und Y, und seien MeBdaten ¢° derart gegeben, dass ein gt € Y mit gt = Af+
fiir H gt — 95Hy < § existiert. Ziel ist auch hier die Rekonstruktion von f*. Nun wihlt man eine
Orthonormalbasis (¢ ),cn von X und nimmt an, dass es eine spérliche Représentation von f +
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in dieser Orthonormalbasis gibt. Entsprechend ist die regularisierte Losung dann gegeben als
minimierendes Element des Funktionals

froAf =g+ oS wn ih v
k=1

fiir ein 1 < p < 2 und eine Gewichtungsfolge (wy) ren» die von 0 weg beschrénkt ist: wg > wop > 0
fiir alle k£ € N. « bezeichnet dabei wieder den Regularisierungsparameter.

Da X ein separabler Hilbertraum ist, ist es moglich, sich auf den Fall X = [?(N) =: I?
zuriickzuziehen: Wir definieren B : [? —— X durch
oo
Bu = Zukwk fiir u = (up)pen »
k=1
setzen K := AB und schreiben das Tikhonov-Funktional als
2 oo
U (u) = HK _ 5H P 2, 412
(u) u—g Y+a;wk|w€| u (4.12)

Die minimierenden Elemente dieses Funktionals bezeichnen wir mit u®?, die exakte Losung mit
ut = K1 fT

Die Gut-Gestelltheit des Minimierungsproblems
¥ (u) = min! iiber u € [?

wurde in [DDD04, Theorem 4.1] ausfiihrlich untersucht: Dort wird gezeigt, dass die Injektivitéit
von K oder die Annahme p > 1 zusammen mit einer Parameterauswahlregel o mit
52

lim « (0) =0,

li =0
50 520 @ (3)

bereits hinreichend fiir [>-Normkonvergenz der minimierenden Elemente von (4.12) gegen u ist.
In [GHSO08] wird die Wohlgestelltheit des Problems auch im nicht-linearen Fall gezeigt.

In [Lor08] wird gezeigt, dass fiir 1 < p < 2 die Quellbedingung
360 €Y s.d. wsign (u') ‘u*‘pil =K*0 (4.13)

(alle Operationen punktweise anwenden!) zusammen mit der Parameterwahl o = ¢- 4§, ¢ > 0,
hinreichend fiir die Konvergenzraten

Ku — || =0
|Kut = || =00,

iwk ‘ug’a — uz"z =0 (6)
k=1

fiir 6 — 0 ist. Dieser Fall wurde auch in [GHSO0S8] fiir moglicherweise nicht-lineare Probleme
untersucht.

Der Fall p = 1 gestaltet sich als etwas schwieriger. Zunéchst wird in [Lor08] folgende Eigenschaft
definiert:

Definition:

Ein Operator K : 2 —=Y fiir einen Hilbertraum Y besitzt die endliche Basis Injektivitdt

"Beachte, dass K ! nicht stetig existiert. Allerdings haben wir oben angenommen, dass zumindest eine Losung f
von Af = g7 existiert, was diese Notation rechtfertigt.
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(EBI), falls fiir alle endlichen Teilmengen I C N der Operator K|, injektiv ist, d.h. wenn fir
alle u,v € 2 mit Ku = Kv und uj, = vy fiir alle k ¢ I folgt, dass u = v.

Danach wird gezeigt, dass die Quellbedingung
36 €Y sd. wsign (u+) =K*0 (4.14)

zusammen mit der EBI-Eigenschaft von K, der Annahme, dass ut in [* eine endliche Re-
prasentation besitzt und der Parameterwahl o = § hinreichend fiir die Konvergenzraten

fiir 6 ——0 sind.

Die Quellbedingungen (4.13) und (4.14) entsprechen den von uns in Korollar 4.19 berechneten
Quellbedingungen. Allerdings bleibt die Erfiillbarkeit dieser Quellbedingungen in praktischen
Beispielen weiter im Dunklen.

4.6.3 Berechnung der minimierenden Elemente

In [Lor08] wird erwihnt, dass die Berechnung der minimierenden Elemente zu (4.12) ein bei
weitem nicht-triviales Problem ist. In [DDD04] wird ein expliziter (iterativer) Algorithmus zu
Berechnung dieser Elemente vorgestellt. Wir wollen hier nun insbesondere erwéhnen, dass diese
Elemente mittels Transformation in einen gewichteten [? leichter berechnet werden kénnen. Da
die P-Norm in (4.12) gewichtet ist, wollen wir nun auch hier die Réume [ := [P (N) entsprechend
gewichten. Dazu definieren wir:

Definition:
Sei S eine beliebige Menge und w = (ws) g eine positive Gewichtung. Dann ist

e

(S) = {f : S—= R | f(s) #0 fiir hichstens abzihlbar viele s € S

wd Y < ).

seS

Die Summe > ist dabei wieder kanonisch iiber eine Abzihlung der Menge {s € S | f (s) # 0}
seS

definiert und wir betrachten die Elemente f € I, (S) wie oben als Folgen: f = (f (s)),cg -

Auferdem definieren wir auf £, die Norm

1
P
2]l sy == (Zws |x5|P> ) r = (5)ses € 1 (S5)-

ses

Offenbar gilt [}, (S) = L§ () fiir das MaB g, auf S, welches gegeben ist durch

o ({8}) = ws, s€S.

Daher besitzen die Riume [, (S) die selben Eigenschaften wie die Rdume [P (S) ohne Gewichtung.
Wir bezeichnen wie oben £, := [, (N). Nun kénnen wir auch hier Transformationen zwischen @
und [2 fiir p € [1,2] definieren:

Definition:

Sei w = (ws),eg eine positive Gewichtung und p € [1,2]. Wir definieren die Transformation
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gy : 2 ——=12 durch

w

2_
85 (@n)ne) = (w0 - l2al? ") (Zn)nen € B

neN ’
Die Umkehrung b, : (!,——=I2 dieser Transformation ist mit der Konvention % =0fir0<s<l1
gegeben als

b ((Yn)nen) = (yn : Iynlg’l) (¥n)nen € -

Dabei handelt es sich um die Transformationen &, und §), aus Abschnitt 3 fiir den Mafraum
(N, P (N), ). Daher gilt fiir z € 2, und y € £, wie bereits gezeigt

neN ’

gy (@), = ll=
I W)l = llwll,

Insbesondere kann das Problem ¥ (u) = min! iiber u € > dann formuliert werden als
5|2 2
HKu—g Hy+a\|uuf;, — min! iiber u € 12, (4.15)

Offenbar miissen die Losungen des Minimierungsproblems (4.15) aus [£, sein, da der hintere Term
sonst oo ist. Daher braucht nur iiber alle © € £ N [? minimiert werden. Wir schrinken also K
auf D (K) := 2N als eine Teilmenge von [, ein und konnen

K = K, ogZ:D(k) CPR—=Y

definieren (natiirlich mit entsprechendem Definitionsbereich D (f( ) := by (D (K))). Dieser Ope-

rator ist im Allgemeinen nicht-linear, aber dafiir kann das Problem (4.15) mittels v := b} (u)
dquivalent umgeschrieben werden zu

- 2 -
HK (v) — g6HY +a HvH?‘% = min! iiber v € D (K) . (4.16)

Da der Operator K Fréchet-differenzierbar mit
K'[v] = K 0g% [v] = K 0 My, (4.17)

ist, kann dieses Problem numerisch durch einem dem Algorithmus aus Abschnitt 4.3 d&hnlichen
Algorithmus gelost werden.

Fiir p = 1 kénnen wir sogar ein Analogon zu Satz 4.20 prisentieren:

Bezeichnen wir die Minimizer des Funktionals (4.16) mit vd, ist v eine exakte Losung zu dem
Problem K (v) = g und setzt man

g (), =gy (o),

so ist ut eine exakte Losung zu K (u) = g und die Elemente ud, 16sen (4.15).

Satz:

Sei g’ €Y mit Hg — 95HY < und K injektiv. Mégen dariber hinaus die folgenden Bedingungen
gelten:

(1) Es gebe ein 6 € Y mit
vt =2|vt|- K*6

und
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(2) es gelte
2| K[~y - 19y < 1.

Dann erhalten wir fir die Parameterauswahl o = ¢ -6 mit einem ¢ > 0 die Konvergenzraten
‘ o © <\/5) ’

Jr< (v2) =, = 0®

ui—u*

fir § — 0.
Beweis:

Natiirlich handelt es sich um eine Anwendung von Satz 2.7. Die schwache Abgeschlossenheit
wird auch hier nicht benétigt, die Existenz von ug ist gesichert, falls wir die Injektivitat von K
fordern (wie in [DDDO04, Theorem 4.1] gezeigt).

Wir berechnen zunéchst D (I? ): Die Bijektivitét von h{ impliziert

D(K) =bt (2Nt
s

=b7 (17) N by (),
——
=12
und mit
4 14
165 (@)I[& = |z |zl 2
neN
=D lzal*
neN
=%

fiir z € 12 ist by ([2) = I*, wobei wir wieder die Bijektivitit von h{ benutzt haben. Es ist also
D (f{) =tne,

und diese Menge ist als Schnitt zweier Vektorrdume wieder ein Vektorraum und somit konvex.
Wegen (4.17) und Lemma 1.23 ist zusétzlich

|R' ] - K [o]

IE,HY S ||K||[&)—>Y : HMZ‘U‘ - MZ‘U-HH[E)_»[&]

= 1K gy - [ Maug-roy ‘rgﬁ@

<2 ||K‘|[&j—>Y : HU - U+H[g .
AuBlerdem gilt
(B'[0]) = (K 0 Myy,)"
=M 0 K7
=My 0 K,

wobei wir die Berechnung von M;|§0T| aus dem Beweis von Lemma 4.18 verwendet haben, die

sich hier analog anwenden l&sst.
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Somit sind die hier gegebenen Voraussetzungen also hinreichend fiir die Anwendbarkeit von
Satz 2.7 und wir erhalten so zunéchst fiir die Parameterwahl o = ¢ - § mit einem ¢ > 0 die
Konvergenzraten

=
/N
4
=%
N———
|
e
>~<
Il
a
=

fir 6 ——0. D.h. es gilt va — v+H[2 < C+/6 mit einem C > 0 fiir hinreichend kleines § > 0.
Damit folgt unter Verwendung von (3.3), dass

5

fiir § — 0. Genauso ist nach Definition von K
s\ _lw(.0) _ _
|7 (u2) =], = [|K (:2) -], =0

Bemerkung (Quellbedingung und Vergleich der Ergebnisse):

Auch hier kann die Quellbedingung natiirlich wieder als Bedingung an die ,,sparsity“ von u®
betrachtet werden. Offenbar ist
vt =2Jvt| K*0 (4.18a)

gleichbedeutend mit 2K*6 = sign (v1), was beinahe der Quellbedingung (4.14) entspricht (Be-
achte, dass sign (u™) = sign (v)!).® Wir fordern dazu zusiitzlich

2K gy - 16y <1, (4.18b)

was einer Bedingung an die Norm des Elements 6 € Y entspricht. Die Frage ist also, ob es ein
0 € Y mit 2K% = sign (v") und hinreichend kleiner Norm gibt.

Die Erfiillbarkeit der Bedingung (4.18) bleibt offen, es sind aber leider &hnliche Probleme zu
erwarten wie die, die in Abschnitt 5 auftreten.

Die weiter oben vorgestellte Konvergenzanalysis stellt dagegen keine Forderung an die Norm
von § € Y, sondern benétigt explizit die ,sparsity” von u™ und zusitzlich die EBI-Eigenschaft
des Operators K.

Allerdings sind auch die vorgestellten Konvergenzraten grundséitzlich verschieden. Wir zeigen
die Rate O (\/5) in der [&,—Norm, wéahrend die Analysis weiter oben die Rate O (\/3) in der [i—
bzw. [2-Norm zeigt. Unsere Konvergenzraten sind insofern besser, dass sie in der richtigen Norm

mit gleicher Quantitit vorliegen. Natiirlich implizieren unsere Konvergenzraten dort wegen der
Forderung w,, > wy > 0 auch die gleichen Konvergenzraten in der ['-Norm.

8Da sign (1}+) wieder eine Folge ist, muss die Bedingung 2K*6 = sign (v+) so gelesen werden, dass (2K70)
sign (v,"[) falls v;} # 0 gefordert wird, und (2K™0),, sonst beliebig sein darf.

n =
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5 Enfaltungsprobleme

5.1 Problemstellung

Sei @ := (0,1] x (0,l,]. Wir betrachten das kontinuierliche Problem, eine multiperiodische,
nicht-negative Funktion f : R? — [0,00) zu rekonstruieren, welche genau @ als Periodenzelle
hat. Dabei ist nur die Faltung

(h* f) (x) = / he—y) i) dy, xR (5.1)
Q

von f mit h bekannt, wobei h eine nicht-negative, Q-multiperiodische Funktion mit

/h@yu:1

Q

ist. Gelegentlich schreiben wir auch h xg f fiir die Faltung aus (5.1), um die Abhéngigkeit von
Q@ zu verdeutlichen.

Im Allgemeinen ist auch nicht die Funktion h* f bekannt, sondern nur Poisson-verteilte Messda-

ten g°P mit Mittelwert ¢ := h * f. Das kann etwa durch folgendes Modell beschrieben werden:
Sei 0z, der 6-Peak an der Stelle ;. Dann ist
K
gobs _ Z 55%
k=1

mit zufélligen z € Q und K € Ny, und es gilt fiir jede Borelmenge B C (), dass

/fm@ymwpm /guym

B B

Dabei bedeutet die Notation X ~ Poi()), dass die Zufallsvariable X Poisson-verteilt mit Mit-
telwert (oder Parameter) A ist.

Ublicherweise konnen auch nur lokal gemittelte Werte von ¢°” gemessen werden. Darauf wird
bei der Diskretisierung weiter eingegangen.

Wir kénnen nun die Faltung h % f als Operator auf geeigneten Rdumen betrachten. In Abhéng-
igkeit von den gewiinschten Eigenschaften der Rekonstruktion von f sollte der Definitionsraum
dieses Operators als ein L§ (Q) mit geeignetem p gewéhlt werden. Wir betrachten hier die Vari-
ante p = 1, womit bekanntlich eine gewisse ,,sparsity“ der Rekonstruktion erreicht werden kann.
Als Wertebereich des Faltungsoperators wihlen wir L2 (Q) und schreiben

T:Lg(Q) —L§(Q), T (f):=f*hfir f €L (Q).

Natiirlich ist dieser (lineare) Operator so nicht fiir jedes h wohldefiniert, wir nehmen daher
an, dass h € LI%& (Q). Sinnvoll ist auflerdem die Annahme, dass auch h multiperiodisch mit
Periodenzelle @ ist. Jetzt wollen wir zuniichst die Operatornorm von 7' : L} (Q) —=L2 (Q)
berechnen.
Lemma:
Es gilt

HT||L1(Q)—>L2(Q) = ”hHLQ(Q)'
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Beweis:
Man berechnet fiir f € L (Q), dass

lhvo flsg = [| [ - 1w ay| o

2

</(/h(fvy)\/f(y)2dy dz
Q

z //\h(ac—y)r?rf(yn dy/lf(y)\ dyda
Q Q

] [Ine =) sl @l dy [ 17 @)
QQ Q

= 111 I12lIL2(q) -

Dabei folgt (*) aus der Holderschen Integralungleichung (1.1) mit p = ¢ = 2 und (**) aus dem
bekannten Satz von Fubini. Somit folgt

1Tl (@)—12(0) < I1Pll2(g) -

Nun verwenden wir eine Folge n 1 von periodisierten Mollifiern (dhnlich zu den fiir Satz 4.10
eingefithrten) um zu zeigen, dass sogar Gleichheit gilt:

||T||L1(Q)—>L2(Q) =z klggo Hh*Q % L2(Q)

= am /)’”Q”;
Q
v
= /|h]2dx
\2

= [|2llr2(g) -

2
dx

2

lim h*Q ’17% dx

k—o0

k—> 00

Dabei haben wir [ 1 dz = 1 und die gleichmiflige Konvergenz h xg n 1 h auf Kom-

Q
pakta benutzt. Es folgt die Behauptung. 0O

Falls h sogar hinreichend oft stetig differenzierbar ist, so gilt 7' (f) € W*2 (Q) fiir entsprechend
grofles k € N, und T ist sogar als Operator

T: L (Q) —=W"(Q)
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stetig, da geméfl Lemma 5.1

2
T @) —wr2(@) = sup 1hex flliwes (o)
feL]}Q(Q)v”f”Ll(Q)Sl

= sup Z | D* (h*f)HiZ(Q)
fEL]}lg(Q)y”f”]_,l(Q)Sl || <K

<> sup 1(D*R) * flIz2(0)
|| <k feLﬂlg(Q)vanLl(Q)Sl

= 3 DNl
lal <k

= [|Plfe2(g) (5.2)

gilt. Nach dem Sobolevschen Einbettungssatz bzw. dem Rellich-Kondrachov-Theorem (siehe
[Ada75, Theorem 6.2]) ist die Einbettung W*?2(Q) — L2 (Q) fiir hinreichend grofies k& und
somit auch 7 : L} (Q) — L3 (Q) kompakt. Das Problem

Finde f € Ly (Q) mit T (f) =g (5.3)

ist also schlecht gestellt, falls i hinreichend oft differenzierbar ist.

Wir wollen hier noch kurz darauf verweisen, dass Entfaltungsprobleme der Form
Finde f : R? —= [0,00) mit g = h *p2 f

im R? mit einem geeigneten normierten Faltungskern h : R? —— [0,00) typischerweise als
nicht-periodisch gegeben sind. Falls allerdings der Triger von f in einem Rechteck [—a,a] X
[—b,b] und der Triger von h in einem Rechteck [—a, a] x [—/3, (] liegt, so sieht man leicht ein,
dass das Entfaltungsproblem im R? #quivalent zu einem periodischen Entfaltungsproblem mit
Periodenzelle

Q:=[-a—a,a+a] x[-b—[,b+ ]

ist, denn fiir die Q-periodischen Fortsetzungen f&, h? von f und h gilt
(hQ *Q fQ)|Q = (h g2 f)\Q .

5.2 Diskretisierung des Problems

Zur Diskretisierung des Problems (5.3) ersetzen wir die kontinuierlichen Funktionen f, g, g°" und
h durch Werte an (dquidistant verteilten) Stiitzstellen, also hier Matrizen. Seien (N, N,) € N?
die Dimensionen von f, g, ¢°" und h, d.h. seien

£,9.9° h e RN=>*No_
Wir interpretieren diese Matrizen natiirlich als multiperiodisch, d.h.

fjm,jy = sz+prxajy+pyNy fiir alle Pz Dy € Z und (]m:]y) S {1, ,NI} X {1, ...,Ny} .

Entsprechend koénnen die Indizes j;,j, € Z betrachtet werden, obwohl es sich natiirlich um
endliche Matrizen handelt.
Die Normierung des Faltungskerns A nehmen wir ebenfalls diskret vor, d.h. wir nehmen an, dass

Nz Ny

SN hj =1

jzzl jyzl
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und hy, j, > 0 fiir alle (jz, j,) € Z°.

Die Diskretisierung des Operators T" wird ebenfalls als periodische Faltung berechnet, wobei die
diskrete Faltung als

Nz Ny

(x Py = D D M juky—igu Fiis ko, ky € Z

Jz=1jy=1

gegeben ist. Diese kann bekanntlich mittels FFT effizient berechnet werden. Auch hier bezeichnet
g := hx f als Matrix. Jeder Eintrag g;)»;?y der Mefidaten ist dann die Realisation einer Poisson-
verteilten Zufallsvariablen mit Mittelwert (oder Parameter) g;, ;. Wie oben schon beschrieben
ist es im Allgemeinen nur maoglich, lokal gemittelte Werte von ¢°P® zu messen. Dies kann in
unserem Modell durch
4525, = |
(Ue=1)Az (Jy—1)Ay

> (z,y) dz dy

fir A, = JZ\,—ZL und A, = Jl\,—i dargestellt werden.

5.3 Numerische Ergebnisse

Zur Rekonstruktion von f aus ¢°" wollen wir nun den Algorithmus aus Abschnitt 4.3 anwenden.
Die folgenden numerischen Experimente wurden alle mit einer synthetischen Standardproblem-
stellung fiir Mikroskopie-Enfaltungsprobleme durchgefiihrt. Dabei wird ein zufélliges 160 x 160-
Pixel Bild mit 30 Punkten der folgenden Form als exakte Daten verwendet:

Abbildung 5.4 — Beispiel eines Testobjekts fiir die L!-Regularisierung: Es wird
stets ein iiberwiegend schwarzes Bild mit 30 zuféllig verteilten und zufillig intensiven
Punkten erzeugt und als exakte Daten verwendet.

Dieses Bild wurde dann (diskret) mit dem einem normierten, symmetrischen Gaufi-Kern gefaltet.
Nach der Anpassung durch entsprechende Count-Raten wird das so genannte Hintergrundrau-
schen addiert. Zuletzt werden die MeBdaten g°P® als Realisierung einer Poisson-Zufallsvariable
mit den exakten Daten als Mittelwert (oder Parameter) festgesetzt. Neben der direkten Verwen-
dung der iibergebenen Poisson-Daten ¢°" bietet sich noch die Moglichkeit, die exakten Daten g
durch Bilden lokaler Mittelwerte von g°b
gorithmus aus Abschnitt 4.3 in unverédnderter Form mit den Mittelwerten als Daten angewandt.
Wir werden im Vergleich sehen, dass dies zu akzeptablen numerischen Ergebnissen fiihrt.

niherungsweise zuriickzugewinnen. Dann wird der Al-

Als Hintergrundrauschen verwenden wir hier stets den festen Wert 5.

Die Wahl des Regularisierungsparameters wurde jeweils nach einer Formel durchgefiihrt, die
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visuell optimiert wurde. Inbesondere hingt sie vom maximalen Wert der iibergebenen Daten ab:

9000
a=107"° ———. (5.4)
(max ¢°)

Dabei bezeichnet max ¢° den maximalen Eintrag der Matrix ¢°.

Die Wahl des Regularisierungsparameters « ist ein offenes Problem, welches hier nicht diskutiert
werden soll. Die Formel (5.4) ist sicherlich alles andere als optimal, aber sie arbeitet fiir die
folgenden Beispiele hinreichend gut.

Folgendes Bild zeigt zunéichst, dass eine direkte Anwendung des Algorithmus aus Abschnitt 4.3
bei Poisson-Daten kein akzeptables Ergebnis liefert:

LlfReguIarisierung ohne Skalierung des Datenterms Exake Losung
) B C ) 1200

1000

800

600 80
100
400
120

200 140

160

0 160

50 100 150

Abbildung 5.5 — Der Algorithmus aus Abschnitt 4.3 ohne Skalierung des Daten-
terms, angewandt auf Poisson-Daten mit einer Count-Rate von 1000

Da Erwartungswert und Varianz bei Poisson-verteilten Zufallsvariablen iibereinstimmen, erhélt
man bei Gaufischer Approximation der Poisson-Verteilung iiber das Maximum-Likelihood-Funk-
tional den Datenfehlerterm

Wir wiirden also gerne den Term

HT’ [x]h—T(x)—gﬁ(

2

5.5
L2(Q) (5:5)
aus dem Algorithmus mit den Daten g skalieren, um somit an Punkten mit grofler Count-Rate
und entsprechend grofler Varianz eine weniger genaue Datenanpassung zu erzwingen, aber die
exakten Daten g sind unbekannt! Auflerdem wire dazu g # 0 fast iiberall notwendig. Daher
withlen wir ¢ > 0 so, dass g° + ¢ > 0 fast iiberall gilt und ersetzen (5.5) durch

2

T [z]h— T (x) — ¢°
9P +c

. (5.6)
L2(Q)

Da das Minimierungsproblem (4.2) dquivalent zu

2

‘yf(f)gé

Y.
L2(Q)

ist, entspricht dieses Vorgehen im Falle konstanter Daten genau der Regularisierung (4.2) mit
anderem «. Im Falle nicht-konstanter Daten ¢° erhalten wir so den Vorteil, dass a in gewis-
sem Sinne lokal gewihlt wird, namlich in Abhingigkeit davon, ob die Daten ¢°P in der Region
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betragsmiflig grofl oder klein sind.

Nun betrachten wir einen Vergleich des neuen Algorithmus mit der gewohnlichen L2-Tikhonov-

Regularisierung mit Positivitdts-Annahmen, welche wir als Constrained- Tikhonov bezeichnen. In

diesem Algorithmus wird das Tikhonov-Funktional mit [2-Strafterm und Nicht-Negativititsne-

benbedingung mit einem Semismooth Newton-Verfahren gelést. Die Wahl des Regularisierungs-

parameters « fiir diesen Algorithmus wurde ebenfalls nach einer Formel durchgefiihrt, ndmlich
9000

a=10"% — . 5.7
(max g%) (57)

Die Abbildungen 5.10 bis 5.13 zeigen, dass diese Parameterwahl hinreichend gut ist.

Erste Ergebnisse stellen sich wie folgt dar:

Ll—Reg. mit 10 Iterationen, Poisson—-Daten Exakte Lésung

Abbildung 5.6 — Der Algorithmus aus Abschnitt 4.3 mit p = 1 und Skalierung
des Datenterms, angewandt auf Poisson-Daten mit einer Count-Rate von 500. Der
berechnete Rekonstruktionsfehler in der L'-Norm betréigt 5.4054.

Constralnedeszeg., Poisson-Daten Exakte Losung

=)

20 40 60 80 100 120 140 160 20 40 60 80 100 120 140 160

Abbildung 5.7 — Die Constrained-Tikhonov-Regularisierung angewandt auf
Poisson-Daten mit einer Count-Rate von 500. Der berechnete Rekonstruktionsfehler
in der L'-Norm betrigt 10.9496.
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Wie zu erwarten verbessert eine Erhohung der Count-Raten die Ergebnisse:

Ubergebene Poisson-Daten Exakte Daten

50 100 150 50 100 150

Abbildung 5.8 — Ubergebene Daten fiir die Abbildungen 5.9, 5.10, 5.11, 5.12 und
5.13.

Ll—Reg. mit 10 Iterationen, Poisson-Daten Exakte Lésung

Abbildung 5.9 — Der Algorithmus aus Abschnitt 4.3 mit p = 1 und Skalierung
des Datenterms, angewandt auf Poisson-Daten (Abbildung 5.8) mit einer Count-Rate
von 1000. Der berechnete Rekonstruktionsfehler in der L'-Norm betréigt 12.7647.

Cons!rained—Lz—Reg.‘ Poisson-Daten Exakte Losung

1200 1200

1000 1000
800

600

400

Abbildung 5.10 — Die Constrained-Tikhonov-Regularisierung angewandt auf
Poisson-Daten (Abbildung 5.8) mit einer Count-Rate von 1000. Der berechnete Re-
konstruktionsfehler in der L'-Norm betriigt 31.6273.
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Zum direkten Vergleich geben wir hier drei Beispiele der Constrained-Tikhonov-Regularisierung
fiir verschiedene a. Fiir Abbildung 5.10 wurde geméafl der Formel (5.7) a = 0.00003651 gew#hlt.

Conslramedeszeg.. Poisson-Daten Exakte Losung

1200

1000

20 40 60 80 100 120 140 160 20 40 60 80 100 120 140 160

Abbildung 5.11 — Die Constrained-Tikhonov-Regularisierung angewandt auf
Poisson-Daten (Abbildung 5.8) mit einer Count-Rate von 1000 und o = 0.000001.
Der berechnete Rekonstruktionsfehler in der L'-Norm betragt 31.7238.
Im Vergleich mit Abbildung 5.10 sind hier die einzelnen Punkte zwar schérfer, dafiir
werden sie bereits singuldr, wie an der blauen Farbung zu erkennen ist.

Conslramedeszeg.. Poisson—-Daten Exakte Losung

1200 1200

1000 1000

20 40 60 80 100 120 140 160 20 40 60 80 100 120 140 160

Abbildung 5.12 — Die Constrained-Tikhonov-Regularisierung angewandt auf
Poisson-Daten (Abbildung 5.8) mit einer Count-Rate von 1000 und a = 0.00001.
Der berechnete Rekonstruktionsfehler in der L'-Norm betrigt 31.5404.

Hier ist kaum ein Unterschied zu Abbildung 5.11 festzustellen.

Conslramedeszeg.. Poisson-Daten Exakte Losung
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1000 1000

20 40 60 80 100 120 140 160 20 40 60 80 100 120 140 160

Abbildung 5.13 — Die Constrained-Tikhonov-Regularisierung angewandt auf
Poisson-Daten (Abbildung 5.8) mit einer Count-Rate von 1000 und « = 0.0003.
Der berechnete Rekonstruktionsfehler in der L'-Norm betrigt 30.9454.

Dieses « ist offenbar zu grof3, die Rekonstruktion wird zu glatt. Trotzdem ist der
berechnete Fehler etwa gleich dem Fehler bei den Abbildungen 5.10 bis 5.12.
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Eine weitere Erhohung der Count-Raten verbessert die Ergebnisse weiter:

Ubergebene Poisson-Daten Exakte Daten

Abbildung 5.14 — Ubergebene Daten fiir die Abbildungen 5.15 und 5.16.

Ll—Reg. mit 10 Iterationen, Poisson—-Daten Exakte Losung

Abbildung 5.15 — Der Algorithmus aus Abschnitt 4.3 mit p = 1 und Skalie-
rung des Datenterms, angewandt auf Poisson-Daten (Abbildung 5.14) mit einer
Count-Rate von 5000. Der berechnete Rekonstruktionsfehler in der L!-Norm be-
tragt 50.1965.

Conslrainedeszeg.‘ Poisson-Daten Exakte Losung
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3000 3000
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Abbildung 5.16 — Die Constrained-Tikhonov-Regularisierung angewandt auf
Poisson-Daten (Abbildung 5.14) mit einer Count-Rate von 5000. Der berechnete
Rekonstruktionsfehler in der L*-Norm betrigt 162.0353.

Ein direkter Vergleich der beiden Punkte unten rechts im Vergleich mit Abbildung
5.6 zeigt, dass der neue Algorithmus diese Punkte besser trennt.
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Nun zeigen wir wie versprochen zwei Vergleiche zwischen der direkten Verwendung von Poisson-
Daten und der Verwendung lokaler Mittelwerte:

Lokal gemittelte Poisson—Daten Poisson-Daten

Abbildung 5.17 — Ubergebene Daten fiir die Abbildungen 5.18 und 5.19.

Ll—Reg. mit 10 Iterationen, Lokal gemittelte Poisson-Daten Exakte Losung

Abbildung 5.18 — Der Algorithmus aus Abschnitt 4.3 mit p = 1 und Skalierung
des Datenterms, angewandt auf lokale Mittelwerte der Poisson-Daten aus Abbildung
5.17 mit einer Count-Rate von 500.

Offenbar ist das rekonstruierte Bild glatter als bei der direkten Variante, dafiir wer-
den hier auch naheliegende Punkte gut getrennt.

LlfReg. mit 10 Ilterationen, Poisson-Daten Exakte Losung

Abbildung 5.19 — Der Algorithmus aus Abschnitt 4.3 mit p = 1 und Skalierung
des Datenterms, angewandt auf die Poisson-Daten aus Abbildung 5.17 mit einer
Count-Rate von 500.

Im direkten Vergleich wird klar, dass hier naheliegende Punkte nicht ganz so gut
getrennt werden wie in Abbildung 5.18.



5 Enfaltungsprobleme

93

Auch bei einer geringeren Count-Rate ist das so erzielte Ergebnis schon sehr gut:
Lokal gemittelte Poisson—Daten Poisson-Daten

20
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100

120

140

160

Abbildung 5.20 — Ubergebene Daten fiir die Abbildungen 5.21 und 5.22.

Ll—Reg. mit 10 Iterationen, Lokal gemittelte Poisson-Daten Exakte Losung
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Abbildung 5.21 — Der Algorithmus aus Abschnitt 4.3 mit p = 1 und Skalierung
des Datenterms, angewandt auf lokale Mittelwerte der Poisson-Daten aus Abbildung
5.20 mit einer Count-Rate von 200.

Hier werden ebenfalls naheliegende Punkte schon recht gut getrennt.

Ll—Reg. mit 10 Ilterationen, Poisson—-Daten Exakte Losung
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Abbildung 5.22 — Der Algorithmus aus Abschnitt 4.3 mit p = 1 und Skalierung
des Datenterms, angewandt die Poisson-Daten aus Abbildung 5.20 mit einer Count-
Rate von 200.

Es erscheint also sinnvoll, bei Poisson-Daten mit den lokalen Mittelwerten zu rechnen.
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Zuletzt wollen wir noch einen Vergleich mit exakten Daten présentieren:

Ll—Reg. mit 10 Iterationen, exakte Daten Exakte Lésung
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160

Abbildung 5.23 — Der Algorithmus aus Abschnitt 4.3 mit p = 1 ohne Skalierung
des Datenterms, angewandt auf exakte Daten. Der berechnete Rekonstruktionsfehler

in der L'-Norm betrigt 0.8756.

Conslrained—Lz—Reg,‘ exakte Daten Exakte Lésung

Abbildung 5.24 — Die Constrained-Tikhonov-Regularisierung angewandt auf ex-
akte Daten. Der berechnete Rekonstruktionsfehler in der L'-Norm betriigt 3.4845.
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5.4 Konvergenzanalysis

Wir werden nun zeigen, dass Satz 4.20 nicht anwendbar ist. Es sei zunéchst erwahnt, dass @
zwar nicht als offen gewéhlt wurde, wir aber ohne Weiteres fiir die Konvergenzanalysis die offene
Menge @ \ 0Q betrachten kénnen. Der Rand spielt numerisch eine Rolle, um die Peridozitét
besser implementieren zu kénnen.

Wie oben schon erwdhnt nehmen wir f > 0 an. Daher macht es Sinn, als Definitionsbereich
D (T) von T die Menge

D(T)={f€Lg(Q) | f >0 fast iiberall}

zu betrachten. Wie in Lemma 4.13 schon gezeigt, ist diese Menge beziiglich der Sobolev-Topologie
Ts aus Definition 4.7 abgeschlossen.

Folgendes Lemma zeigt, dass die Stetigkeit von

T (L4 (Q),7) — (12 (Q) »T||~HL2(Q>)

einer Glattheitsbedingung an h entspricht:

Lemma:

Ist h hinreichend oft stetig differenzierbar, so ist

T:(Lg(Q),7) — (LI%R (@) ’T”'HL2(Q>)

stetig.

Beweis:

Wir konnen T ebenso als
/
T:D(T) ¢ (Wh (Q)) —TL4(Q)

mit D (T) = L (Q) und k,p der Topologie 75 entsprechend betrachten. In dieser Form ist T
wegen seiner Linearitdt genau dann stetig, wenn der adjungierte Operator

T :L§ (Q) —=W"? (Q)

stetig ist. Da T ein Faltungsoperator ist, ist dies der Fall, wenn h mindestens k-fach stetig
differenzierbar ist, wie wir in der Rechnung (5.2) gesehen haben. 0

Wie in Bemerkung 4.33 schon festgestellt, degeneriert unsere Quellbedingung wegen der Li-
nearitit von 7' zu (4.11), d.h. ist U = {z € Q | ¢! () # 0} bis auf Nullmengen, so lautet die
Bedingung

1
21Tl g)—r2(q)

1
Es gibt ein w € L3 (Q) s.d. TH"w = 3 fast tiberall auf U und [jwl|yz2(g) <

Wenn wir nun annehmen, dass h symmetrisch ist, so gilt T*¢ = Ty fiir alle ¢ € L} (Q)NL2 (Q)
und wir stellen fest, dass diese Bedingung fiir ¢! # 0 nicht erfiillbar: Ist z € U und w € L2 (Q)

so, dass
5= (0) @) = () (@) = [he—y)w ) d

Q
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so folgt aus der Cauchy-Schwarz Ungleichung

! :
1
5= [re-pem | [he-pla| | [P ]| =g @ -
Q Q Q

Da aber || 711 (g)—12(q) = IhllLz(q) steht dies im Widerspruch zu

1
< .
) T2 1Tl @)—r2(@)

HWHL?(Q

Satz 4.20 ist also nicht anwendbar.
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A Elementare Topologie

Dieser Anhang soll nicht nur elementare Grundbegriffe aus der Topologie einfiihren, die fiir die
Lemmata aus Abschnitt 2.3 notwendig sind, sondern auch die Vielfalt der dortigen Lemmata
rechtfertigen.

A.1 Grundlagen

Wir begonnen mit dem Begriff der Topologie und elementaren Eigenschaften topologischer
Réume.

Definition:

Sei X eine beliebige Menge. Mit P (X) bezeichnen wir die Potenzmenge von X oder anders
gesagt die Menge aller Teilmengen von X :

P(X):={YMenge | Y C X}.

Definition:

Sei X eine Menge. Eine Topologie auf X ist ein Mengensystem T C P (X) derart, dass
(1) Vet und X €7,
(2) U,V €T, soauchUNV €71 und

(8) ist I eine beliebige Indexmenge und U; € T fiir alle i € I so ist auch
U U,er.

Das Paar (X, T) nennen wir dann auch einen topoplogischen Raum.

Die Mengen U € T nennen wir offen, ihre Komplemente X \ U abgeschlossen.

Sei (X, T) stets ein topologischer Raum.

Definition:

Fiir x € X bezeichnen wir mit

Uy :={Uer|zelU}

die Menge aller offenen Umgebungen von x.

Neben den topologischen Ridumen selbst interessiert man sich vor allem fiir Abbildungen zwi-
schen denselben:

Definition:

Seien (X, 1) und (Y, v) topologische Raume. Eine Abbildung f : X —=Y heif§t stetig an z € X,

falls fiir alle U € Uy, gilt, dass 1 (U) € YUy. f heifit stetig in X, falls f an allen x € X stetig
15t.

Bemerkung:

Aquivalent dazu ist die Forderung, dass die Urbilder abgeschlossener Mengen wieder abgeschlos-
sen sind.

Definition:

Sei (zn),eny C X eine Folge. Wir sagen, diese Folge konvergiert gegen x € X und schreiben

n——>00

In z,

T

falls fiir alle U € 3, ein ng € N existiert, s.d. x, € U fiir alle n > ng.
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Ist U C X und (z,),cn C U eine Folge aus U, so nennen wir die Folge konvergent in U, falls
es einx € U gibt, s.d.

n——>00

Tn x.

Definition:
Seien (X, 1) und (Y,v) topologische Riume. Eine Abbildung f : X —=Y heifit folgenstetig

an x € X, falls fiir alle Folgen (xy), .y C X mit xy n—TOO>x gilt, dass

f heifst folgenstetig in X, falls f an allen x € X folgenstetig ist.

Bemerkung:

Jede stetige Funktion ist folgenstetig.

Einer der wohl bedeutendsten topolologischen Begriffe ist die Kompaktheit:

Definition:

Sei M C X eine Teilmenge. Eine offene Uberdeckung von M st ein System {Uit,er C 7
offener Mengen mit einer beliebigen Indexmenge I, s.d.

McUm

el

gilt. Eine Teiliiberdeckung ist entsprechend {U;},. ; fir J C I mit

M C U U;.
i€
Definition:

Eine Teilmenge K C X heifit kompakt, falls jede offene Uberdeckung von K eine endliche
Teiliiberdeckung besitzt.

Bemerkung:

Es ist bekannt, dass fiir eine stetige Funktion f : X ——=Y topologischer Rdume X und Y das
Bild f (K) jeder kompakten Menge K C X unter f in Y wieder kompakt ist.

Man interessiert sich nun vor allem fiir Eigenschaften kompakter Mengen.

Definition:

Wir nennen (X, 1) einen Hausdorffraum, falls es fiir alle Punkte x,y € X mit x # y Mengen
Ued, und V€ i, gibt, s.d.

Unv=>0
gilt.
Definition:

Wir sagen, der Raum (X, T) erfillt das erste Abzdhlbarkeitsaxiom, falls es fiir jeden Punkt
x € X ein abzdhlbares System

{U1,U5,...}

von offenen Mengen gibt, s.d.

fir alle U € 4, gibt es ein i € N mit U C U. (A.1)
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Ein System {U;};c; von Mengen mit der Eigenschaft (A.1) wird auch Umgebungsbasis fiir x
genannt. Das erste Abzdhlbarkeitsaxiom bedeutet also, dass jeder Punkt eine abzihlbare Umge-
bungsbasis besitzt. In diesem Fall sprechen wir auch von einem A1-Raum.

Beispiel:
Die triviale Topologie 7 = {(), X } macht aus jeder Menge X einen Al-Raum.

Jeder metrische Raum (X, d) ist mit der von der Metrik d erzeugten Topologie ein Al-Raum:
Als Umgebungsbasis zu x € X wibhle einfach U,, = {y € X |d(z,y) < %}

Bemerkung:
Sind X und Y Al-Riume, so ist jede folgenstetige Funktion f : X ——=Y auch stetig.

Definition:

Sei M C X eine Teilmenge. Fin Punkt x € X heifst Bertihrpunkt von M, falls fiir alle U € 4,
gilt, dass
UNM#0

15t.
Bemerkung:

Eine Teilmenge A C X ist abgeschlossen, falls alle Beriihrpunkte von A in A enthalten sind.
Den Abschluss M einer beliebigen Menge M C X kann man definieren als M vereinigt mit

allen Beriihrpunkten von M.
AuBerdem unterscheiden wir die folgenden anderen Formen von Kompaktheit:

Definition:
FEine Teilmenge K C X heifit relativ kompakt, falls K kompakt ist.

Definition:
Sei (rn),cy C X eine Folge. v € X heifft Haufungspunkt dieser Folge, falls fiir alle U € i,

HneN |z, e U} =00
ist. Dabei bezeichnet |M| fir eine Menge M die Anzahl der Elemente dieser Menge.

Definition:

FEine Teilmenge K C X heifit folgenkompakt, falls jede Folge (xy,), .y C K aus K eine in K
konvergente Teilfolge besitzt.

Definition:

Eine Teilmenge K C X heifit relativ folgenkompakt, falls jede Folge (xy),cny C K aus K
eine im Abschluss von K konvergente Teilfolge besitzt.

Definition:

Sei (X, 7) ein topologischer Raum und v eine weitere Topologie auf X. Wir nennen v gréber
als T (und entsprechend T feiner als v), falls v C 7 gilt.

Die folgende Ergebnisse sind Standard:

Satz:
Sei (X, 1) ein Hausdorffraum und K C X kompakt. Dann ist K abgeschlossen.
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Satz:

Sei (X,7) ein Al-Raum. Sei auferdem x ein Haufungspunkt der Folge (xy), cy. Dann gibt es
eine Teilfolge (Tn,, ) ey Mil

k——>o0

Ty, x.

Satz:

Sei (X,T) ein topologischer Raum und K C X kompakt. Ist (x,),.n C K eine Folge, so hat
diese Folge einen Hdufungspunkt in K.

Bemerkung:

In einem Al-Raum gilt also, dass Kompaktheit Folgenkompaktheit impliziert. Ist X kein Al-
Raum, so ist dies i.A. falsch, wie wir in Beispiel A.30 sehen werden. Dies rechtfertigt die Un-
terscheidung zwischen Lemma 2.14 und Lemma 2.17. Da eine Normtopologie stets das erste
Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt, bleibt zu zeigen, dass sich das erste Abzihlbarkeitsaxiom nicht auf
grobere (oder feinere) Topologien iibertréigt:

Beispiel:

Sei X eine Menge. Definiere die so genannte koendliche Topologie 74, auf X durch
Tke :={U C X | U =0 oder X \ U ist endlich}.
Ist X endlich, so ist 7 offenbar die diskrete Topologie.

Lemma:

Sei X eine diberabzihlbare Menge. Dann erfiillt (X, Tke) das erste Abzihlbarkeitsaziom nicht.

Der Beweis dafiir ist [SS95, Example 18, P. 49] entnommen.

Beweis:

Angenommen es gibt einen Punkt x € X mit abzidhlbarer Umgebungsbasis { By, Ba, ...}. Offenbar
ist dann

ﬂB”:{x}>

denn jede Menge X \ {y} fiir y # z ist offen in (X, 7.), und es muss entsprechend ein n € N
mit y ¢ B,, geben.

Somit folgt

X\{w}zX\(ﬂ&) = J&x\By.

n=1 n=1

Jede der Mengen X \ B, ist endlich, da B, € 7., aulerdem ist die abzihlbare Vereinigung
endlich vieler Mengen abzéhlbar. Dies ist ein Widerspruch zur Uberabzéahlbarkeit von X. 0

Satz:

Sei (X,7) ein Al-Raum und sei v eine gribere Topologie und A eine feinere Topologie auf X .
Dann ist weder (X,v) noch (X, \) zwingend ein A1-Raum.

Beweis:

Wir geben zwei Gegenbeispiele.

(1) Sei X = R und 7 die gewohnliche Topologie auf R, d.h. die durch die Metrik d (z,y) =

|x — y| erzeugte. Sei auBerdem v = 7. Da R iiberabzihlbar ist folgt nach obigem Lemma,
dass v das erste Abzihlbarkeitsaxiom nicht erfiillt. Offenbar ist v C 7, da R ohne endlich
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viele Punkte stets offen in R mit der kanonischen Topologie ist.

Dies zeigt, dass (X, v) nicht zwingend ein Al-Raum sein muss.
(2) Sei wieder X = R und diesmal A\ = 7, die koendliche Topologie aus dem ersten Gegen-
beispiel. Sei auflerdem 7 = {0, X} die triviale Topologie.

Dies zeigt, dass (X, A) nicht zwingend ein A1-Raum sein muss.

Das zeigt die Behauptung. 0

Um die verschiedenen Lemmata aus Abschnitt 2.3 zu rechtfertigen, wollen wir nun zeigen, dass
die Voraussetzung des ersten Abzéhlbarkeitsaxioms nicht weggelassen werden kann, damit Kom-
paktheit auch Folgenkompaktheit impliziert:

Beispiel:
Folgendes Beispiel findet sich in [Wer05, Seite 410]: Betrachte

X =[*= {(an)neN | an, € R fiir alle n € N und sug\aﬂ < oo}
ne

mit der Norm ||(an),en]| e = sup an] -
neN

Definiere auf (I1°°)" die schwach-*-Topologie 7 = 7, (d.h. die Topologie der punktweisen Konver-
genz). Diese ist natiirlich grober als die Normtopologie, denn bezeichnet

Aoy :== sup [A(z)], Ae ()

2l ||zl 00 <1
die Operatornorm, so sieht man dies aus

n——>00

(An)pen C (), X € (1), Ay A

n——=>=00

R e

n——=>00

& sup A (2) = A(a)] 0

zel>, ||z/[jc0 <1

n——>=00

=\, (2) A(x) fir alle z € *°

n——>=00

Sy A

Tx

Nach dem Satz von Banach-Alaoglu (etwa [Wer05, Korollar VIII.3.12]) ist die Einheitskugel
Bi={xe () | Ny <1}

Tw-kompakt. Wir wollen nun zeigen, dass sie nicht folgenkompakt ist.

Definiere die Folge (\,),,cy von Funktionalen auf [*° durch
o (1) ) = an
Dann ist \, € (I°°)' fiir alle n € N und es gilt
Pallgey <1,

also sogar A\, € B fiir n € N.
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Angenommen es gibt eine 7.-konvergente Teilfolge (A, ),cy- Dann gibt es ein A € ( () mit

k——>o00

An, () - A(z) fir alle z € [°°.
Wihle
1 falls n = n; mit k gerade,
T = (an) ey Mit a, := ¢ —1 falls n = ng mit k ungerade,

0  sonst.
Dann ist A\, () = (—l)k fiir £ € N - und diese Folge konvergiert nicht in R. Widerspruch!
Um diesen Unterschied zwischen Kompaktheit und Folgenkompaktheit zu umgehen, miissen wir
unseren Begriff einer Folge erweitern.
A.2 Netze

Wir fiihren dazu den Begriff des Netzes ein, welcher es ermoglicht, Topologien vollstdndig zu
beschreiben.

Definition:

Wir nennen eine Menge I mit einer Relation <, welche
o reflexiv ist und
o transitiv ist und

e die Bedingung
Vil,ig EIHi3€I s.d. i1 <13 und 9 <3

erfillt,

eine gerichtete Menge.

Definition:

Sei (I,<) eine gerichtete Menge und I # (). Eine Abbildung x : I — X heifit Netz in X. Wir
schreiben kurz

T = (xi)iel'

Definition:
Sei (X, T) ein topologischer Raum. Wir sagen, ein Netz (x;),c; in X konvergiert gegen x € X,
falls

VUel, Jig el s.d x; €U fiir allei > iy

und schreiben in diesem Fall
z; —x oder r = lim z;.
T icl
Definition:
Sei (17);c; ein Netz in R. Dann definieren wir:
lim inf z; :=liminf z;
icl jel i>j
lim sup z; :=limsup ;.
iel JEL i>j
Bemerkung:

Ein Netz (;),.; in R konvergiert genau dann gegen x € R, wenn fiir alle € > 0 ein j € I derart
existiert, dass fiir alle ¢ > j die Relation |z; — z| < € gilt.
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Ein Netz (z;),.; in R konvergiert genau dann gegen x € R, wenn

x = liminf z; = lim sup x;
el iel
gilt.
Satz:

Sei f: X —=Y eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen. Fir x € X sind dquivalent:

(1) f ist stetig an x.

(2) Fiir jedes gegen x konvergente Netz (x;);c; konvergiert das Netz (f (x;));c; gegen f(x).

Fiir den Beweis verweisen wir etwa auf [Que73, Satz 5.10 (b)].
Definition:

Seien (I, <) und (J,<) gerichtete Mengen, (x;);c; ein Netz undn: J——=1 eine Abbildung mit
der Eigenschaft, dass fiir alle ig € I ein jo € J existiert, s.d. fir alle j > jo auch n(j) > ig gilt.
Dann heifit (mn(j))jeJ Teilnetz des Netzes (x);c;-

Bemerkung:
Konvergiert ein Netz (x;),.; gegen x € X, so offenbar auch jedes Teilnetz von (z;);;.

Fiir ein Netz (z;),., charakterisiert limsup z; = = den ,,grofiten Grenzwert eines Teilnetzes von

icl

1€17

(7i);c7- Analog fiir liminf.

Satz:

Eine Menge Y C X ist genau dann abgeschlossen, wenn fiir jedes konvergente Netz (x;),c; CY
mit Grenzwert x € X auch x € Y gilt.

Fiir den Beweis verweisen wir auf [Kel55, Chapter 2, Theorem 2].
Satz:

Ein topologischer Raum X st genau dann kompakt, wenn jedes Netz ein in X konvergentes
Teilnetz besitzt.

Fiir den Beweis verweisen wir auf [Kel55, Chapter 5, Theorem 2].

Insbesondere muss also nicht zwischen Kompaktheit und ,,Netzkompaktheit* unterschieden wer-
den, im Gegensatz zu den entsprechenden Begriffen bei Folgen.

Satz:

Ein topologischer Raum X ist genau dann hausdorffsch, wenn jedes Netz hochstens einen Grenz-
wert besitzt.

Fiir den Beweis verweisen wir auf [Kel55, Chapter 2, Theorem 3].

A.3 Unterhalbstetige Funktionen

Zuletzt wollen wir noch den Begriff der Unterhalbstetigkeit von Funktionen einfithren. Aulerdem
halten wir einige Eigenschaften fest, die fiir den Beweis der Lemmata aus Abschnitt 2.3 bendtigt
werden.

Definition:

Sei (X, 1) ein topologischer Raum und f : X —— R eine Funktion. f heiffit unterhalbstetig,
falls fiir alle konvergenten Netze (x;),c; mit v, —x € X gilt, dass

liminf f () > f (2).

i€
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Bemerkung:
Ist f : X ——= R eine unterhalbstetige Funktion auf dem topologischen Raum (X, 1), so gilt

natiirlich fiir alle konvergenten Folgen (zy,),,cy mit 2, —————> x, dass

liminf f (x,) > f (z).

n—oo

Das folgt einfach daraus, dass (N, <) eine gerichtete Menge ist und Folgen somit spezielle Netze
sind.

Das folgende Ergebnis ist klassisch:

Lemma:

Fiir eine Funktion f: X —— R sind dquivalent:
(1) f ist unterhalbstetig.
(2) Die Mengen {x € X | f(x) < M} mit M € R sind abgeschlossen.

Dieses Resultat wird etwa bei [Phe93, Definition 3.1ff] oder bei [AE84, Seite 11, Proposition 3]
ohne Beweis erwéhnt.

Lemma:

Sei f: X ——= R eine unterhalbstetige Funktion und K C X kompakt. Dann gibt es ein xg € K
s.d.

f (@) = inf f(z) > —co.

Beweis:

Definiere durch
7« :={0,R}U{(a,00) | a € R}

eine Topologie auf R. Nach Lemma A.44 sind die Mengen
{zeX | fle)<M}=f"((—o0, M)
fiir alle M € R abgeschlossen in X, d.h.
[o(X1) — (R, 7<)
ist stetig. Entsprechend ist f (K) kompakt in (R, 7). Sei nun I := inf f (z).

zeK
Wiére I = —oo, so konstruiere durch

Uy :=(—n,0), n €N

eine in (R, 7<) offene Uberdeckung von f (K), die offenbar keine endliche Teiliiberdeckung be-
sitzen kann - Widerspruch!

Also ist I > —oo. Nehmen wir nun an, es gibt kein 29 € K mit f (x9) = I, so sei (zy,),cy €ine

n——=>=00

I in R. Dann ist

Folge aus K mit f (x,)
Un = (f(2n),00), n €N

eine in (R, 7.) offene Uberdeckung von f (K), die offenbar keine endliche Teilitberdeckung be-
sitzen kann - Widerspruch! 0O
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