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1 Einleitung und Motivation

Die Quantentheorie feierte ihren 100-jahrigen Geburtstag, und trotzdem soll man sich noch mit
dem Problem der Quantisierung beschéftigen? Tatséchlich gibt es dafiir nach wie vor gute Griinde
und ungeklirt Fragen ebenso wie neue Techniken und Resultate, auf die ich in diesem Beitrag zur
ersten Freiburger Sommerschule fiir Theoretische Physik aufmerksam machen will.

Zwar ist die nicht-relativistische Quantentheorie endlich vieler Punktteilchen, die sich im Eukli-
dischen Raum bewegen, gut verstanden, die physikalische Realitét erfordert aber ein weitergehendes
und tieferes Verstdndnis fiir kompliziertere Situationen.

Die Einbeziehung der Relativitdtstheorie fithrt auf Quantenfeldtheorien, deren Formulierung
bislang nach wie vor nur stérungstheoretisch um eine freie (also nicht-wechselwirkende) Theorie
moglich ist, wenn man von bestimmten Modellen in niedrigeren Raumdimensionen absieht. Ne-
ben der unendlichen Zahl physikalischer Freiheitsgrade ist eine Schwierigkeit, die hier auftritt, die
Anwesenheit von Fichfreiheitsgraden: zur klassischen Beschreibung verwendet man zusétzlich Frei-
heitsgrade, die keine unmittelbare physikalische Relevanz besitzen. Als Beispiel sei die Maxwellsche
Theorie des Elektromagnetismus genannt: die Potentiale (¢, ) dienen der Vereinfachung des Pro-
blems, sind selbst allerdings physikalisch nicht beobachtbar. Der beobachtbare Gehalt der Theorie
sind die Felder E = —§¢ — %ff und B = V x A. Will man nun die tatsichlichen, physikalischen
Freiheitsgrade beschreiben, mufl man zu Eichiquivalenzklassen der Potentiale iibergehen. Im obigen
Beispiel sind (¢, ) und (ng’ Al ) als physikalisch dquivalent zu betrachten, wenn sie die selben Fel-
der E und B liefern. Der Ubergang zu den entsprechenden Aquivalenzklassen wird auf klassischer
Seite auch Phasenraumreduktion genannt, da sich typischerweise die Dimension des Phasenraumes
verringert. Dadurch wird aber im allgemeinen die Geometrie des klassischen reduzierten Phasen-
raums erheblich komplizierter. In der Regel erhélt man ,Schlaufen und Henkel“, der reduzierte
Phasenraum ist gekriimmt und es gibt keine ,globalen Koordinaten“ wie die iiblichen (¢, p) mehr,
siehe Abbildung 1. Aus diesem Grunde wird eine naive ,kanonische“ Quantisierung unméglich.

Als Modelle fiir diese Situation in Feldtheorien mit Eichfreiheitsgraden betrachtet man daher
endlich-dimensionale Phasenrdume mit komplizierter Geometrie, um die auftretenden Phinomene,



Reduktion

Abbildung 1: Phasenraumreduktion liefert komplizierte Geometrie.

die fiir unendlich viele Freiheitsgrade sicherlich nicht gerade einfacher werden, an diesen , toy-
models“ zu studieren.

Neben diesem angestrebten besseren Verstindnis des Themenkomplex Eichfreiheitsgrade <>
Phasenraumreduktion <+ Quantisierung gibt es weitere Griinde, sich mit der Quantisierung endlich-
dimensionaler Phasenriume mit komplizierterer Geometrie als R?"® zu beschiftigen.

Hier sei zum einen der Fall eines Teilchens in einem gekriimmten Hintergrund genannt, also
eine Situation, die man nach Einbeziehung allgemein-relativistischer Effekte erwarten muf.

Weiter zeigt sich, dafl das Verstindnis der Quantentheorie zu komplizierten Phasenrdumen vom
technischen Aspekt her eng mit der Frage nach einer ,,Quantisierung von Geometrie* schlechthin
verkniipft ist. Trotz vieler ungekléirter Fragen erhofft man sich Anwendungen dieser ,,nichtkommu-
tativen Geometrie“ beispielsweise in einer Quantentheorie der Gravitation.

Im folgenden werde ich diese spekulativen Aspekte zwar als eine Motivation gelten lassen,
ansonsten aber einen eher konservativen Standpunkt einnehmen: Es soll die (nicht-relativistische)
Quantentheorie von endlich vielen klassischen Freiheitsgraden untersucht werden, deren klassischer
Phasenraum eine kompliziertere Geometrie als R?" besitzen darf. Dabei sei ein konzeptuell klares
wie auch mathematisch ,,sauberes“ Vorgehen angestrebt.

Um die Problemstellung der Quantisierung klar formulieren zu kénnen, mdéchte ich daher
zunichst an die wesentlichen Strukturen in klassischer Mechanik und Quantenmechanik erinnern
und eine Formulierung bereitstellen, welche der Problemstellung méglichst angepaft ist. Dabei gilt
es insbesondere, die Begriffe ,, Zustand®, ,,Observable“, ,, Zeitentwicklung® etc. zu kldren. Anschlie-
Bend wird die kanonische Quantisierung, wie sie in den iiblichen Lehrbiichern zu findet ist, die
Motivation fiir den Begriff des Sternprodukts sein. Diesen zentralen Begriff der Deformationsquan-
tisierung gilt es dann ausfiihrlich zu diskutieren und das Erreichte mit den angestrebten Zielen
kritische zu vergleichen. Als weiterfithrende Literatur verweise ich hier auf [19,30].

2 Klassische Mechanik und Quantenmechanik

2.1 Erinnerung an die iibliche Formulierung

Hier sei kurz an die {ibliche Formulierung der Hamiltonschen klassischen Mechanik und der Quan-
tenmechanik erinnert. Genaueres findet man beispielsweise in [1,18,21,28,29].



2.1.1 Hamiltonsche klassische Mechanik: Version I

Die Arena der klassischen Mechanik bildet der Phasenraum M, im einfachsten Fall M = R?",
wobei n die Zahl der Freiheitsgrade bezeichnet.

e Die reinen Zustinde sind dann gerade die Punkte im Phasenraum z € M, iiblicherweise durch
Orte und kanonisch konjugierte Impulse gekennzeichnet = = (¢,p) € R?". Auf die Frage, wie
sich gemischie Zustinde beschreiben lassen, werde ich spéiter niher eingehen.

e Die Observablen sind die reellwertigen (oder komplexwertigen) Funktionen f : M — R auf
dem Phasenraum, typischerweise mit zusitzlichen analytischen Eigenschaften: stetige Funk-
tionen C'(M), glatte (also unendlich oft differenzierbare) Funktionen C°°(M), analytische
Funktionen C*¥(M) oder polynomiale Funktionen Pol(M).

Nota bene: Es ist klar zu unterscheiden zwischen einem Punkt (= Zustand) (¢*,p;) € R>®
und den Koordinatenfunktionen (= Observable) ¢’,p; : R*® — R. Leider wird dies in vielen
Lehrbiichern weder in der Notation noch konzeptuell deutlich unterschieden. Es sollte aber
klar sein, dafl dieser fundamentale Unterschied von Bedeutung ist.

e Der Erwartungswert FE.(f) einer Observablen f im Zustand z ist gerade der Funktionswert
f(@).

e Die mdglichen Meflwerte einer Observablen f sind die Werte, die die Funktion annimmt, also
die Menge f(M) C R.

e Das Schwankungsquadrat A, (f) bei wiederholter Messung einer Observablen f in einem rei-
nen Zustand x € M ist

(Aa()? = Eo(f) = Eo(f)? = (f(2))? = (f(2))* = 0. (2.1)

e Die Zeitentwicklung wird durch eine spezielle Observable, die Hamilton-Funktion H : M — R
bestimmt. Die Zeitentwicklung eines Zustandes z € M ist eine Kurve ¢ — z(t) = (q(t), p(¢))
in M durch z(0) = z, welche den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen geniigt:

_OH OH

= gp; AP und pi(t) = =57 (q(),p(#) fir i=1,..on 0 (22)

q'(t)

2.1.2 Quantenmechanik: Version I

Was der Phasenraum M fiir die klassische Mechanik ist, ist der Hilbert-Raum $ fiir die Quanten-
mechanik. Fiir realistische Quantensysteme besitzt §) eine abzidhlbar unendliche Hilbert-Basis, fiir
vereinfachte Systeme und Modelle sind aber auch endlich-dimensionale Hilbert-Rdume von Inter-
esse.

e Die reinen Zustinde sind dann komplexe Strahlen im Hilbert-Raum §), also Aquivalenzklassen
von Vektoren ¢ € $\ {0}, wobei 9 ~ 1)/, wenn ) = 29’ mit z € C\ {0}.

e Die Observablen werden durch Operatoren auf § beschrieben. Hier sind zum einen die be-
schriankten (= stetigen) Operatoren B($)) von Interesse aber auch unbeschrinkte, selbstad-
jungierte Operatoren, die entsprechend nur einen dichten Definitionsbereich in §) haben.



e Der Erwartungswert Ey;(A) einer Observablen A in einem Zustand 4 ist durch

(v, A¢)
Ey(A) = 2.3
¥t (¥, ) 23
gegeben. Offenbar hingt Fy(A) nur von dem Zustand ab, der durch ¢ € $\ {0} beschrieben

wird.

e Die maglichen Mefwerte einer Observablen A sind die Spektralwerte spec(A). Um einen
verniinftige Definition von spec(A) zu erhalten, mufl A selbstadjungiert sein. Dann kann
spec(A) aus Eigenwerten von A bestehen, wie beispielsweise beim harmonischen Oszillator.
Andererseits kann es aber auch Spektralwerte geben, die keine Eigenwerte sind, wie beim
Ortsoperator.

e Bei wiederholter Messung einer Observablen A im Zustand 1 ist das Schwankungsquadrat
(Ay(A))? = Ey(A?) — (By(A)* #0 (2.4)

im allgemeinen von Null verschieden: Fiir jeden Zustand 1 gibt es eine Observable A, so
daB (Ay(A))? # 0. Grund hierfiir ist die Nichtkommutativitit der Observablen. Physikalisch
iiberpriifbare Grenzen fiir die Schwankungsquadrate (Ay(A4))? ergeben sich aus den Hei-
senbergschen Unschdrferelationen. Da diese ein physikalisches Phinomen darstellen, ist die
Nichtkommutativitdt der quantenmechanischen Observablen zwingend erforderlich.

Da die Heisenbergschen Unschérferelationen eine ,,Unschérfe“ von der typischen Groéfien-
ordnung des Planckschen Wirkungsquantums h vorhersagen, beispielsweise in der kanoni-
schen Vertauschungsrelation [@Q, P] = ik, kann man erwarten, dafl die Nichtkommutativitit
der Observablen von der Ordnung 7 ist. Wie man dieser Vorstellung einen verniinftigen physi-
kalischen (und auch mathematischen) Sinn geben kann, gilt es noch eingehend zu diskutieren.

e Die Zeitentwicklung eines Zustandes 1 wird wieder durch eine spezielle Observable, den
Hamilton-Operator H, als Losungskurve ¢ — () der Schrodinger-Gleichung

.. d
ih () = H(t) (2.5)
mit der Anfangsbedingung ¢(0) = 1 € $ bestimmt.

2.2 Verallgemeinerungen

Im folgenden sollen Verallgemeinerungen der bekannten Formulierungen von klassischer Mecha-
nik und Quantenmechanik diskutiert werden. Dabei sollen algebraische Aspekte mit dem Ziel im
Vordergrund stehen, einen direkten Vergleich von klassischer und quantenmechanischer Theorie zu
ermoglichen. Insbesondere nehmen die folgenden Charakterisierungen nicht mehr explizit Bezug
auf die Anzahl der Freiheitsgrade, so daf} viele der Aussagen auch fiir Feldtheorien und Systeme
im thermodynamischen Limes richtig bleiben.

Auf quantenmechanischer Seite sollen funktional-analytische Fragen wie nach Vollstindigkeit,
Selbstadjungiertheit etc. zugunsten einer algebraischeren Sichtweise in den Hintergrund treten und
erst in einem zweiten Schritt beriicksichtigt werden.

Auf klassischer Seite werden die geometrischen Fragen durch algebraische ersetzt. Dies ist da-
durch motiviert, daf ein Phasenraum M die Funktionen C*°(M) auf M bestimmt und andererseits,
bei geniigend detailierter Kenntnis der Funktionen C°°(M), aus diesen rekonstruiert werden kann.



Dadurch vermeidet man, iiber die komplizierte Differentialgeometrie von M zu sprechen, und kann
sich vielmehr den einfacheren algebraischen Eigenschaften von C*°(M) zuwenden. Dafl man bei
diesem Vorgehen auch alle geometrischen Eigenschaften von M in C°°(M) in algebraischer Form
wiederfindet, bedarf prinzipiell einer eingehenden Rechtfertigung, auf die hier aber verzichtet wer-
den soll.

2.2.1 Quantenmechanik: Version II

In dieser zweiten Version einer Formulierung der Quantenmechanik sollen, ausgehend von 95 ($)), die
Eigenschaften einer Observablenalgebra, ihrer Zustéinde und Zeitentwicklung axiomatisiert werden,
um von der speziellen Realisierung auf einem Hilbert-Raum zu abstrahieren.

e Als zentrales Objekt eines quantenmechanischen Systems sollen die Observablen angesehen
werden. Wie im ,,Beispiel“ B($)) fordert man, daf§ die Observablen die algebraische Struktur
einer assoziativen Algebra Aqy, iiber den komplexen Zahlen besitzen. Wie bereits dargelegt, ist
aufgrund der Unschérferelationen zu erwarten, dafl Aqy nichtkommutativ ist. Um wie in B($))
Hermitesche Elemente, die den im eigentlichen Sinne observablen Grofien entsprechen sollen,
auszeichnen zu kénnen, bendtigt man eine *-Involution. Dies ist eine antilineare Abbildung
A — A*, welche die Eigenschaften

(AB)* = B*A* und (A")* = A (2.6)

erfiillt. Tm Falle von 9B($)) ist A* gerade der zu A adjungierte Operator. Eine derartige
*-Involution erlaubt es, die iiblichen Begriffe aus B($)) auf den abstrakteren Fall Aqy zu
iibertragen: ein Algebraelement heifit Hermitesch, wenn A = A*, isometrisch, wenn U*U = 1,
unitir, wenn U* = U™, und Projektor, wenn P* = P = P2,

Damit ist Aqy also eine nichtkommutative *-Algebra. Weitere topologische Eigenschaften,
wie beispielsweise das Vorhandensein einer C*-Norm wie in 2B($)), sollen zunéchst auler acht
gelassen werden, womit man auch *-Algebren von unbeschrinkten Operatoren betrachten
kann.

e Die Zustinde werden nun mit den Erwartungswertfunktionalen von Aqy identifiziert. Hierbei
ist ein Erwartungswertfunktional einer *-Algebra ein normiertes, positives lineares Funktional
w : Agu — C, wobei positiv bedeutet, dafl

w(A*4) > 0 (2.7)

fiir alle A € Aqy. Normiert bedeutet, dafl w(1) = 1 gilt. Fiir den Fall Aqy = B(H) erfiillen
die Funktionale A — FE(A) wegen

_ W AT Ay) Ay Ay) lAg)”
(i, ) ly)? Il

die Positivitit (2.7) ebenso wie die Normierungsbedingung. Damit hat man also tatsichlich
eine Verallgemeinerung gefunden.

Ey(A*A) (2.8)

Dieser Zustandsbegriff erlaubt insbesondere eine einfache Charakterisierung von reinen und
gemischten Zusténden. Sind w; und wy Zustéinde von Aqy und ist A € (0, 1), so ist auch die
konvere Kombination

w=Awi + (1 = Nws (2.9)



wieder ein Zustand. Ein Zustand w heiffit nun gemischt, wenn er sich auf nicht-triviale Weise
in zwei andere Zustinde zerlegen 14ft. Ein Zustand heift rein, wenn dies nicht moglich ist.
Als Beispiel fiir gemischte Zusténde seien hier die thermischen Zustinde w : A — tr(pA) mit
0= %e_ﬂH erwihnt?. Hier ist 3 die inverse Temperatur, H der Hamilton-Operator und Z
die Zustandssumme, welche die Normierung w(1) = 1 sicherstellt.

Ubungsaufgabe 2.1 Zeigen Sie, daff w gemdp (2.9) ein Zustand ist. Zeigen Sie weiter, daf
ein Zustand der Form A — tr(pA) mit einem positiven Spurklasse-Operator o mit trp = 1
genau dann ein reiner Zustand ist, wenn o ein Projektor ist. Welche Dimension hat das Bild
von ¢ in diesem Fall? Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit (2.8).

Ein positives Funktional w : Aqy — C ist automatisch reell

w(A*) = w(A) (2.10)

und erfiillt die Cauchy-Schwarz- Ungleichung

W(A*B)w(A*B) < w(A* A)w(B*B). (2.11)

Ubungsaufgabe 2.2 Beweisen Sie (2.10) und (2.11), indem Sie folgende positive quadrati-
sche Form p(z) = w((zA + B)*(zA+ B)) > 0 fir z € C betrachten.

e Die maglichen Mefwerte einer Observablen A sind wieder durch das Spektrum spec(A) ge-
geben. Um einen physikalisch verniinftigen Spektralbegriff zu erhalten, ist im allgemeinen
mehr als eine *-Algebra Aq,; vorauszusetzen. Zunéchst soll das Spektrum einer Observable A
intrinsisch definiert sein, also aus den algebraischen Relationen in Ay, folgen und nicht von
der Wahl eines Zustandes etc. abhéingen. Nimmt man B($)) als Beispiel, so wiren

» spec(A) C R fiir alle A = A*,
» spec(A*A) C R™ fiir alle A,
» spec(p(A)) = p(spec(A)) fiir alle Polynome p

weitere, natiirliche Forderungen an eine Definition von spec(A). Dariiberhinaus sollte fiir
A = A* durch jeden Zustand w ein Spektralmaf dw auf spec(A) gegeben sein, so daf

w(A) = /aespec(A) a dw(a) (2.12)

gilt. Fiir B($)) ist dies gerade die Aussage des (nichttrivialen!) Spektralsatzes, siehe beispiels-
weise [4]. Es zeigt sich, dal ein verniinftiger Spektralbegriff ohne eine C*-Norm nur sehr
schwer, wenn iiberhaupt zu erreichen ist.

Dieser funktional-analytische Gesichtspunkt, der fiir eine physikalische Interpretation un-
erlafilich ist, soll jedoch im folgenden, wie verabredet, nicht weiter beriicksichtigt werden.
Es soll vielmehr angenommen werden, dafl Aqy sich in eine C*-Algebra einbetten 1a8t, so
dal man einen guten Spektralbegriff zur Verfiigung hat. Wie dies zu geschehen hat, wird ty-
pischerweise stark vom jeweiligen Beispiel abhingen, so dafl hier wenig allgemeine Aussagen
gemacht werden konnen.

*Hierfiir ist sicherzustellen, daf§ ¢ ein positiver Spurklasse-Operator mit tr o = 1 ist. Dies impliziert insbesondere,
dafl das Spektrum von H diskret, nach unten beschrinkt und von einem bestimmten Wachstum ist.



e Fiir die Zeitentwicklung betrachtet man fiir den Fall 98($)) zunichst das Heisenberg-Bild, also
die Heisenberg-Gleichung

CAm =1

H,A(t 2.1
. [H, A(1)] (213)
fiir eine Kurve ¢t — A(t) von Observablen. Deren Losung ist durch

A(t) = UF A(0) U, (2.14)

gegeben, wobei U, eine 1-Parametergruppe von unitidren Operatoren U; € 9B($)) ist, welche
der Schridinger-Gleichung

d
ih—U; = HU, 2.15
1 dat t t ( )

geniigt?. Der Begriff unitire 1-Parametergruppe bedeutet, daf
Uy=id, UU,=Ups=UU; und U =U_; = (U;)"" (2.16)

gilt. Der algebraische Gehalt von (2.14) 148t sich nun folgendermaflen fassen: Man betrachtet
die Abbildung ®; : Aqu — Aqu, wobei

By(A) = U AU, (2.17)

Dies definiert eine 1-Parametergruppe von *-Automorphismen von Aqy. Es gilt also wieder
die Eigenschaft einer 1-Parametergruppe

dp=id und P,0d;, =Py, = Ds0 Dy, (2.18)
und jedes ®; ist ein *-Automorphismus, denn es gilt fiir z,w € C und A, B € Aqu

(2.19)

Damit ist die quantenmechanische Zeitentwicklung also eine 1-Parametergruppe von *-Auto-
morphismen der Observablenalgebra Agqy;. Im allgemeinen wird ®; aber von komplizierterer
Form als (2.17) sein.

Ubungsaufgabe 2.3 Verifizieren Sie (2.18) und (2.19) fiir das Beispiel (2.17).

2.2.2 Klassische Mechanik: Version II

Die zugrundeliegende geometrische Struktur eines allgemeineren Phasenraumes, wie er typischer-
weise als reduzierter Phasenraum auftritt, ist die einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M. Grob
gesprochen handelt es sich bei einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit um ein geometrisches Ge-
bilde, welches lokal wie ein offenes Gebiet im R™ aussieht und demnach auch lokale Koordinaten
zuliflt. Global kann es allerdings eine kompliziertere Geometrie besitzen. Als Beispiel sei hier die
Erdoberfliche (eine 2-Sphére) und der Fahrradschlauch (ein 2-Torus) genannt, sieche Abbildung 2.
Wichtig ist nun, dafl man nach wie vor einen Begriff von ,Differenzierbarkeit* fiir Funktionen
f+ M — C hat.

3 Auch hier sind einige analytische Aspekte zu prizisieren: Gleichung (2.15) ist im Sinne der starken Topologie
zu verstehen, denn dann gilt der Satz von Stone, dafl U; genau dann eine in ¢ stark-stetige 1-Parametergruppe von
unitdren Abbildungen ist, wenn H ein selbstadjungierter Operator ist, siehe beispielsweise [25, Sect. VIIIL.4]
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Abbildung 2: Zweidimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeiten: Sphére und Torus.
Als Observablen nimmt man nach wie vor die glatten komplexwertigen Funktionen C'*°(M)

auf M. Diese bilden eine kommutative assoziative *-Algebra, wobei das Produkt von f,g €
C*(M) punktweise

(fo)(z) = f(z)g(x), =€ M, (2.20)
erklirt ist, und die *-Involution durch die komplexe Konjugation
(f)z) = f(z), =zeM, (2.21)

gegeben ist. Durch diese scheinbar ,unnétige“ Hinzunahme komplexwertiger Funktionen ist
eine groflere strukturelle Ahnlichkeit mit der quantenmechanischen Observablenalgebra er-
reicht.

Damit M die Interpretation eines Phasenraumes zulifit, ben6tigt man eine weitere Struktur,
die Poisson-Klammer {f,g}. Dies ist eine bilineare Verkniipfung von glatten Funktionen mit
folgenden Eigenschaften:

» Antisymmetrie: {f,g} = —{g,f}.
» Leibniz-Regel: {f,gh} = {f,g}h + g{f, h}.
> Jacobi-Identitdt: {f,{g,h}} = {{f, 9}, h} +{g,{f, h}}.
Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit einer solchen Poisson-Klammer heifit entsprechend

auch Poisson-Mannigfaltigkeit. Man kann zeigen, da8 in lokalen Koordinaten (z!,... ,2™) die
Poisson-Klammer {f, g} von der Gestalt

iy OF | 99
— () 20 () 22
(19}e) = T 0 (0) o) 356) (222
ist, wobei o/ = —aJ? lokale Funktionen sind, welche die quadratische partielle Differential-
gleichung
o 0ok 1 0ok oal
T + ol M =0 2.23
Z;(a orf T oa TO Bxl> (2.23)
fir 4,7,k =1,... ,m erfiillen.



Ubungsaufgabe 2.4 Zeigen Sie, daf (2.23) dquivalent zur Jacobi-Identitit ist.

Als letzte Eigenschaft der Poisson-Klammer hat man ihre Realitdt. Es gilt

{f.9} ={f.g} (2.24)

was mit o = o gleichbedeutend ist.

Die Poisson-Klammer heifit symplektisch, wenn die Matrix (o’ (z)) an jedem Punkt 2 € M
invertierbar ist. In diesem Fall nennt man die Poisson-Mannigfaltigkeit eine symplektische
Mannigfaltigkeit. Fiir die klassische Mechanik ist dies der wichtigste Fall.

Ubungsaufgabe 2.5 Zeigen Sie, daf fir M = R*" die kanonische Poisson-Klammer

=% (ﬁ 99 _of @) (2.25)

dq" Op,  Opr Oq"

die obigen Aziome tatsichlich erfillt und bestimmen Sie die Funktionen o*. Zeigen Sie so,
daf$ diese Poisson-Klammer symplektisch ist.

Eine kommutative assoziative Algebra A mit einer Poisson-Klammer heifit Poisson-Algebra.
Ist A zudem eine *-Algebra und sind *-Involution und Poisson-Klammer wie in (2.24) mitein-
ander vertraglich, so nennt man A eine Poisson-*-Algebra. Damit gelangt man also schliefilich
zu folgender Formulierung: die Observablen der klassischen Mechanik bilden eine Poisson-*-
Algebra A,.. Diese Charakterisierung geht weit iiber die klassische Mechanik hinaus und
kann als wesentliches Strukturmerkmal der Observablen einer jeden klassischen Theorie an-
gesehen werden.

Fiir die Beschreibung der Zustdnde bieten sich folgende Moglichkeiten an. Wie bereits disku-
tiert entsprechen die reinen Zusténde gerade den Punkten des Phasenraumes M. Andererseits
ist die Charakterisierung von Zustinden von A, auch iiber positive Funktionale moglich,
da Ay.ss ja eine *-Involution besitzt. Dies erweist sich als konsistent, denn die Punkte = von
M lassen sich mit den §-Funktionalen ¢, : C*°(M) — C identifizieren, welche wegen

5 (ff) = f(z)f(z) >0 (2.26)

positive Funktionale sind. Damit ist die zweite Charakterisierung eine Verallgemeinerung der
ersten. Dariiberhinaus gibt es weitere positive Funktionale, welche durch Integration beziiglich
anderer Mafle dyu als den Punktmaflen (= §-Funktionale) erhalten werden, also

[ /Mf dp. (2.27)

Insbesondere erhilt man thermodynamische Zustinde mit der Integrationsdichte %e_ﬂH . Der
Rieszsche Darstellungssatz, siehe beispielsweise [26, S. 40] und [12, App. B], besagt, daf}
man durch geeignete Integrationen bereits alle positiven Funktionale von A, erhilt: Die
positiven Funktionale von C°°(M) sind durch positive Borel-Mafe auf M (mit kompaktem
Trager) gegeben.

Ubungsaufgabe 2.6 Zeigen Sie, daf die reinen Zustinde gerade die §-Funktionale sind,
alle anderen Zustinde sind gemischt.
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e Die Zeitentwicklung 148t sich schliellich auf folgende Weise algebraisch beschreiben. Zunéchst
bestimmt eine Hamilton-Funktion H iiber die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen* zu ge-
gebener Anfangsbedingung z(0) = x € M eine Losungskurve ¢ — (). Man definiert nun die
Flufabbildung F; : M — M dadurch, da F} einen Punkt z € M auf den Punkt z(¢) abbildet,
wobei die Kurve z(t) diejenige Losungskurve mit z(0) = z ist, also

Fi(z) = z(t) mit z(0) = z. (2.28)
Die FluBabbildung hat nun wieder die Eigenschaft einer 1-Parametergruppe’
Fo=id und F,oF,=F; 4= F;oF,. (2.29)
Ist f nun eine Observable, so definiert man ¢.(f) : M — C durch

¢i(f) == foFy (2.30)

und erhélt dadurch fiir alle ¢ wieder eine Observable. Es gilt also

(¢:(f))(@) = f o Fi(z) = f(z(t)). (2.31)

Damit erhiilt man also als Zeitentwicklung zu jeder Observablen f eine Kurve t — f(t) =
¢¢(f) von Observablen mit f(0) = f. Folgende Eigenschaften der Zeitentwicklung ¢; lassen
sich direkt von (2.29) und (2.30) ablesen. Es gilt

¢o(f) =f und  ¢u(¢s(f)) = burs(f) = bs($1(f)) (2.32)

sowie

di(zf +wg) = 2¢(f) +wee(g), ¢e(fg) = de(f)de(g) und  ¢u(f) = ¢ue(f)).  (2.33)

Man vergleiche dies mit den Gleichungen (2.18) und (2.19)! Da die Zeitentwicklung von den
Hamiltonschen Bewegungsgleichungen herriihrt, 148t sich dariiberhinaus zeigen, dafl

d
A0 = ~{H, £ (1)} (2.34)
und

oe({f9}) = {Pe(f), de(9)} (2.35)

gilt. Gleichung (2.34) kann als ,infinitesimale Version“ der Zeitentwicklung gedeutet wer-
den und ist offenbar das direkte Analogon zur Heisenbergschen Bewegungsgleichung (2.13).
Gleichung (2.35) besagt, dafl ¢; auch mit der Poisson-Klammer vertriglich ist.

Fait man diese Eigenschaften von ¢; zusammen, so erhélt man das Resultat, dafl die klassi-
sche Zeitentwicklung ¢; eine 1-Parametergruppe von Poisson-*-Automorphismen der Obser-
vablenalgebra A, ist.

*Hierzu ist noch anzumerken, da$ auf einer Poisson-Mannigfaltigkeit eine geometrische Version von (2.2) existiert,
die also nicht von den speziell gewdhlten Koordinaten abhingt.

®Da die Kurven t — (t) durch eine Differentialgleichung mit glatten Koeffizienten definiert werden, hingt F;(z)
auf glatte Weise von z ab. Damit sind die F} also nicht nur Bijektionen sondern sogar Diffeomorphismen von M.
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2.2.3 Zusammenfassung: Bisherige Strukturen

Nach dieser eingehenden Analyse findet man also, dafl der wesentliche strukturelle Unterschied von
klassischer Mechanik und Quantenmechanik die Nichtkommutativitdt der quantenmechanischen
Observablenalgebra Aqy, ist, wihrend die klassische Observablenalgebra A, zwar kommutativ
ist, dafiir aber eine zusétzliche Struktur, die Poisson-Klammer, besitzt, siehe Tabelle 1. Es ist auch
klar geworden, dafl die Observablenalgebra in beiden Féllen als das fundamentale Objekt angesehen
werden sollte, da sich die Zustinde als daraus resultierend erweisen: Kennt man die *-Algebra A
so kennt man auch ihre positiven Funktionale.

klassisch QM
Observablen Poisson-*-Algebra A, *-Algebra Aqu
(kommutativ) (nichtkommutativ)
Zustéinde positive Funktionale von A

Zeitentwicklung || 1-Parametergruppe von Automorphismen von A

infinitesimal LF(t)=—{H, f(t)} L A(t) = 1[H, A(t)]

Tabelle 1: Ausgangspunkt des Quantisierungsproblems.

2.3 Die Problemstellung: Quantisierung

Was will man nun mit ,,Quantisierung“ erreichen? Zunéchst einmal macht man die alltigliche Be-
obachtung, dafl die klassische Mechanik die Wirklichkeit in grofien Bereichen auflerordentlich gut
beschreibt, also keineswegs ,,falsch“ ist. Dieses Phinomen des klassischen Limes aus der Quanten-
mechanik heraus zu erkliren, ist sowohl konzeptuell als auch technisch schwierig. Es sei hier auf
die anderen Beitrdge zur Sommerschule verwiesen.

Nach all unserem heutigen Verstindnis ist die Quantentheorie aber die fundamentalere, umfas-
sendere Beschreibung der Natur. Versteht man ,,Quantisierung® also als , Ubergang® von klassischer
Physik zur Quantenphysik, so handelt es sich dabei nicht um ein physikalisches Phénomen: Die
Welt ist vielmehr bereits quantisiert, und die Quantisierung ist lediglich der Versuch, eine quanten-
theoretische Beschreibung aus der klassischen, uns bekannten Beschreibung zu konstruieren. Wir
(die Physiker) sind scheinbar nicht in der Lage, a priori und intrinsisch eine Quantentheorie bei-
spielsweise des Standardmodells oder der Gravitation zu formulieren. Vielmehr wird immer von
einem klassischen Analogon ausgegangen, obwohl man annehmen sollte, dafl eine a priori quanten-
mechanische Beschreibung méglich sei, da es sich ja um die fundamentalere Theorie handelt.

Ich mo6chte mich nun aber nicht in philosophische Spekulationen verlieren, warum dies so ist,
sondern es auf pragmatische Weise zur Kenntnis nehmen und ,,das Beste daraus machen“. Es sei
aber nochmals darauf hingewiesen, daf} es sich beim ,inversen Problem* des klassischen Limes um
ein tatsichliches physikalisches Phinomen handelt.

Konkret soll Quantisierung also bedeuten, dafl man aus der Kenntnis der klassischen Beschrei-
bung eines physikalischen Systems dessen quantenmechanische Beschreibung (re-)konstruiert. Nach
der Analyse in Abschnitt 2.2 kommt der Observablenalgebra hier die Schliisselrolle zu: Quantisie-
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rung soll also in erster Linie ein Verfahren sein, Aqy aus Ay,s zu konstruieren. Dabei wird zunéchst
nicht klar sein, ob ein solches Unterfangen iiberhaupt, und wenn ja, auf welche und wieviele Weisen
zum Erfolg fithren wird.

Die folgenden Anforderungen an eine derartige Konstruktion sollen nicht als strenge Axioma-
tik sondern als Anregung und Motivation verstanden werden. In konkreten Beispielen finden sich
typischerweise weitere Anforderungen und Moglichkeiten, diese genauer zu fassen.

e Die quantenmechanische Observablenalgebra Aq, soll ,,genauso grof“ wie die klassische Al-
gebra A, sein. Klassische Observablen sind der klassische Limes von Quantenobservablen,
weshalb es nicht mehr klassische Observablen als Quantenobservablen geben kann. Gibt es
andererseits Quantenobservablen, die kein klassisches Analogon haben, so ist das Verfahren
der Quantisierung fiir ein derartiges System entweder zum Scheitern verurteilt, oder aber die
klassische Beschreibung muf} iiberdacht und verfeinert werden.

Als Beispiel sei hier der Spin genannt: dieser hat kein unmittelbares klassisches Analogon, es
sei denn, man formuliert ein Elektron mit Spin bereits klassisch im Rahmen einer ,,Superme-
chanik“ und quantisiert diese. Ein derartiges Vorgehen ist durchaus méglich.

Die Korrespondenz von klassischen und quantenmechanischen Observablen soll weiterhin hin-
reichend explizit sein, damit man die physikalische Bedeutung der Algebraelemente in Aqy
durch Vergleich mit den korrespondierenden Algebraelementen in Ay, erhalten kann. Da
letztere als Funktionen auf dem Phasenraum realisiert sind, ist ihre physikalische Bedeutung
als unmittelbar klar anzunehmen.

e Hat man Aqy konstruiert, so soll jeder Zustand von Ay, als klassischer Limes eines Zu-
standes von Aq, auftreten. Da die quantenmechanische Beschreibung die fundamentalere ist,
erscheint diese Konsistenzforderung plausibel und notwendig. Die Natur des klassischen Li-
mes von Zustinden gilt es natiirlich zu kliren, bevor eine derartige Aussage sinnvoll iiberpriift
werden kann.

e Die quantenmechanischen Observablen Ag,; sollen in einem zu prézisierenden Sinne im klas-
sischen Limes auf A, fithren. Insbesondere erwartet man, daf} fiir korrespondierende klas-
sische und quantenmechanische Observablen im klassischen Limes ~»

A~

A* ~ A*, AB~» AB und %[A,B]«»{A,B} (2.36)
1

gilt. Die Poisson-Klammer von A,,, wird unter diesem Korrespondenzprinzip als ,Schat-
ten“ der quantenmechanischen Nichtkommutativitit gesehen. Man beachte, dafl die Poisson-
Klammer in der klassischen Mechanik tatséchlich dimensionsbehaftet ist und die Dimension
einer inversen Wirkung hat, wihrend der Kommutator dimensionslos ist. Deshalb ist das Kor-
respondenzprinzip in dieser Form von den physikalischen Dimensionen gesehen konsistent.

e Die Nichtkommutativitdt von Aqy als Manifestation der Unschérferelationen wird durch die
Grofle des Planckschen Wirkungsquantums 7 kontrolliert. Insbesondere ist der klassische Li-
mes ~ in (2.36) so zu verstehen, dafl typische Wirkungen des Systems groff gegen £ sind.
Intuitiv wird der klassische Limes daher als ,i — 0“ geschrieben. Vor einer zu naiven Ver-
wendung von ,, i — 0“ sie hier jedoch gewarnt: A ist eine dimensionsbehaftete universelle
Naturkonstante, deren Wert nicht geindert werden kann und deren ,,Grofle” nur relativ zu
anderen, systemabhéingigen Wirkungen beurteilt werden kann.

e Die Existenz des klassischen Limes zeigt, dafl die Korrekturen, die man anbringen muf}, um
von Ay, nach Aqy zu gelangen, iberschaubar und eventuell sogar klein sein sollten: Es bedarf
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durchaus sorgfiltiger und praziser Messungen, um Quanteneffekte iiberhaupt zu beobachten.
Dies wird spéter im Begriff der Deformation algebraischer Strukturen umgesetzt.

e Aqu soll einen physikalisch verniinftigen Spektralbegriff zulassen, sich also beispielsweise in
eine C*-Algebra einbetten lassen.

o A soll moglichst explizit aus Ay, konstruiert werden, ansonsten ist das eigentlich Ziel von
»Quantisierung“ verfehlt.

e Der Ubergang von A,,., nach Aqu soll konzeptuell klar erfolgen. Es soll eine klare Tren-
nung von beispielabhéngigen und unabhingigen Ziigen moglich sein. Die notwendigen ad-hoc
Annahmen und ihre Auswirkungen sollen kontrollierbar sein, um die auftretenden Mehrdeu-
tigkeiten bei der Konstruktion iiberschaubar zu machen.

3 Von kanonischer Quantisierung zu Sternprodukten

3.1 Kanonische Quantisierung und Ordnungsvorschriften

Als erstes Beispiel untersucht man den flachen Phasenraum R?” mit der kanonischen Poisson-
Klammer (2.25). Der Einfachheit wegen sei n = 1, man hat also die kanonisch konjugierten Koor-
dinatenfunktionen ¢ und p mit der Poisson-Klammer

{a,p} =1 (3.1)

Kanonische Quantisierung, wie man dies in allen Lehrbiichern der Quantenmechanik [18,29] finden
kann, bedeutet nun, die klassischen Observablen ¢ und p durch quantenmechanische Observablen @)
und P zu ersetzen, wobei letztere als Differentialoperatoren auf Wellenfunktionen realisiert werden.
Um den funktional-analytischen Fragen zunichst auszuweichen, betrachtet man die glatten Funk-
tionen mit kompaktem Triger C§°(IR) auf R und definiert die Operatoren @, P : C§°(R) — C§°(R)
fiir ¢ € C3°(R) durch

(Q)(@) = qblq) und (P«p)(q):—ihZ—f(q). (3.2)

Dann bilden () und P die glatten Funktionen mit kompaktem Triger in sich ab und es gilt die
Vertauschungsrelation

[Q,P] =ik 1. (3.3)

Da dem allgemeinen Konzept nach aber die klassische Observablenalgebra quantisiert werden soll
und nicht nur einzelne Observablen, miissen auch die Quantenanaloga zu allgemeineren klassischen
Observablen als ¢ und p angegeben werden. Die kleinste Poisson-*-Algebra von Funktionen auf
R2, die ¢ und p enthilt, ist die Polynomalgebra Pol(IR?). Verwendet man diese als klassische Ob-
servablenalgebra, so mufi man allen Monomen ¢*p' mit &,/ € N einen entsprechenden Operator
zuordnen. Um dem Korrespondenzprinzip (2.36) Rechnung zu tragen, ist es naheliegend, das gleiche
Monom in den entsprechenden () und P zu verwenden. Hier ergibt sich aber folgendes Ordnungs-
problem: wihrend in ¢*p! = pl¢* die Reihenfolge aufgrund der Kommutativitiit irrelevant ist, spielt
die Reihenfolge in Q¥ P! # P'QF eine entscheidende Rolle. Es gilt hier also, eine Entscheidung iiber
die Anordnung der Variablen zu treffen, iiber deren Auswirkung man sich detailiert Gedanken ma-
chen muf}. Im folgenden werden zwei Ordnungsvorschriften exemplarisch vorgestellt und auf ihre
Eigenschaften untersucht.
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3.1.1 Die Standardordnung

Die erste Ordnungsvorschrift, die ich vorstellen will, ist die Standardordnung, bei der zuerst alle
Impulse nach rechts geschrieben werden, bevor die Ersetzung ¢ ~ @ und p ~ P erfolgt. Man
definiert daher die Standarddarstellung ps als Abbildung

os : Pol(R?) — Diff(C§°(R)) (3.4)
der Polynome in die Differentialoperatoren durch
k| k pl A% i O
=Q"P = |+ — .

und setzt ps linear auf alle Polynome fort. Eine einfache Uberlegung zeigt, daB ps folgendermafen
geschrieben werden kann. Fiir ein beliebiges Polynom f € Pol(R?) gilt

o0

os(f) = Z% (?)r g;{

r=0

87‘
p=0 0q"

(3.6)

Die Reihe ist nur eine endliche Summe, wenn f ein Polynom in p ist, da dann alle Ableitungen der
Ordnung r verschwinden, sobald r groier als der Grad in p ist. Zur Verifikation von (3.6) rechnet
man os(q"p!) direkt aus und erhilt wie gewiinscht

kz_ool Erar(qkpl) ar_ool Er, kar_ﬁlkil
gs(qp)_gr! i op” p_oaq’"_grl i Hora oqm  \i qaql' (37)

Aus Gleichung (3.6) sieht man, daf§ die Standarddarstellung g5 immer noch wohldefiniert ist, wenn
die Funktion f nur in den Impulsen p polynomial ist und eine beliebige glatte Abhingigkeit von den
Orten ¢ aufweist. Diese nur in p polynomialen glatten Funktionen werden mit Pol(7*R) bezeichnet®.
Man beachte, dafl Pol(T*R) tatsichlich eine Poisson-*-Algebra ist. Auf diese Weise erhilt man also
eine Abbildung

0s : Pol(T*R) — Diff(C°(R)) (3.8)
in die Differentialoperatoren auf C§°(R) mit glatten Koeffizienten.

Lemma 3.1 Die Standarddarstellung (3.8) ist bijektiv.

Der Beweis dieser Behauptung folgt unmittelbar aus der expliziten Form (3.6). Damit erhéilt man
also tatsichlich die gewiinschte Korrespondenz von klassischen und quantenmechanischen Obser-
vablen. In der Mathematik ist dieser Sachverhalt unter dem Stichwort Symbolkalkil fiir Differen-
tialoperatoren bekannt.

Dennoch ist die Standarddarstellung o5 aus einem anderen Grund physikalisch unbefriedigend.
Dazu betrachtet man die *-Involutionen von Pol(T*R) und Diff (C§°(R)). Letztere Algebra besitzt
eine natiirliche *-Involution, welche man durch Operatoradjunktion erhélt. Hierfiir verwendet man
das iibliche L2-Skalarprodukt

(W, §) = /}R D (a) dg (3.9)

®Diese Notation hat einen differentialgeometrischen Ursprung: Hier faft man R? als Kotangentenbiindel T*R des
Konfigurationsraumes R auf, siche auch Abschnitt 3.2.2
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fiir Funktionen 4, ¢ € C{°(R). Die glatten Funktionen mit kompaktem Triger werden damit zu ei-
nem Pré-Hilbert-Raum, dessen Vervollstindigung der Hilbert-Raum der quadratintegrablen Funk-
tionen L?(R,dz) ist. Solange man sich auf C§°(R) beschriinkt, ist die Definition des adjungierten
Operators zu ps(f) unproblematisch: er kann mittels partieller Integration einfach ausgerechnet
werden. Dazu betrachte ich zunichst eine Funktion der Form f(q,p) = f,(¢)p" mit r € N und
fr € C*(R) beliebig. Es gilt

(1, 0s(f /w < ) ()Z;T(Q)dq

— (3.10)

-/ (gs (z_; () (@) %qf_ prs) w) () $(q) da.

Damit gilt also fiir den zu ps(f,p") adjungierten Operator

o-Ura)p)! = o (; () (%) %qf_p> .

Um diesen Ausdruck weiter vereinfachen zu konnen, definiert man folgenden Operator
62
~ q0p

—~

3.11)

(3.12)

und
3 <1 /h\?
N = TA: — | = AN 1
e ;3! <2i> (3:13)

als Operator auf Pol(T*R). Man beachte, da} N tatséchlich wohldefiniert ist, da fiir jedes f €
Pol(T*R) in N(f) nur endlich viele Terme in der Summe (3.13) beitragen, weil A®f = 0, sobald s
grofler als der Polynomgrad in p wird.

Sei nun f(q,p) = fr(¢)p" wie in (3.11), dann gilt

— 1 /h\*
Vi=3 (1) o7

5=0
o0 1 o5 as r

=y = <—> Ir 5 (3.14)
5=0 5 ! q p®
<1 r! _

:ZEO S
s=0

womit man die wichtige Gleichung
os(f)F = os(N?F) (3.15)
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bewiesen hat. Aufgrund der Linearitit von (3.15) gilt diese Beziehung fiir alle f € Pol(T*RR).
Damit sieht man insbesondere, daf zu reellwertigem f = f kein Hermitescher Operator gehort, da
im allgemeinen os(f) # os(N2f). Die klassische und die quantenmechanische *-Involutionen sind
also micht kompatibel.

3.1.2 Die Weyl-Ordnung

Diese unphysikalische Eigenschaft der Standardordnung 148t sich mit Hilfe des Operators N nun
leicht beheben. Man definiert dazu die Weyl-Darstellung

owen(f) = 0s(N f) (3.16)

fiir f € Pol(T*R). Ausgeschrieben gilt also
=1 (R\"O(Nf) o
ot =5 (5) T L

r=0

(3.17)

aufgefaBt als Differentialoperator auf C§°(R). Da N = es 2 auf Pol(T*R) invertierbar ist, ist
auch pwe., eine lineare Bijektion von Pol(T*R) nach Diff(C§°(IR)). Mit einigen kombinatorischen
Uberlegungen kann man nun zeigen, da$ fiir ein Polynom f (¢,p) = ¢*p' die Weyl-Darstellung
Owey1 (f) das entsprechende wvollstindig symmetrisierte Polynom in den Operatoren ) und P ist,
also beispielsweise

1 . 0o .
Owen (4°D) = §(Q2P + QPQ + PQ?) = _lhq28_q — ihg. (3.18)
Diese Ordnungsvorschrift wird auch als Weyl-Ordnung bezeichnet. Dariiberhinaus gilt nun mit
(3.15) und (3.16)

owent ()T = 0s(Nf)T = 0s(N’Nf) = 0s(N’N~'F) = 05(Nf) = owent (), (3.19)

womit die klassische *-Involution mit der quantenmechanischen iibereinstimmt.

Um nun die anderen Anforderungen an eine Quantisierung zu iiberpriifen, miifite man insbeson-
dere das Korrespondenzprinzip (2.36) genauer untersuchen. Dies stelle ich hier als Ubungsaufgabe,
da ich im folgenden einen anderen Weg einschlagen will, der auf die Definition von Sternprodukten
fiithrt.

Ubungsaufgabe 3.2 Sei f,g € Pol(T*R). Berechnen Sie dann os(fg) und os(f)os(g) sowie
os({f,g}) und %[Qs(f),gs(g)] und vergleichen Sie. Was fillt auf? Sie kénnen die gleiche Rech-
nung auch fir die Weyl-Ordnung durchfihren.

3.2 Die ersten Sternprodukte
3.2.1 Das standardgeordnete Sternprodukt und das Weyl-Produkt

Die folgende Idee ist eigentlich denkbar einfach, eréffnet aber ungeahnte Moglichkeiten, den Begriff
der Quantisierung préziser zu formulieren. Beide Ordnungsvorschriften pos und e, sind lineare
Bijektionen von A, = Pol(T*R) nach Aqy = Diff(C§°(R)), insbesondere sind A, und Aqy als
Vektorrdume isomorph. Da Agq,, ein nichtkommutatives Produkt besitzt, kann man diese mit Hilfe
von gs oder Py, ,zuriickziehen* und so A, mit einen neuen Produkt versehen. Konkret definiert
man

frsg = le (Qs(f)@s(g)) (3.20)
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und

f *Weyl g = Q\;iyl(gweyl(f)QWeyl(g)) (321)

fiir f, g € Pol(T*RR). Diese neuen Produkte heiien standardgeordnetes Sternprodukt” beziehungswei-
se Weyl-geordnetes Sternprodukt oder auch kurz Weyl-Produkt. Auch wenn das Weyl-Produkt die
physikalisch sinnvollere Wahl darstellt, werde ich zunichst das einfachere standardgeordnete Pro-
dukt diskutieren. Zunichst gilt es, eine moglichst konkrete Form fiir x5 zu finden. Dazu betrachtet
man wieder Funktionen f(q,p) = fi(q)p* und g(q,p) = g:(q)p' mit k,1 € N und fi, g, € C®°(R).

Dann gilt
k+l al
os(f) ( > k gz a4
A k+l Bsgz Hltk—s
-(5) % ()5t s

k h o°
<S ; it glpl) (3.22)

k
03
s=0
k 1 [(B\® 0° 0* !
;; (;) g (frp") 5P
k
S5

womit gefolgert werden kann, daf} allgemein

1 (B\* O f D%
[rsg= Z o <T> op° D (3.23)

s=0

gilt. Wieder ist zu bemerken, daf3 die Reihe nur endlich viele von Null verschiedene Terme enthilt,
solange die Funktion f polynomial in p ist. Dariiberhinaus ist das Resultat offenbar wieder eine in
p polynomiale Funktion, wenn sowohl f als auch g polynomial in p sind.

Bevor ich die Eigenschaften von %5 diskutiere, sei noch auf die entsprechende Formel fiir %y,
hingewiesen. Mit den Definitionen (3.21) und (3.16) erhélt man

 *weyt § = 0wt (Owent (f) 0wen (9)) = N o5 (0s(N f)os(Ng)) = N ' (N f x5 Ng), (3.24)

womit der Operator N zwischen *s und ., vermittelt. Explizit erh4lt man nach einiger Rechnung
die Formel

B o0 1 h r r r . 8rf arg
fHwe1 9 = z_% 5 <2i> z_% <s>( D 5 B (3.25)

Auch hier bricht die unendliche Reihe nach endlich vielen Termen ab, wenn f, g € Pol(T*R).

"Der Name Sternprodukt (eng.: ,star product®, franz.: ,produit etoile“) bezieht sich tatsichlich nur auf das
Symbol *.
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Ubungsaufgabe 3.3 Beweisen Sie (3.25).

Die folgenden Eigenschaften lassen sich nun leicht aus den expliziten Formeln und den Definitionen
herleiten:

Satz 3.4 Die Sternprodukte xs und xwe, besitzen folgende Eigenschaften:
1. Fir f,g € Pol(T*R) gilt f xs g, f *wey g € Pol(T*R).
2. kg und ke, sind assoziativ

fx(gxh)=(f*g)x*h. (3.26)

3. *g und *wey lassen sich als eine Reihe von Bidifferentialoperatoren C, schreiben

frg=> HWCi(fg). (3.27)
r=0
4. Es gilt fir beide Produkte
frg=fg+--- also Co(f,9)=fg (3.28)
und
fxg—gxf=ir{f,g} +--- also Ci(f,g) —Cilg,f) =i{f,g} (3.29)
Ilxf=f=[fx*1, (3.30)

wobei {f, g} die kanonische Poisson-Klammer (2.25) ist.
5. Fiir das Weyl-Produkt gilt zudem

[ *Weyt § = G H*wey! - (3.31)
Ubungsaufgabe 3.5 Beweisen Sie diesen Satz.

In Worte gefafit erhilt man dadurch folgendes Resultat. Die neuen Produkte x5 und sy
sind assoziative Produkte (Gleichung (3.26)) fiir Ay ... Sie deformieren das urspriingliche Produkt
(Gleichung (3.28)) in Richtung der Poisson-Klammer (Gleichung (3.29)). Das Korrespondenzprinzip
manifestiert sich also in den Gleichungen (3.28) und (3.29). Fiir das Weyl-Produkt %y, gilt zudem,
daf} die klassische *-Involution, also die komplexe Konjugation, auch eine *-Involution fiir %y, ist,
eine Eigenschaft, die fiir x5 nicht der Fall ist.

Die Abbildungen ps beziehungsweise ow.,; zeigen weiterhin, dafl Ay, mit dem Produkt xg
beziehungsweise %, versehen als assoziative Algebra isomorph zu Aqy ist. Im Falle von sy, ist
dies sogar ein *-Isomorphismus.

Damit motiviert sich folgendes Deformationsproblem als konkrete Formulierung des Quantisie-
rungsproblems: Anstatt eine vollig neue Algebra Aqy aus Ay, zu konstruieren, behilt man A,
als zugrundeliegenden Vektorraum und &ndert lediglich das kommutative Produkt in ein nichtkom-
mutatives Sternprodukt, welches eine Deformation des urspriinglichen sein soll. Es gilt also, diese
Ideen im folgenden weiter zu entwickeln.

["Ibungsaufgabe 3.6 Wie sehen die entsprechenden Formeln fir os, Owey, N, *s und *we, im
R?" aus?
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3.2.2 Erste Verallgemeinerung: Kotangentenbiindel als Phasenrdume

Die wichtigste Verallgemeinerung des flachen R?" als Phasenraum fiir die klassische Mechanik ist
die Klasse der Kotangentenbiindel. Ich mochte nicht ndher auf die differentialgeometrischen Details
eingehen, sondern motivieren, an welchen Stellen Kotangentenbiindel physikalisch bedeutsam sind.

Dazu betrachtet man beispielsweise ein physikalisches System von N Teilchen, die sich im
R? bewegen. Damit ist der Konfigurationsraum ein R*M, eventuell ohne die Koinzidenzpunkte.
Der Phasenraum ist entsprechend RN x R?*V, wobei der zweite R?*" der Raum der kanonisch
konjugierten Impulse ist. Es ist klar, daf sich fiir diesen Fall x5 und ., verallgemeinern lassen,
siehe Ubung 3.6.

Nun betrachte man aber die Situation, dafl die méglichen Lagen der Teilchen Zwangsbedingungen
unterliegen. Gibt es f unabhéingige Zwangsbedingungen, so wird der Konfigurationsraum eine n =
3N — f dimensionale Untermannigfaltigkeit () des urspriinglichen Konfigurationsraumes R3" sein.
Damit die Teilchen die Zwangsfliche nicht verlassen, erhalten auch ihre Geschwindigkeiten eine
Einschrankung: Die Tangente an eine Kurve in @ liegt tangential an Q®. Zur Beschreibung der
zulidssigen Orte und Geschwindigkeiten verwendet man daher das Tangentenbiindel T'QQ von Q. Die
differentialgeometrische Konstruktion von T'Q) kann man sich so vorstellen, dafl an jedem Punkt
g € @ der Tangentialraum T,() an @ ,angeklebt“ wird und demnach seine Lage im umgebenden
R3*N vom FuBpunkt ¢ abhiingt, siche Abbildung 3. Die Gesamtheit aller T,Q, q € Q, ist dann der
Geschwindigkeitsphasenraum T'(Q) der Dimension 2n.

. -

T.Q

q

Abbildung 3: Eine Untermannigfaltigkeit @ C R?*Y und der Tangentialraum T,Q bei g € Q.

Um zum eigentlichen (Impuls-)Phasenraum zu gelangen, fithrt man eine Legendre-Transforma-
tion durch, was geometrisch dem Ubergang zum ebenfalls 2n-dimensionalen Kotangentenbindel
T*@ entspricht. Dies wird analog zu T'Q) konstruiert, nur ,klebt“ man nun an jedem Punkt ¢ € Q)
den Dualraum T @) zum Tangentialraum T;(Q) an. Es zeigt sich, dafi T*Q eine kanonische Poisson-
Klammer besitzt und somit C*°(T*Q) zur Poisson-*-Algebra wird.

Anders als im R™ gibt es auf einer Mannigfaltigkeit M im allgemeinen kein ausgezeichnetes
Koordinatensystem mehr. Damit gibt es auch keine sinnvolle Definition von polynomialen Funk-
tionen. Im Falle eines Kotangentenbiindels M = T*() ist die Situation jedoch etwas giinstiger. Da
zumindest die Impulsrichtungen lings der Vektorrdume 7;/() verlaufen, kann man sinnvoll davon
sprechen, daf} eine Funktion auf T%Q polynomial in den Impulsen ist. In ,Ortsrichtung ist dies im
allgemeinen nicht moglich. Die glatten und in Impulsrichtung polynomialen Funktionen auf 7*(Q

®Diese scheinbar tautologische Aussage wird in der Differentialgeometrie zur Definition des Tangentenbiindels
iiber Kurven herangezogen.
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werden nun mit Pol(7*Q) bezeichnet.

Fiir ein derartiges klassisches System A,,., = Pol(T*Q) zeigt sich nun folgendes: Man kann die
wesentlichen Schritte bei der Konstruktion von ps, IV, 0weyi, *s und ., nahezu wortlich wieder-
holen, mit der einzigen Modifikation, dafl nun eine kovariante Ableitung V benétigt wird. Anstelle
der kanonischen Quantisierung von pg als P, = —ihd, ersetzt man nun p; durch P, = —ihVy,
wobei die kovariante Ableitung V eine zusdtzliche Wahl darstellt. Auf diese Weise trigt man der
Tatsache Rechnung, daf} es keine ausgezeichneten Koordinatensysteme mehr gibt. Dariiberhinaus
gibt es in physikalischen Beispielen oft eine durch das spezielle Problem bevorzugte Wahl von V,
so daf} diese Wahl einer zusétzlichen Struktur meist leicht getroffen werden kann. Dann steht einer
Quantisierung durch ein Sternprodukt ., nichts mehr im Wege. Die technischen Details dieser
sehr ezpliziten Konstruktion finden sich in der Literatur [6-8].

4 Deformationsquantisierung

4.1 Sternprodukte
4.1.1 Allgemeine Definition

Nachdem sich die Deformation der klassischen Observablenalgebra als erfolgreiche Herangehenswei-
se bei der Quantisierung herausgestellt hat, soll dieser Begriff nun auf einen soliden mathematischen
Boden gestellt werden. Hier werde ich zum einen eine geometrisch motivierte Version, die auf glat-
ten Funktionen einer Poisson-Mannigfaltigkeit basiert, sowie eine allgemeine algebraische Definition
geben.

Fiir die geometrische Situation bemerkt man, daf} fiir eine allgemeine Poisson-Mannigfaltigkeit
M in der Regel keine ,polynomialen Funktionen“ innerhalb von C°°(M) ausgezeichnet werden
konnen. Als klassische Observablenalgebra kommt daher ohne weiteres Detailwissen nur C°°(M)
in Frage. In konkreteren Beispielen oder gar Beispielklassen wie den Kotangentenbiindeln kann es
dagegen sehr wohl ,,gute* Unteralgebren von C*°(M) geben, welche dem Problem der Quantisierung
besser angepafit sind.

Im folgenden soll aber zunichst von C*°(M) ausgegangen werden. In diesem Fall jedoch sind
bereits die Formeln (3.23) und (3.25) zu iiberdenken, denn sind f, g beliebige glatte Funktionen, so
ist beispielsweise die Konvergenz des standardgeordneten Produktes

oo

1 (h\° 0°f O%g
* - — - 41
s g ;)3!(1) Op® 0¢* (4-1)

im allgemeinen nicht zu garantieren. Schlimmer noch, es lassen sich immer Funktionen f, g finden,
so daB bereits in diesem einfachsten Beispiel die Reihe einen Konvergenzradius 0 hat, also nur fiir
h = 0 konvergiert.

Deshalb bedient man sich folgenden ,, Tricks“: Man sucht Sternprodukte * fiir A, = C*°(M),
welche zwar nur formale Potenzreihen in h sind, ansonsten aber alle Eigenschaften von %g oder k.,
gemif Satz 3.4 besitzen. Anschlieffend versucht man, geeignete Unteralgebren zu finden, so dafl die
formalen Potenzreihen tatséichlich konvergieren. Die Beispiele des R?" und der Kotangentenbiindel
zeigen, daf dies hier fiir die in den Impulsen polynomialen Funktionen moglich ist. Diese Beispiele
geben berechtigten Anlaf zu Hoffnung, dafl das Verfahren auch in allgemeineren Situationen Erfolg
hat und daf} sich entsprechende Unteralgebren finden lassen, sobald man mehr Wissen iiber M zur
Verfiigung hat. Beispielunabhingig dagegen 148t sich eine solche Unteralgebra von C°°(M) nicht
auszeichnen, so daf} der formale Charakter der Sternprodukte als eine Folge der noch fehlenden,
beispielabhiingigen Informationen iiber M anzusehen ist.
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Nun sollte folgende Definition eines Sternprodukts nach Bayen, Flato, Frgnsdal, Lichnerowicz
und Sternheimer durch die vorangegangenen Uberlegungen gut motiviert sein:

Definition 4.1 (Sternprodukte [2]) Fin Sternprodukt fiir eine Poisson-Mannigfaltigkeit M ist
ein assoziatives Produkt % fiir die formalen Potenzreihen von glatten Funktionen C°°(M)[[\]] der
Form

frg=> NCu(f,9) (4.2)
r=0

mit folgenden Eigenschaften:
1. fxg=Ffg+---, also Co(f,9) = fyg.
9. frg—gxf=f,g}+-, also C1(f,9) — Ci(g, ) = i{f. ).
3. fxl=f=1%f, also Cr(f,1) =0=C,(1,f) firr>1.
4. Cy ist ein Bidifferentialoperator.
Das Sternprodukt heifit Hermitesch, falls zusdtzlich

frg=

Q|
*
|

(4.3)
gilt.

Der formale Parameter X iibernimmt also die Rolle von & und kann durch & ersetzt werden, sobald
die Konvergenz von (4.2) sichergestellt ist.

Die Assoziativitit f* (g *h) = (f * g) x h wird Ordnung fiir Ordnung in A ausgewertet. Dies
liefert folgende Bedingung an die C,: fiir alle k € N und alle Funktionen f, g, h € C°°(M) muf}

k k
Z (faok rga ZCT' Ck Tf7 ) ) (44)
r=0 r=0

gelten. Gleichung (4.3) ist dquivalent zur Bedingung

Cr(f,9) = Cr(g. f) (4.5)
fiir alle f,g € C*°(M).
Ubungsaufgabe 4.2 Leiten Sie (4.4) und (4.5) her.

Der algebraische Grundgedanke der Deformationsquantisierung ist die Deformationstheorie as-
soziativer Algebren nach Gerstenhaber [17]. Will man nicht Bezug auf die geometrische Herkunft
der klassischen Observablenalgebra nehmen, so startet man auf klassischer Seite direkt mit einer
Poisson-*-Algebra A, und verwendet folgende naheliegende Formulierung fiir das Quantisierungs-
problem:

Definition 4.3 (Formale Deformationen)

e FEine formale Deformation einer beliebigen assoziativen Algebra A ist ein assoziatives Produkt
* fiir die formalen Potenzreihen A[[A]] mit Werten in A der Form

AxB =Y XNCy(A B) (4.6)
r=0
mit Co(A, B) = AB fiir A,B € A.
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e Fine formale Deformationsquantisierung einer Poisson-Algebra A, ist eine Deformation
von ‘Aklass mZt Cl(f,g) - Cl(gaf) = i{f,g} fUT f?g € Aklass-

e Fine Hermitesche formale Deformation einer *-Algebra A ist eine formale Deformation x von
A, welche (Ax B)* = B*x A* fir A,B € A erfiillt.

Damit ist also der Begriff einer Hermiteschen formalen Deformationsquantisierung einer Poisson-
*-Algebra erklart. Diese Definition ist insbesondere auch in Fillen anwendbar, wenn die Geometrie
des klassischen Phasenraumes schwierig zu beschreiben ist, aber eine klassische Observablenalgebra
bekannt ist. Als Beispiel kann man hier einfache Feldtheorien nennen [14,15].

4.1.2 Existenz und Eindeutigkeit

Es stellt sich nun natiirlich die Frage, ob es zu einer gegebenen Poisson-Mannigfaltigkeit auch ein
Sternprodukt gibt. Weiter gilt es zu kliren, wieviele Moglichkeiten man bei der Konstruktion von
Sternprodukten hat, da ja bereits im R? mindestens zwei Sternprodukte %s und %y, bekannt sind.

Die Frage der Existenz ist auf sehr zufriedenstellende Weise gelost und in voller Allgemeinheit
positiv zu beantworten:

Satz 4.4 Auf jeder Poisson-Mannigfaltigkeit existieren Sternprodukte.

Der Beweis oder auch nur eine Beweisidee iibersteigt den Rahmen dieser Sommerschule bei wei-
tem. Es sei nur gesagt, daf3 der Fall von symplektischen Poisson-Mannigfaltigkeiten eine wesentliche
Vereinfachung darstellt. Hier wurde die Existenz unabhéngig von DeWilde und Lecomte [13], Fe-
dosov [16] und Omori, Maeda und Yoshioka [24] gezeigt. Der allgemeine Poisson-Fall war lange
unklar, bis Kontsevich 1997 in einer fundamentalen Arbeit der Existenzbeweis gelang [22].

Die Frage nach der Eindeutigkeit ist etwas schwieriger zu formulieren, hat man doch bereits
im einfachsten Fall des R?” mindestens zwei Sternprodukte x5 und *wey1- Hier besteht allerdings
folgender Zusammenhang mittels des Operators N

f*wen g = N (N f s Ng), (4.7)
wobei
o0 r
A N L (AN g A A
N =e3 _gr! <2i> A —|d+2iA+ (4.8)

jetzt als formale Potenzreihe von Differentialoperatoren aufgefafit wird. Damit kann man N als
einen Algebraisomorphismus von ., nach xg auffassen, was nicht weiter verwunderlich ist, da
doch beide Sternprodukte aus der selben Algebra Diff (C§°(R)) konstruiert wurden. Das besondere
an N ist nun, dafl N in nullter Ordnung von A\ mit der Identitit beginnt: im klassischen Limes
reduziert sich dieser Algebraisomorphismus auf die Identitéit. Einen solchen Operator nennt man
Aquivalenztransformation, und zwei derart isomorphe Sternprodukte heien dquivalent.

Definition 4.5 Seien x und ' zwei Sternprodukte fiir C*°(M). Dann heiflen x und ¥' dquivalent,
falls es eine formale Reihe

S=id+> XS, (4.9)
r=0

von Differentialoperatoren S, gibt, so dajf

S(fxg)=SfxSg und S1=1 (4.10)
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gilt. In diesem Falle heifit S A quivalenztransformation. Im Falle Hermitescher Sternprodukte fordert
man zudem Sf = Sf und nennt x und *' entsprechend *-dquivalent.

Ubungsaufgabe 4.6 Zeigen Sie, daff dies tatsichlich eine Aquivalenzrelation ist.

Man kann nun umgekehrt eine formale Reihe S von Differentialoperatoren nehmen, welche (4.9)
erfiillt. Ist dann * ein Sternprodukt, so definiert man x’ durch

fxg=8"1SfxSg) (4.11)
und erhélt wieder ein Sternprodukt, das Hermitesch ist, falls S reell und x Hermitesch war.
Ubungsaufgabe 4.7 Verifizieren Sie, daff ' tatsichlich ein Sternprodukt ist.

Damit kann man also sehr viele Sternprodukte erzeugen, sobald man eines gefunden hat. Anhand
der Konstruktion von x5 und ., erkennt man, daf dies gerade die Wahl einer Ordnungsvorschrift
ist, welche nicht eindeutig ist und so zu verschiedenen Sternprodukten fithren kann.

Daher kann man den Aquivalenzbegriff also physikalisch als eine Verallgemeinerung der Proble-
matik der Wahl einer Ordnungsvorschrift verstehen. Es ergeben sich also folgende zwei Fragenstel-
lungen:

1. Gibt es eine Klassifikation von Sternprodukte bis auf Aquivalenz, also bis auf die Wahl einer
Ordnungsvorschrift?

2. Gibt es eine physikalisch motivierte Wahl eines Sternproduktes * innerhalb seiner Aquivalenz-
klasse [x]?

Auf die erste Frage 148t sich eine allgemeine Antwort geben. Die Klassifikation von Sternprodukten
erfolgt durch geometrische Eigenschaften von M:

Satz 4.8 (Klassifikation von Sternprodukten [3,23]) Die Aquivalenzklassen [x] von Stern-
produkten * auf M werden durch geometrische FEigenschaften der Poisson-Mannigfaltigkeit M
Klassifiziert?. Insbesondere gibt es fiir R*™ nur eine Aquivalenzklasse: hier sind alle Sternprodukte
aquivalent.

Die Wahl einer Aquivalenzklasse allein ist aber noch lange nicht physikalisch hinreichend. Um ei-
ne Quantenalgebra Aq,; zu konstruieren, muf auch die zweite Frage beantwortet werden. Dies ist in
der Regel ungleich schwieriger, da hier beispielabhingige Entscheidungen getroffen werden miissen.
Wesentliche Hilfen und Einschrinkungen sind die Forderungen nach Konvergenz und Symmetrie.
Auf den letzten Punkt werde ich in Abschnitt 4.3 noch genauer eingehen.

4.2 Zeitentwicklung in der Deformationsquantisierung

Zuvor will ich aber noch die Zeitentwicklung im Formalismus der Deformationsquantisierung be-
trachten. Sei dazu eine klassische Hamilton-Funktion H vorgegeben. Die klassische Zeitentwicklung
ist dann durch

d

o/ =—{H,f(t)} (4.12)

Wer es genauer wissen will: Im Falle symplektischer Poisson-Klammern geschieht die Klassifikation durch die
zweite deRham Kohomologie von M ...
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gegeben. Da als Vektorraum A,,,, mit Aqy iibereinstimmt, ist klar, was das Sternprodukt-Analogon
zur Heisenberg-Gleichung (2.13) sein soll, namlich
d i
— [ (t) = < (H* f(t) = f(t) x H). (4.13)
dt A
Hier ergibt sich zunéchst ein mathematisches Problem: Im Rahmen der formalen Potenzreihen kann

nicht durch den formalen Parameter A geteilt werden, dazu wéren formale Laurent-Reihen notig.
Da aber

(Hx f(t) = f(t)x H) = iMH, f()} +-- (4.14)
gilt, ist dies in Wirklichkeit auch nicht nétig. Gleichung (4.13) lautet also ausgeschrieben
d i
S(0) = (> f(2) = £(0) % H) = ~(H, (1)} + - (1.15)
Damit erweist sich (4.13) also als eine Deformation der Hamiltonschen Bewegungsgleichung (4.12),
wobei die Quantenkorrekturen in (4.15) von den hoéheren Ordnungen von A\ des Sternprodukt-

Kommutators kommen. Auch an dieser Stelle ist die klassische Situation auf evidente Weise der
klassische Limes der Situation in der Quantenmechanik.

4.3 Sternprodukte und Symmetrien
4.3.1 Klassische Symmetrien

Hier will ich kurz an die infinitesimale Version einer Symmetrie in der klassischen Mechanik erin-
nern, siehe beispielsweise [27] fiir eine detailierte und lesenswerte Einfithrung. Als Beispiel betrachte
man den Drehimpuls I_:(q", P) = ¢ x p mit den Komponenten Ly, Ly und L3 als Funktionen auf dem
Phasenraum R3 x R?. Da8 die L, Ly, L3 Drehungen erzeugen, bedeutet gerade, daB die Hamil-
tonschen Gleichungen zu L; als FluBabbildung gerade die Drehung um die i-te Achse besitzen. Die
Poisson-Klammern der drei Generatoren sind

k

Damit bilden die L; also eine Unteralgebra beziiglich der Poisson-Klammern. Dies ist als infinite-
simale Version der Tatsache anzusehen, dafl die Hintereinanderausfithrung von Drehungen wieder
eine Drehung ist.

Allgemeinere Symmetrien erhélt man infinitesimal nun durch Generatoren Ji,... ,Jy, welche
unter Poisson-Klammern wieder eine Unteralgebra bilden. Es gibt also Konstanten, die Struktur-
konstanten der Symmetrie cfj € R mit

wobei iiber £ summiert wird. Man beachte, daf} die J; nur beziiglich der Poisson-Klammer eine Un-
teralgebra aufspannen, nicht aber beziiglich des punktweisen Produktes. Da die Poisson-Klammer
die Jacobi-Identitét erfiillt, miissen die cfj gewisse Konsistenzbedingungen erfiillen, ndmlich

cfj = —ck; (4.18)
und
ngcfnk + CZicij + Cgkcii =0. (4.19)

25



Damit wird der Vektorraum g, der von den Ji,... , Jy aufgespannt wird, eine Lie-Algebra mit der
Lie-Klammer

[ i, Jj] = ¢k . (4.20)
Abstrakter formuliert erhéilt man, dafl eine infinitesimale Symmetrie durch eine Lie-Algebra g ge-
geben ist, welche durch Funktionen Ji,... , Jy auf M realisiert ist, was bedeutet, daf§ (4.17) erfiillt
ist.

4.3.2 Quantenmechanische Symmetrien

Quantenmechanisch werden Symmetrien sehr &hnlich beschrieben, Infinitesimale Symmetrien sind
wieder durch eine Lie-Algebra g gegeben, die diesmal durch Operatoren auf § realisiert ist. Man
nennt dies auch eine Darstellung von g auf §). Konkret bedeutet dies, dafl man fiir eine Basis von

g wieder Operatoren Jy, ... ,Jy findet, so dafl die Lie-Klammer Relationen jetzt durch Kommuta-
toren anstatt durch Poisson-Klammern realisiert werden
1 k

4.3.3 Symmetrien in der Deformationsquantisierung

Hat man eine klassischen Symmetrie g gegeben, so stellt sich die Frage, ob diese Symmetrie auch
quantenmechanisch realisiert ist oder ob es zu Anomalien kommt. Im Falle von Sternprodukten
148t sich diese Frage wie folgt prizisieren. Ich gebe dabei nur die wichtigste Definition wieder, in
der Literatur finden sich weitere, geringfiigig verschiedene Begriffe, siehe beispielsweise [5].

Definition 4.9 FEin Sternprodukt x heifit kovariant beziiglich einer klassischen Symmetrie, die in-
finitesimal durch Ji,... ,Jy mit {J;, J;} = cfij erzeugt wird, wenn

Jix Jj = Jj* J; =iXc; J (4.22)
fur allei,j =1,... ,N gilt.

Man beachte, dal nach Definition eines Sternprodukts allgemein gilt, dafl

frg—gxf=iMfg}+ . (4.23)

Damit ist (4.22) also so zu lesen, daf in (4.23) fiir die x~-Kommutatoren von den .J; alle hoheren Ord-
nungen verschwinden. In der Regel stellt dies eine sehr drastische Bedingung an das Sternprodukt
dar.

Ubungsaufgabe 4.10 Zeigen Sie, dafi das Weyl-Produkt *weyt im R3 x R? kovariant unter den
Drehungen L; ist.

Die Frage nach der Existenz solcher kovarianter Sternprodukte fiir eine gegebene klassische Sym-
metrie ist noch nicht allgemein beantwortet. Es gibt jedoch einen wichtigen Spezialfall:

Satz 4.11 Sei M eine symplektische Mannigfaltigkeit und g die Lie-Algebra einer kompakten Lie-
Gruppe. Dann existiert ein g-kovariantes Sternprodukt.

4.4 Der Zustandsbegriff in der Deformationsquantisierung

In den folgenden beiden Abschnitten seien die Sternprodukte immer Hermitesch.
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4.4.1 Positive Funktionale und positive Deformationen

Es gilt nun, das Zustandskonzept von Abschnitt 2.2.1 auf die Deformationsquantisierung anzuwen-
den. Dabei ergibt sich jedoch folgendes Problem: C-lineare Funktionale w : C*°(M)[[A]] = C der
formalen Potenzreihen in die komplexen Zahlen sind wenig geeignet und nicht allgemein genug.
Entweder schneiden sie alle hoheren Potenzen von A jenseits einer bestimmten ab, oder man ist
sofort mit Konvergenzfragen konfrontiert. Es zeigt sich, dafl es besser ist, den formalen Charakter
ernst zu nehmen und C[[\]]-lineare Funktionale

w: C®(M)[[A]] = C[[A]] (4.24)

zu betrachten. Die Werte sind also auch formale Potenzreihen. Da # durch den formalen Parame-
ter A\ ersetzt wurde, ist diese Vorgehen nur konsequent. Es stellt sich aber sofort die Frage, wie
die Positivitéitsforderung (2.7) interpretiert werden soll. Folgende Definition erweist sich dabei als
grundlegend:

Definition 4.12 FEine reelle formale Potenzreihe a = 702 A'a, € R[[N] heift positiv, falls die
unterste Ordnung ay, positiv ist.

Damit ist also eine reelle formale Potenzreihe a € R[[A]] entweder positiv, negativ oder 0. Weiter
gilt, daBl die Summe und das Produkt zweier formaler Potenzreihen wieder positiv ist. Es 148t
sich daher mit diesem Positivititsbegriff genauso rechnen wie in R. Mathematisch gesprochen
handelt es sich bei R[[A]] um einen geordneten Ring. Allerdings ist diese Ringordnung nicht mehr
Archimedisch, da beispielsweise nA < 1 fiir alle n € IN. Dies 488t sich physikalisch so interpretieren,
daf} die formale Deformation zwar in die richtige Richtung erfolgt ist, aber ihre richtige ,,Grole® A
noch nicht erreicht hat. Dazu muf} erst die Konvergenz sichergestellt werden. Hier handelt es sich
daher vielmehr um eine asymptotische Form der Positivitét.

Trotzdem 148t sich hiermit der Begriff von positiven Funktionalen auf die Deformationsquanti-
sierung anwenden:

Definition 4.13 Sei (M,x) eine Poisson-Mannigfaltigkeit mit Hermiteschem Sternprodukt. Ein
Zustand von Agy = (C°(M)[[A]],*) ist ein C[[\]]-lineares Funktional

w : C*(M)[[A]] = C[[A]] (4.25)
mit
w(fxf)>0 und w(l)=1. (4.26)

Im Hinblick auf die Bemerkung in Abschnitt 2.3, dafl bei einer physikalisch sinnvollen Quanti-
sierung alle klassischen Zusténde als klassischer Limes von Quantenzustinden auftreten, stellt sich
die Frage, ob dies mit dem obigen Zustandsbegriff fiir die Deformationsquantisierung zu erreichen
ist.

Hat man einen klassischen Zustand wg : C*°(M) — C, also ein positives Borel-Maf, so 148t sich
wp offenbar auf C[[A]]-lineare Weise zu einem Funktional

wo : C°(M)[[N]] = CIIN] (4.27)

fortsetzen, indem man wy Ordnung fiir Ordnung anwendet, also
wo (Z A" fr> =3 Nuwo(fr). (4.28)
r=0 r=0
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Es stellt sich also die Frage, ob wg nicht nur positiv fiir das punktweise Produkt ist, also wo(ff) > 0,
sondern auch positiv beziiglich des Sternprodukts x im Sinne von Definition 4.13. Ausgeschrieben
bedeutet die Bedingung (4.26) fiir f € C*°(M)

oo

0 <wo(f*f) =D Nwo(Cr(F, f)) = wo(Ff) + Awo(Cr(F, ) +--- - (4.29)

r=0

Nun kann es passieren, da wo(ff) = 0 ist, was ja kein Widerspruch zur Positivitit wo(ff) > 0
darstellt. In diesem Fall entscheidet also das Vorzeichen der néchst hoheren Ordnung iiber die
Positivitit von wo(f * f). Da dieser Term wo(Cy(f, f)) aber Ableitungen von f enthilt, kann es
passieren, daf} er negativ wird und somit die Positivitit von wy beziiglich x nicht gewéhrleistet ist.

Als Beispiel kann man den harmonischen Oszillator H = %pQ + %qQ mit dem Weyl-Produkt xyey
und wy = dy betrachten. Man findet, daf3

N 2
HxH=H+ (%) , (4.30)
so dafl die Auswertung bei 0
— A2
50(H*H):_Z<0 (4.31)

ergibt. Damit kann das klassische positive 6-Funktional nicht positiv fiir *w.,; sein. Physikalisch
148¢ sich das so interpretieren, dafl ein Punkt im Phasenraum aufhort, quantenmechanisch sinnvoll
zu sein. Die Unschirferelation verbietet eine gemeinsame punktgenaue Lokalisierung in Ort und
Impuls.

Ubungsaufgabe 4.14 Verifizieren Sie (4.30) und (4.31).

Wie 1483t sich dies nun mit der Forderung nach einer ,,Quantisierbarkeit“ der klassischen Zu-
stinde in Einklang bringen? Der Ausweg ist der, da man nicht nur zu den Observablen Quan-
tenkorrekturen zulifit sondern auch zu den Zustinden. Man betrachtet daher ein Funktional w :
C>®(M)[[A]] = CJ[\]] der Form

oo
w= Z N'wy, (4.32)
r=0

wobei jedes w, : C*°(M) — C ein C-lineares Funktional ist. Die Anwendung von w auf f erfolgt
wieder Ordnung fiir Ordnung in A, also

oo

w(f) = Z A wr (Z >\st> = Z A" Z wy—s(fs)- (4.33)
s=0 r=0 s=0

r=0

Die Positivititsbedingung lautet jetzt in den ersten Ordnungen

0 <w(fxf)=wo(ff)+A(wo(Ci(f, ) +wi(ff)) +--- . (4.34)

Damit mufl man w; nun so wihlen, da im Falle von wy(ff) = 0 ein moglicher negativer Beitrag
von wo(C1(f, f)) in Ordnung A kompensiert wird. Entsprechend sind die héheren Ordnungen wo,
w3, ... so zu wahlen, daf sie die Positivitéit sicherstellen, falls die vorangehenden Ordnungen alle
verschwinden. Zunéchst ist nicht klar, ob das Verfahren tatsichlich durchfiihrbar ist, weshalb man
folgenden Begriff einfiihrt:
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Definition 4.15 Sei wqy ein klassischer Zustand und * ein Hermitesches Sternprodukt.

1. Ein C[[N]-lineares Funktional w =Y 72y A wy : C°(M)[[A]] = C[[A]] heift Deformation von
wo, falls w positiv beziiglich x ist.

2. Das Sternprodukt x heifit positive Deformation, wenn sich alle klassischen Zustinde defor-
mieren lassen.

Der folgende, mathematisch vielleicht iiberraschende aber physikalisch plausible Satz besagt,
dafl Sternprodukte automatisch positive Deformationen sind:

Satz 4.16 (Positive Deformationen [11]) Auf jeder symplektischen Mannigfaltigkeit sind alle
Hermiteschen Sternprodukte positive Deformationen.

Damit ist also tatsichlich jeder klassische Zustand der klassische Limes eines Quantenzustandes.
Man beachte, daf sich aufgrund der Identifikation der Vektorrdume von A, und Aqy diese Frage
iiberhaupt erst in obiger Weise sinnvoll stellen 148t.

4.4.2 Die GNS Konstruktion

Zum Abschluff und quasi als Ausblick auf aktuelle Forschung mochte ich hier kurz die GNS Kon-
struktion einer Darstellung erldutern. Diese Konstruktion ist urspriinglich fiir C*-Algebren ent-
wickelt worden [10], es zeigt sich aber, daf} sie von sehr viel allgemeinerer Natur ist.

Im folgenden nehme ich an, eine Quantenalgebra Aq,; konstruiert zu haben, beispielsweise als
Sternproduktalgebra (C°°(M)[[A]], *). Wichtig ist nur, da§ Aqy eine *-Algebra ist und iiber C oder
C[[\]] definiert ist. Um beide Fille!? simultan abzudecken, setze ich im folgenden C = C oder C[[\]]
und genauso R = R oder R[[A]].

Ein Pra-Hilbert-Raum iiber C ist dann ein C-Modul $ mit einem positiv definiten Skalarprodukt.
Wichtig ist hier nur, daf} in R positive Elemente erklart sind. Weiter heifit A : § — § adjungierbar,
falls es ein A* : § — $) gibt, so daf} fiir alle ¢,¢ € H

(A", ¢) = (¥, Ag) (4.35)

gilt. Die Menge der adjungierbaren Operatoren auf §) bezeichne ich mit B($)). Ist $ sogar ein
komplezer Hilbert- Raum, so stimmt diese Definition mit der iiblichen Definition von 9B($)) als stetige
Operatoren iiberein (Hellinger-Toeplitz-Theorem [25, S. 84]). Ganz allgemein zeigt man, daff B(5))
eine *-Algebra iiber C ist. Dies geschieht vollig algebraisch und ist daher als Ubungsaufgabe gestellt:

Ubungsaufgabe 4.17 Zeigen Sie, daff B($)) eine *-Algebra ist.

Der Begriff der *-Darstellung prézisiert die Vorstellung, dafl man die Elemente von Agqy, als
Operatoren auf §) realisiert haben will:

Definition 4.18 FEine *-Darstellung von Aqy auf §) ist ein *-Homomorphismus
7 Aqu — B(H). (4.36)
Die Abbildung 7 ist also C-linear und erfiillt die Identititen

m(AB) = n(A)n(B) und w(A")=mn(A)" (4.37)

0Tatsschlich geniigt ein geordneter Ring R und C = R @ iR.
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fiir alle A, B € Aqy. Damit ist Aqy die abstrakt und a priori gegebene Observablenalgebra, die man
durch Angaben einer *-Darstellung auf einem Pré-Hilbert-Raum realisieren kann. Die verschiede-
nen , Darstellungen“ der Quantenmechanik, wie die Orts-, Impuls-, und Energiedarstellung, sind
also tatséchlich verschiedene *-Darstellungen von ein und der selben Observablenalgebra. Wirklich
verschieden sind diese Darstellungen aber nicht, denn in der iiblichen Quantenmechanik erweisen
sie sich als wnitir dquivalent. Allgemein heiflen zwei *-Darstellungen m; und my von Aqgy auf $;
beziehungsweise §)s unitir dquivalent, wenn es eine unitire Abbildung U : $; — o gibt, so dafl

Urmi(A) = m(A)U (4.38)

fiir alle A € Aqy erfiillt ist. In diesem Fall heifit U auch (unitérer) Verschrinkungsoperator (eng.:
intertwiner).

Fiir eine gegebene Observablenalgebra Aqy stellt sich nun also die Frage, ob und gegebenenfalls
wieviele *-Darstellungen Aqy; besitzt. Die GNS Konstruktion!! erlaubt es, auf konstruktivem Wege
eine *-Darstellung zu einem Zustand w von Agqy anzugeben.

Sei also w : Aqu — C ein Zustand. Da dieser die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (2.11)erfiillt,
kann man zeigen, daf}

ein Linksideal, das sogenannte Gel’fand-Ideal ist'?. Man definiert nun den Quotientenraum
57)w = -AQM/gw- (4-40)

Elemente in $),, werden mit 14 bezeichnet, wobei 14 die Aquivalenzklasse von A € Aqu ist, also
A~ A falls A— A’ € §,. Auf $, hat man nun zwei weitere Strukturen: eine Darstellung von Aqy
und ein Skalarprodukt. Die Darstellung m, von Agqy ist als

mu(A)YB = YaB (4.41)

definiert, also die iibliche Darstellung einer assoziativen Algebra auf sich selbst modulo eines Links-
ideals. Das Skalarprodukt ist

(a,9B), = w(A"B). (4.42)

Da J., aus Aqu ,herausgeteilt® wurde, ist (-,-), tatsichlich positiv definit. SchlieBlich zeigt man,
daf} m, eine *-Darstellung ist, weil

(Yo, mu(A)¢) = w(C*AB) = w((A*C)*B) = (7, (A%)dc, ¥B)- (4.43)

Damit hat man also eine *-Darstellung m, von Aqgy auf £, aus einem Zustand w : Aqy — 9w
konstruiert, welche nun die GNS Darstellung zu w genannt wird.

Als bemerkenswerte und zugleich auch charakterisierende Eigenschaft gilt weiter, daf} alle Vek-
toren ¢4 € 9, durch Anwendung eines Erzeugungsoperators m,(A) aus dem Vakuumsvektor i)
erhalten werden, denn

Ya =11 = T (A)1. (4.44)

"Nach Gel'fand, Naimark und Segal.
12Zur Erinnerung: Ein Linksideal J C A einer assoziativen Algebra A ist ein Untervektorraum mit der Eigenschaft,
daB fiir alle I € J und A € A auch AT € J gilt.
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Man nennt eine solche Darstellung auch zyklisch mit zyklischem Vektor y. Schliellich 148t sich
das Funktional w als Vakuumserwartungswert rekonstruieren, denn es gilt

w(A) = (Y1, 7w (A)1). (4.45)

Diese Begriffsbildung stammt aus der Quantenfeldtheorie, wo die GNS Konstruktion urspriinglich
verwendet wurde, siehe auch [20].

Ubungsaufgabe 4.19 Beweisen Sie die behaupteten Eigenschaften der GNS Darstellung. Zeigen
Sie insbesondere, daf$ alle Definitionen wohldefiniert sind, also unabhdngig von den jeweiligen Re-
prdsentanten in einer Aquivalenzklasse.

Als Bemerkung mochte ich noch erwéhnen, dafl im Falle einer C*-Algebra Aqy die Darstellung
7, automatisch zu beschrinkten Operatoren auf dem Pra-Hilbert-Raum $),, fithrt. Daher 148t sich
die Darstellung auf die Vervollstindigung 9., fortsetzen und liefert eine *-Darstellung von Agq,; auf
einem Hilbert-Raum.

Zum Abschluf und als Ausblick gebe ich nun folgendes Beispiel aus der Deformationsquantisie-
rung an. Sei das Schrédinger-Funktional w : C3°(R*®)[[A]] — C[[\]] durch

w(f)= | [f(q,0)d"q (4.46)
R

definiert. Mit einigen elementaren partiellen Integrationen zeigt man, dafl

o ren 1) = [ TNI@OIND (.0 4> 0 (4.47)
gilt, womit w zu einem positiven Funktional wird. Die zugehorige GNS Darstellung erweist sich
dabei gerade als die Weyl-Darstellung ow.,; auf C§°(R™) mit dem iiblichen L?-Skalarprodukt (3.9).
Eine vo6llig analoge Konstruktion ist allgemein auf Kotangentenbiindeln moglich, siehe [7-9,30].
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