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hnis 311 Einleitung und MotivationDie Quantentheorie feierte ihren 100-j�ahrigen Geburtstag, und trotzdem soll man si
h no
h mitdem Problem der Quantisierung bes
h�aftigen? Tats�a
hli
h gibt es daf�ur na
h wie vor gute Gr�undeund ungekl�art Fragen ebenso wie neue Te
hniken und Resultate, auf die i
h in diesem Beitrag zurersten Freiburger Sommers
hule f�ur Theoretis
he Physik aufmerksam ma
hen will.Zwar ist die ni
ht-relativistis
he Quantentheorie endli
h vieler Punktteil
hen, die si
h im Eukli-dis
hen Raum bewegen, gut verstanden, die physikalis
he Realit�at erfordert aber ein weitergehendesund tieferes Verst�andnis f�ur kompliziertere Situationen.Die Einbeziehung der Relativit�atstheorie f�uhrt auf Quantenfeldtheorien, deren Formulierungbislang na
h wie vor nur st�orungstheoretis
h um eine freie (also ni
ht-we
hselwirkende) Theoriem�ogli
h ist, wenn man von bestimmten Modellen in niedrigeren Raumdimensionen absieht. Ne-ben der unendli
hen Zahl physikalis
her Freiheitsgrade ist eine S
hwierigkeit, die hier auftritt, dieAnwesenheit von Ei
hfreiheitsgraden: zur klassis
hen Bes
hreibung verwendet man zus�atzli
h Frei-heitsgrade, die keine unmittelbare physikalis
he Relevanz besitzen. Als Beispiel sei die Maxwells
heTheorie des Elektromagnetismus genannt: die Potentiale (�; ~A) dienen der Vereinfa
hung des Pro-blems, sind selbst allerdings physikalis
h ni
ht beoba
htbar. Der beoba
htbare Gehalt der Theoriesind die Felder ~E = �~r� � ��t ~A und ~B = ~r� ~A. Will man nun die tats�a
hli
hen, physikalis
henFreiheitsgrade bes
hreiben, mu� man zu Ei
h�aquivalenzklassen der Potentiale �ubergehen. Im obigenBeispiel sind (�; ~A) und (�0; ~A0) als physikalis
h �aquivalent zu betra
hten, wenn sie die selben Fel-der ~E und ~B liefern. Der �Ubergang zu den entspre
henden �Aquivalenzklassen wird auf klassis
herSeite au
h Phasenraumreduktion genannt, da si
h typis
herweise die Dimension des Phasenraumesverringert. Dadur
h wird aber im allgemeinen die Geometrie des klassis
hen reduzierten Phasen-raums erhebli
h komplizierter. In der Regel erh�alt man "S
hlaufen und Henkel\, der reduziertePhasenraum ist gekr�ummt und es gibt keine "globalen Koordinaten\ wie die �ubli
hen (q; p) mehr,siehe Abbildung 1. Aus diesem Grunde wird eine naive "kanonis
he\ Quantisierung unm�ogli
h.Als Modelle f�ur diese Situation in Feldtheorien mit Ei
hfreiheitsgraden betra
htet man daherendli
h-dimensionale Phasenr�aume mit komplizierter Geometrie, um die auftretenden Ph�anomene,2
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Abbildung 1: Phasenraumreduktion liefert komplizierte Geometrie.die f�ur unendli
h viele Freiheitsgrade si
herli
h ni
ht gerade einfa
her werden, an diesen "toy-models\ zu studieren.Neben diesem angestrebten besseren Verst�andnis des Themenkomplex Ei
hfreiheitsgrade $Phasenraumreduktion$ Quantisierung gibt es weitere Gr�unde, si
h mit der Quantisierung endli
h-dimensionaler Phasenr�aume mit komplizierterer Geometrie als R2n zu bes
h�aftigen.Hier sei zum einen der Fall eines Teil
hens in einem gekr�ummten Hintergrund genannt, alsoeine Situation, die man na
h Einbeziehung allgemein-relativistis
her E�ekte erwarten mu�.Weiter zeigt si
h, da� das Verst�andnis der Quantentheorie zu komplizierten Phasenr�aumen vomte
hnis
hen Aspekt her eng mit der Frage na
h einer "Quantisierung von Geometrie\ s
hle
hthinverkn�upft ist. Trotz vieler ungekl�arter Fragen erho�t man si
h Anwendungen dieser "ni
htkommu-tativen Geometrie\ beispielsweise in einer Quantentheorie der Gravitation.Im folgenden werde i
h diese spekulativen Aspekte zwar als eine Motivation gelten lassen,ansonsten aber einen eher konservativen Standpunkt einnehmen: Es soll die (ni
ht-relativistis
he)Quantentheorie von endli
h vielen klassis
hen Freiheitsgraden untersu
ht werden, deren klassis
herPhasenraum eine kompliziertere Geometrie als R2n besitzen darf. Dabei sei ein konzeptuell klareswie au
h mathematis
h "sauberes\ Vorgehen angestrebt.Um die Problemstellung der Quantisierung klar formulieren zu k�onnen, m�o
hte i
h daherzun�a
hst an die wesentli
hen Strukturen in klassis
her Me
hanik und Quantenme
hanik erinnernund eine Formulierung bereitstellen, wel
he der Problemstellung m�ogli
hst angepa�t ist. Dabei giltes insbesondere, die Begri�e "Zustand\, "Observable\, "Zeitentwi
klung\ et
. zu kl�aren. Ans
hlie-�end wird die kanonis
he Quantisierung, wie sie in den �ubli
hen Lehrb�u
hern zu �ndet ist, dieMotivation f�ur den Begri� des Sternprodukts sein. Diesen zentralen Begri� der Deformationsquan-tisierung gilt es dann ausf�uhrli
h zu diskutieren und das Errei
hte mit den angestrebten Zielenkritis
he zu verglei
hen. Als weiterf�uhrende Literatur verweise i
h hier auf [19, 30℄.2 Klassis
he Me
hanik und Quantenme
hanik2.1 Erinnerung an die �ubli
he FormulierungHier sei kurz an die �ubli
he Formulierung der Hamiltons
hen klassis
hen Me
hanik und der Quan-tenme
hanik erinnert. Genaueres �ndet man beispielsweise in [1, 18, 21, 28, 29℄.
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2.1.1 Hamiltons
he klassis
he Me
hanik: Version IDie Arena der klassis
hen Me
hanik bildet der Phasenraum M , im einfa
hsten Fall M = R2n,wobei n die Zahl der Freiheitsgrade bezei
hnet.� Die reinen Zust�ande sind dann gerade die Punkte im Phasenraum x 2M , �ubli
herweise dur
hOrte und kanonis
h konjugierte Impulse gekennzei
hnet x = (q; p) 2 R2n. Auf die Frage, wiesi
h gemis
hte Zust�ande bes
hreiben lassen, werde i
h sp�ater n�aher eingehen.� Die Observablen sind die reellwertigen (oder komplexwertigen) Funktionen f : M ! R aufdem Phasenraum, typis
herweise mit zus�atzli
hen analytis
hen Eigens
haften: stetige Funk-tionen C(M), glatte (also unendli
h oft di�erenzierbare) Funktionen C1(M), analytis
heFunktionen C!(M) oder polynomiale Funktionen Pol(M).Nota bene: Es ist klar zu unters
heiden zwis
hen einem Punkt (= Zustand) (qi; pi) 2 R2nund den Koordinatenfunktionen (= Observable) qi; pi : R2n ! R. Leider wird dies in vielenLehrb�u
hern weder in der Notation no
h konzeptuell deutli
h unters
hieden. Es sollte aberklar sein, da� dieser fundamentale Unters
hied von Bedeutung ist.� Der Erwartungswert Ex(f) einer Observablen f im Zustand x ist gerade der Funktionswertf(x).� Die m�ogli
hen Me�werte einer Observablen f sind die Werte, die die Funktion annimmt, alsodie Menge f(M) � R.� Das S
hwankungsquadrat �x(f) bei wiederholter Messung einer Observablen f in einem rei-nen Zustand x 2M ist(�x(f))2 = Ex(f2)�Ex(f)2 = (f(x))2 � (f(x))2 = 0: (2.1)� Die Zeitentwi
klung wird dur
h eine spezielle Observable, die Hamilton-Funktion H :M ! Rbestimmt. Die Zeitentwi
klung eines Zustandes x 2 M ist eine Kurve t 7! x(t) = (q(t); p(t))in M dur
h x(0) = x, wel
he den Hamiltons
hen Bewegungsglei
hungen gen�ugt:_qi(t) = �H�pi (q(t); p(t)) und _pi(t) = ��H�qi (q(t); p(t)) f�ur i = 1; : : : ; n: (2.2)2.1.2 Quantenme
hanik: Version IWas der Phasenraum M f�ur die klassis
he Me
hanik ist, ist der Hilbert-Raum H f�ur die Quanten-me
hanik. F�ur realistis
he Quantensysteme besitzt H eine abz�ahlbar unendli
he Hilbert-Basis, f�urvereinfa
hte Systeme und Modelle sind aber au
h endli
h-dimensionale Hilbert-R�aume von Inter-esse.� Die reinen Zust�ande sind dann komplexe Strahlen im Hilbert-Raum H, also �Aquivalenzklassenvon Vektoren  2 H n f0g, wobei  �  0, wenn  = z 0 mit z 2 C n f0g.� Die Observablen werden dur
h Operatoren auf H bes
hrieben. Hier sind zum einen die be-s
hr�ankten (= stetigen) Operatoren B(H) von Interesse aber au
h unbes
hr�ankte, selbstad-jungierte Operatoren, die entspre
hend nur einen di
hten De�nitionsberei
h in H haben.
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� Der Erwartungswert E (A) einer Observablen A in einem Zustand  ist dur
hE (A) = h ;A ih ; i (2.3)gegeben. O�enbar h�angt E (A) nur von dem Zustand ab, der dur
h  2 H n f0g bes
hriebenwird.� Die m�ogli
hen Me�werte einer Observablen A sind die Spektralwerte spe
(A). Um einenvern�unftige De�nition von spe
(A) zu erhalten, mu� A selbstadjungiert sein. Dann kannspe
(A) aus Eigenwerten von A bestehen, wie beispielsweise beim harmonis
hen Oszillator.Andererseits kann es aber au
h Spektralwerte geben, die keine Eigenwerte sind, wie beimOrtsoperator.� Bei wiederholter Messung einer Observablen A im Zustand  ist das S
hwankungsquadrat(� (A))2 = E (A2)� (E (A))2 6= 0 (2.4)im allgemeinen von Null vers
hieden: F�ur jeden Zustand  gibt es eine Observable A, soda� (� (A))2 6= 0. Grund hierf�ur ist die Ni
htkommutativit�at der Observablen. Physikalis
h�uberpr�ufbare Grenzen f�ur die S
hwankungsquadrate (� (A))2 ergeben si
h aus den Hei-senbergs
hen Uns
h�arferelationen. Da diese ein physikalis
hes Ph�anomen darstellen, ist dieNi
htkommutativit�at der quantenme
hanis
hen Observablen zwingend erforderli
h.Da die Heisenbergs
hen Uns
h�arferelationen eine "Uns
h�arfe\ von der typis
hen Gr�o�en-ordnung des Plan
ks
hen Wirkungsquantums ~ vorhersagen, beispielsweise in der kanoni-s
hen Vertaus
hungsrelation [Q;P ℄ = i~, kann man erwarten, da� die Ni
htkommutativit�atder Observablen von der Ordnung ~ ist. Wie man dieser Vorstellung einen vern�unftigen physi-kalis
hen (und au
h mathematis
hen) Sinn geben kann, gilt es no
h eingehend zu diskutieren.� Die Zeitentwi
klung eines Zustandes  wird wieder dur
h eine spezielle Observable, denHamilton-Operator H, als L�osungskurve t 7!  (t) der S
hr�odinger-Glei
hungi~ ddt (t) = H  (t) (2.5)mit der Anfangsbedingung  (0) =  2 H bestimmt.2.2 VerallgemeinerungenIm folgenden sollen Verallgemeinerungen der bekannten Formulierungen von klassis
her Me
ha-nik und Quantenme
hanik diskutiert werden. Dabei sollen algebrais
he Aspekte mit dem Ziel imVordergrund stehen, einen direkten Verglei
h von klassis
her und quantenme
hanis
her Theorie zuerm�ogli
hen. Insbesondere nehmen die folgenden Charakterisierungen ni
ht mehr explizit Bezugauf die Anzahl der Freiheitsgrade, so da� viele der Aussagen au
h f�ur Feldtheorien und Systemeim thermodynamis
hen Limes ri
htig bleiben.Auf quantenme
hanis
her Seite sollen funktional-analytis
he Fragen wie na
h Vollst�andigkeit,Selbstadjungiertheit et
. zugunsten einer algebrais
heren Si
htweise in den Hintergrund treten underst in einem zweiten S
hritt ber�u
ksi
htigt werden.Auf klassis
her Seite werden die geometris
hen Fragen dur
h algebrais
he ersetzt. Dies ist da-dur
h motiviert, da� ein PhasenraumM die Funktionen C1(M) aufM bestimmt und andererseits,bei gen�ugend detailierter Kenntnis der Funktionen C1(M), aus diesen rekonstruiert werden kann.5



Dadur
h vermeidet man, �uber die komplizierte Di�erentialgeometrie von M zu spre
hen, und kannsi
h vielmehr den einfa
heren algebrais
hen Eigens
haften von C1(M) zuwenden. Da� man beidiesem Vorgehen au
h alle geometris
hen Eigens
haften von M in C1(M) in algebrais
her Formwieder�ndet, bedarf prinzipiell einer eingehenden Re
htfertigung, auf die hier aber verzi
htet wer-den soll.2.2.1 Quantenme
hanik: Version IIIn dieser zweiten Version einer Formulierung der Quantenme
hanik sollen, ausgehend vonB(H), dieEigens
haften einer Observablenalgebra, ihrer Zust�ande und Zeitentwi
klung axiomatisiert werden,um von der speziellen Realisierung auf einem Hilbert-Raum zu abstrahieren.� Als zentrales Objekt eines quantenme
hanis
hen Systems sollen die Observablen angesehenwerden. Wie im "Beispiel\ B(H) fordert man, da� die Observablen die algebrais
he Struktureiner assoziativen Algebra AQM �uber den komplexen Zahlen besitzen. Wie bereits dargelegt, istaufgrund der Uns
h�arferelationen zu erwarten, da� AQM ni
htkommutativ ist. Um wie inB(H)Hermites
he Elemente, die den im eigentli
hen Sinne observablen Gr�o�en entspre
hen sollen,auszei
hnen zu k�onnen, ben�otigt man eine �-Involution. Dies ist eine antilineare AbbildungA 7! A�, wel
he die Eigens
haften(AB)� = B�A� und (A�)� = A (2.6)erf�ullt. Im Falle von B(H) ist A� gerade der zu A adjungierte Operator. Eine derartige�-Involution erlaubt es, die �ubli
hen Begri�e aus B(H) auf den abstrakteren Fall AQM zu�ubertragen: ein Algebraelement hei�t Hermites
h, wenn A = A�, isometris
h, wenn U�U = 1,unit�ar, wenn U� = U�1, und Projektor, wenn P � = P = P 2.Damit ist AQM also eine ni
htkommutative �-Algebra. Weitere topologis
he Eigens
haften,wie beispielsweise das Vorhandensein einer C�-Norm wie in B(H), sollen zun�a
hst au�er a
htgelassen werden, womit man au
h �-Algebren von unbes
hr�ankten Operatoren betra
htenkann.� Die Zust�ande werden nun mit den Erwartungswertfunktionalen von AQM identi�ziert. Hierbeiist ein Erwartungswertfunktional einer �-Algebra ein normiertes, positives lineares Funktional! : AQM ! C, wobei positiv bedeutet, da�!(A�A) � 0 (2.7)f�ur alle A 2 AQM. Normiert bedeutet, da� !(1) = 1 gilt. F�ur den Fall AQM = B(H) erf�ullendie Funktionale A 7! E (A) wegenE (A�A) = h ;A�A ih ; i = hA ;A ik k2 = kA k2k k2 � 0 (2.8)die Positivit�at (2.7) ebenso wie die Normierungsbedingung. Damit hat man also tats�a
hli
heine Verallgemeinerung gefunden.Dieser Zustandsbegri� erlaubt insbesondere eine einfa
he Charakterisierung von reinen undgemis
hten Zust�anden. Sind !1 und !2 Zust�ande von AQM und ist � 2 (0; 1), so ist au
h diekonvexe Kombination ! = �!1 + (1� �)!2 (2.9)6



wieder ein Zustand. Ein Zustand ! hei�t nun gemis
ht, wenn er si
h auf ni
ht-triviale Weisein zwei andere Zust�ande zerlegen l�a�t. Ein Zustand hei�t rein, wenn dies ni
ht m�ogli
h ist.Als Beispiel f�ur gemis
hte Zust�ande seien hier die thermis
hen Zust�ande ! : A 7! tr(%A) mit% = 1Z e��H erw�ahnt2. Hier ist � die inverse Temperatur, H der Hamilton-Operator und Zdie Zustandssumme, wel
he die Normierung !(1) = 1 si
herstellt.�Ubungsaufgabe 2.1 Zeigen Sie, da� ! gem�a� (2.9) ein Zustand ist. Zeigen Sie weiter, da�ein Zustand der Form A 7! tr(%A) mit einem positiven Spurklasse-Operator % mit tr % = 1genau dann ein reiner Zustand ist, wenn % ein Projektor ist. Wel
he Dimension hat das Bildvon % in diesem Fall? Verglei
hen Sie Ihr Ergebnis mit (2.8).Ein positives Funktional ! : AQM ! C ist automatis
h reell!(A�) = !(A) (2.10)und erf�ullt die Cau
hy-S
hwarz-Unglei
hung!(A�B)!(A�B) � !(A�A)!(B�B): (2.11)�Ubungsaufgabe 2.2 Beweisen Sie (2.10) und (2.11), indem Sie folgende positive quadrati-s
he Form p(z) = !((zA+B)�(zA+B)) � 0 f�ur z 2 C betra
hten.� Die m�ogli
hen Me�werte einer Observablen A sind wieder dur
h das Spektrum spe
(A) ge-geben. Um einen physikalis
h vern�unftigen Spektralbegri� zu erhalten, ist im allgemeinenmehr als eine �-Algebra AQM vorauszusetzen. Zun�a
hst soll das Spektrum einer Observable Aintrinsis
h de�niert sein, also aus den algebrais
hen Relationen in AQM folgen und ni
ht vonder Wahl eines Zustandes et
. abh�angen. Nimmt man B(H) als Beispiel, so w�arenI spe
(A) � R f�ur alle A = A�,I spe
(A�A) � R+ f�ur alle A,I spe
(p(A)) = p(spe
(A)) f�ur alle Polynome pweitere, nat�urli
he Forderungen an eine De�nition von spe
(A). Dar�uberhinaus sollte f�urA = A� dur
h jeden Zustand ! ein Spektralma� d! auf spe
(A) gegeben sein, so da�!(A) = Za2spe
(A) a d!(a) (2.12)gilt. F�ur B(H) ist dies gerade die Aussage des (ni
httrivialen!) Spektralsatzes, siehe beispiels-weise [4℄. Es zeigt si
h, da� ein vern�unftiger Spektralbegri� ohne eine C�-Norm nur sehrs
hwer, wenn �uberhaupt zu errei
hen ist.Dieser funktional-analytis
he Gesi
htspunkt, der f�ur eine physikalis
he Interpretation un-erl�a�li
h ist, soll jedo
h im folgenden, wie verabredet, ni
ht weiter ber�u
ksi
htigt werden.Es soll vielmehr angenommen werden, da� AQM si
h in eine C�-Algebra einbetten l�a�t, soda� man einen guten Spektralbegri� zur Verf�ugung hat. Wie dies zu ges
hehen hat, wird ty-pis
herweise stark vom jeweiligen Beispiel abh�angen, so da� hier wenig allgemeine Aussagengema
ht werden k�onnen.2Hierf�ur ist si
herzustellen, da� % ein positiver Spurklasse-Operator mit tr % = 1 ist. Dies impliziert insbesondere,da� das Spektrum von H diskret, na
h unten bes
hr�ankt und von einem bestimmten Wa
hstum ist.7



� F�ur die Zeitentwi
klung betra
htet man f�ur den Fall B(H) zun�a
hst das Heisenberg-Bild, alsodie Heisenberg-Glei
hung ddtA(t) = i~ [H;A(t)℄ (2.13)f�ur eine Kurve t 7! A(t) von Observablen. Deren L�osung ist dur
hA(t) = U�t A(0)Ut (2.14)gegeben, wobei Ut eine 1-Parametergruppe von unit�aren Operatoren Ut 2 B(H) ist, wel
heder S
hr�odinger-Glei
hung i~ ddtUt = H Ut (2.15)gen�ugt3. Der Begri� unit�are 1-Parametergruppe bedeutet, da�U0 = id; UtUs = Ut+s = UsUt und U�t = U�t = (Ut)�1 (2.16)gilt. Der algebrais
he Gehalt von (2.14) l�a�t si
h nun folgenderma�en fassen: Man betra
htetdie Abbildung �t : AQM ! AQM, wobei�t(A) = U�t AUt: (2.17)Dies de�niert eine 1-Parametergruppe von �-Automorphismen von AQM. Es gilt also wiederdie Eigens
haft einer 1-Parametergruppe�0 = id und �t Æ �s = �t+s = �s Æ �t; (2.18)und jedes �t ist ein �-Automorphismus, denn es gilt f�ur z; w 2 C und A;B 2 AQM�t(zA+ wB) = z�t(A) + w�t(B); �t(AB) = �t(A)�t(B) und �t(A�) = (�t(A))�:(2.19)Damit ist die quantenme
hanis
he Zeitentwi
klung also eine 1-Parametergruppe von �-Auto-morphismen der Observablenalgebra AQM. Im allgemeinen wird �t aber von kompliziertererForm als (2.17) sein.�Ubungsaufgabe 2.3 Veri�zieren Sie (2.18) und (2.19) f�ur das Beispiel (2.17).2.2.2 Klassis
he Me
hanik: Version IIDie zugrundeliegende geometris
he Struktur eines allgemeineren Phasenraumes, wie er typis
her-weise als reduzierter Phasenraum auftritt, ist die einer di�erenzierbaren Mannigfaltigkeit M . Grobgespro
hen handelt es si
h bei einer di�erenzierbaren Mannigfaltigkeit um ein geometris
hes Ge-bilde, wel
hes lokal wie ein o�enes Gebiet im Rm aussieht und demna
h au
h lokale Koordinatenzul�a�t. Global kann es allerdings eine kompliziertere Geometrie besitzen. Als Beispiel sei hier dieErdober
�a
he (eine 2-Sph�are) und der Fahrrads
hlau
h (ein 2-Torus) genannt, siehe Abbildung 2.Wi
htig ist nun, da� man na
h wie vor einen Begri� von "Di�erenzierbarkeit\ f�ur Funktionenf :M ! C hat.3Au
h hier sind einige analytis
he Aspekte zu pr�azisieren: Glei
hung (2.15) ist im Sinne der starken Topologiezu verstehen, denn dann gilt der Satz von Stone, da� Ut genau dann eine in t stark-stetige 1-Parametergruppe vonunit�aren Abbildungen ist, wenn H ein selbstadjungierter Operator ist, siehe beispielsweise [25, Se
t. VIII.4℄8



S T22Abbildung 2: Zweidimensionale di�erenzierbare Mannigfaltigkeiten: Sph�are und Torus.� Als Observablen nimmt man na
h wie vor die glatten komplexwertigen Funktionen C1(M)auf M . Diese bilden eine kommutative assoziative �-Algebra, wobei das Produkt von f; g 2C1(M) punktweise (fg)(x) = f(x)g(x); x 2M; (2.20)erkl�art ist, und die �-Involution dur
h die komplexe Konjugation(f�)(x) = f(x); x 2M; (2.21)gegeben ist. Dur
h diese s
heinbar "unn�otige\ Hinzunahme komplexwertiger Funktionen isteine gr�o�ere strukturelle �Ahnli
hkeit mit der quantenme
hanis
hen Observablenalgebra er-rei
ht.Damit M die Interpretation eines Phasenraumes zul�a�t, ben�otigt man eine weitere Struktur,die Poisson-Klammer ff; gg. Dies ist eine bilineare Verkn�upfung von glatten Funktionen mitfolgenden Eigens
haften:I Antisymmetrie: ff; gg = �fg; fg.I Leibniz-Regel: ff; ghg = ff; ggh+ gff; hg.I Ja
obi-Identit�at: ff; fg; hgg = fff; gg; hg + fg; ff; hgg.Eine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit mit einer sol
hen Poisson-Klammer hei�t entspre
hendau
h Poisson-Mannigfaltigkeit. Man kann zeigen, da� in lokalen Koordinaten (x1; : : : ; xm) diePoisson-Klammer ff; gg von der Gestaltff; gg(x) =Xi;j �ij(x) �f�xi (x) �g�xj (x) (2.22)ist, wobei �ij = ��ji lokale Funktionen sind, wel
he die quadratis
he partielle Di�erential-glei
hung mXl=1 ��il ��jk�xl + �jl ��ki�xl + �kl ��ij�xl � = 0 (2.23)f�ur i; j; k = 1; : : : ;m erf�ullen. 9



�Ubungsaufgabe 2.4 Zeigen Sie, da� (2.23) �aquivalent zur Ja
obi-Identit�at ist.Als letzte Eigens
haft der Poisson-Klammer hat man ihre Realit�at. Es giltff; gg = ff; gg; (2.24)was mit �ij = �ij glei
hbedeutend ist.Die Poisson-Klammer hei�t symplektis
h, wenn die Matrix (�ij(x)) an jedem Punkt x 2 Minvertierbar ist. In diesem Fall nennt man die Poisson-Mannigfaltigkeit eine symplektis
heMannigfaltigkeit. F�ur die klassis
he Me
hanik ist dies der wi
htigste Fall.�Ubungsaufgabe 2.5 Zeigen Sie, da� f�ur M = R2n die kanonis
he Poisson-Klammerff; gg = nXr=1� �f�qr �g�pr � �f�pr �g�qr� (2.25)die obigen Axiome tats�a
hli
h erf�ullt und bestimmen Sie die Funktionen �ij. Zeigen Sie so,da� diese Poisson-Klammer symplektis
h ist.Eine kommutative assoziative Algebra A mit einer Poisson-Klammer hei�t Poisson-Algebra.Ist A zudem eine �-Algebra und sind �-Involution und Poisson-Klammer wie in (2.24) mitein-ander vertr�agli
h, so nennt man A eine Poisson-�-Algebra. Damit gelangt man also s
hlie�li
hzu folgender Formulierung: die Observablen der klassis
hen Me
hanik bilden eine Poisson-�-Algebra Aklass. Diese Charakterisierung geht weit �uber die klassis
he Me
hanik hinaus undkann als wesentli
hes Strukturmerkmal der Observablen einer jeden klassis
hen Theorie an-gesehen werden.� F�ur die Bes
hreibung der Zust�ande bieten si
h folgende M�ogli
hkeiten an. Wie bereits disku-tiert entspre
hen die reinen Zust�ande gerade den Punkten des PhasenraumesM . Andererseitsist die Charakterisierung von Zust�anden von Aklass au
h �uber positive Funktionale m�ogli
h,da Aklass ja eine �-Involution besitzt. Dies erweist si
h als konsistent, denn die Punkte x vonM lassen si
h mit den Æ-Funktionalen Æx : C1(M)! C identi�zieren, wel
he wegenÆx(ff) = f(x)f(x) � 0 (2.26)positive Funktionale sind. Damit ist die zweite Charakterisierung eine Verallgemeinerung derersten. Dar�uberhinaus gibt es weitere positive Funktionale, wel
he dur
h Integration bez�ugli
handerer Ma�e d� als den Punktma�en (= Æ-Funktionale) erhalten werden, alsof 7! ZM f d�: (2.27)Insbesondere erh�alt man thermodynamis
he Zust�ande mit der Integrationsdi
hte 1Z e��H . DerRieszs
he Darstellungssatz, siehe beispielsweise [26, S. 40℄ und [12, App. B℄, besagt, da�man dur
h geeignete Integrationen bereits alle positiven Funktionale von Aklass erh�alt: Diepositiven Funktionale von C1(M) sind dur
h positive Borel-Ma�e auf M (mit kompaktemTr�ager) gegeben.�Ubungsaufgabe 2.6 Zeigen Sie, da� die reinen Zust�ande gerade die Æ-Funktionale sind,alle anderen Zust�ande sind gemis
ht. 10



� Die Zeitentwi
klung l�a�t si
h s
hlie�li
h auf folgende Weise algebrais
h bes
hreiben. Zun�a
hstbestimmt eine Hamilton-Funktion H �uber die Hamiltons
hen Bewegungsglei
hungen4 zu ge-gebener Anfangsbedingung x(0) = x 2M eine L�osungskurve t 7! x(t). Man de�niert nun dieFlu�abbildung Ft :M !M dadur
h, da� Ft einen Punkt x 2M auf den Punkt x(t) abbildet,wobei die Kurve x(t) diejenige L�osungskurve mit x(0) = x ist, alsoFt(x) = x(t) mit x(0) = x: (2.28)Die Flu�abbildung hat nun wieder die Eigens
haft einer 1-Parametergruppe5F0 = id und Ft Æ Fs = Ft+s = Fs Æ Ft: (2.29)Ist f nun eine Observable, so de�niert man �t(f) :M ! C dur
h�t(f) := f Æ Ft (2.30)und erh�alt dadur
h f�ur alle t wieder eine Observable. Es gilt also(�t(f))(x) = f Æ Ft(x) = f(x(t)): (2.31)Damit erh�alt man also als Zeitentwi
klung zu jeder Observablen f eine Kurve t 7! f(t) =�t(f) von Observablen mit f(0) = f . Folgende Eigens
haften der Zeitentwi
klung �t lassensi
h direkt von (2.29) und (2.30) ablesen. Es gilt�0(f) = f und �t(�s(f)) = �t+s(f) = �s(�t(f)) (2.32)sowie�t(zf +wg) = z�t(f) + w�t(g); �t(fg) = �t(f)�t(g) und �t(f) = �t(f)): (2.33)Man verglei
he dies mit den Glei
hungen (2.18) und (2.19)! Da die Zeitentwi
klung von denHamiltons
hen Bewegungsglei
hungen herr�uhrt, l�a�t si
h dar�uberhinaus zeigen, da�ddtf(t) = �fH; f(t)g (2.34)und �t(ff; gg) = f�t(f); �t(g)g (2.35)gilt. Glei
hung (2.34) kann als "in�nitesimale Version\ der Zeitentwi
klung gedeutet wer-den und ist o�enbar das direkte Analogon zur Heisenbergs
hen Bewegungsglei
hung (2.13).Glei
hung (2.35) besagt, da� �t au
h mit der Poisson-Klammer vertr�agli
h ist.Fa�t man diese Eigens
haften von �t zusammen, so erh�alt man das Resultat, da� die klassi-s
he Zeitentwi
klung �t eine 1-Parametergruppe von Poisson-�-Automorphismen der Obser-vablenalgebra Aklass ist.4Hierzu ist no
h anzumerken, da� auf einer Poisson-Mannigfaltigkeit eine geometris
he Version von (2.2) existiert,die also ni
ht von den speziell gew�ahlten Koordinaten abh�angt.5Da die Kurven t 7! x(t) dur
h eine Di�erentialglei
hung mit glatten KoeÆzienten de�niert werden, h�angt Ft(x)auf glatte Weise von x ab. Damit sind die Ft also ni
ht nur Bijektionen sondern sogar Di�eomorphismen von M .11



2.2.3 Zusammenfassung: Bisherige StrukturenNa
h dieser eingehenden Analyse �ndet man also, da� der wesentli
he strukturelle Unters
hied vonklassis
her Me
hanik und Quantenme
hanik die Ni
htkommutativit�at der quantenme
hanis
henObservablenalgebra AQM ist, w�ahrend die klassis
he Observablenalgebra Aklass zwar kommutativist, daf�ur aber eine zus�atzli
he Struktur, die Poisson-Klammer, besitzt, siehe Tabelle 1. Es ist au
hklar geworden, da� die Observablenalgebra in beiden F�allen als das fundamentale Objekt angesehenwerden sollte, da si
h die Zust�ande als daraus resultierend erweisen: Kennt man die �-Algebra Aso kennt man au
h ihre positiven Funktionale.klassis
h QMObservablen Poisson-�-Algebra Aklass �-Algebra AQM(kommutativ) (ni
htkommutativ)Zust�ande positive Funktionale von AZeitentwi
klung 1-Parametergruppe von Automorphismen von Ain�nitesimal ddtf(t) = �fH; f(t)g ddtA(t) = i~ [H;A(t)℄Tabelle 1: Ausgangspunkt des Quantisierungsproblems.2.3 Die Problemstellung: QuantisierungWas will man nun mit "Quantisierung\ errei
hen? Zun�a
hst einmal ma
ht man die allt�agli
he Be-oba
htung, da� die klassis
he Me
hanik die Wirkli
hkeit in gro�en Berei
hen au�erordentli
h gutbes
hreibt, also keineswegs "fals
h\ ist. Dieses Ph�anomen des klassis
hen Limes aus der Quanten-me
hanik heraus zu erkl�aren, ist sowohl konzeptuell als au
h te
hnis
h s
hwierig. Es sei hier aufdie anderen Beitr�age zur Sommers
hule verwiesen.Na
h all unserem heutigen Verst�andnis ist die Quantentheorie aber die fundamentalere, umfas-sendere Bes
hreibung der Natur. Versteht man "Quantisierung\ also als "�Ubergang\ von klassis
herPhysik zur Quantenphysik, so handelt es si
h dabei ni
ht um ein physikalis
hes Ph�anomen: DieWelt ist vielmehr bereits quantisiert, und die Quantisierung ist ledigli
h der Versu
h, eine quanten-theoretis
he Bes
hreibung aus der klassis
hen, uns bekannten Bes
hreibung zu konstruieren. Wir(die Physiker) sind s
heinbar ni
ht in der Lage, a priori und intrinsis
h eine Quantentheorie bei-spielsweise des Standardmodells oder der Gravitation zu formulieren. Vielmehr wird immer voneinem klassis
hen Analogon ausgegangen, obwohl man annehmen sollte, da� eine a priori quanten-me
hanis
he Bes
hreibung m�ogli
h sei, da es si
h ja um die fundamentalere Theorie handelt.I
h m�o
hte mi
h nun aber ni
ht in philosophis
he Spekulationen verlieren, warum dies so ist,sondern es auf pragmatis
he Weise zur Kenntnis nehmen und "das Beste daraus ma
hen\. Es seiaber no
hmals darauf hingewiesen, da� es si
h beim "inversen Problem\ des klassis
hen Limes umein tats�a
hli
hes physikalis
hes Ph�anomen handelt.Konkret soll Quantisierung also bedeuten, da� man aus der Kenntnis der klassis
hen Bes
hrei-bung eines physikalis
hen Systems dessen quantenme
hanis
he Bes
hreibung (re-)konstruiert. Na
hder Analyse in Abs
hnitt 2.2 kommt der Observablenalgebra hier die S
hl�usselrolle zu: Quantisie-12



rung soll also in erster Linie ein Verfahren sein, AQM aus Aklass zu konstruieren. Dabei wird zun�a
hstni
ht klar sein, ob ein sol
hes Unterfangen �uberhaupt, und wenn ja, auf wel
he und wieviele Weisenzum Erfolg f�uhren wird.Die folgenden Anforderungen an eine derartige Konstruktion sollen ni
ht als strenge Axioma-tik sondern als Anregung und Motivation verstanden werden. In konkreten Beispielen �nden si
htypis
herweise weitere Anforderungen und M�ogli
hkeiten, diese genauer zu fassen.� Die quantenme
hanis
he Observablenalgebra AQM soll "genauso gro�\ wie die klassis
he Al-gebra Aklass sein. Klassis
he Observablen sind der klassis
he Limes von Quantenobservablen,weshalb es ni
ht mehr klassis
he Observablen als Quantenobservablen geben kann. Gibt esandererseits Quantenobservablen, die kein klassis
hes Analogon haben, so ist das Verfahrender Quantisierung f�ur ein derartiges System entweder zum S
heitern verurteilt, oder aber dieklassis
he Bes
hreibung mu� �uberda
ht und verfeinert werden.Als Beispiel sei hier der Spin genannt: dieser hat kein unmittelbares klassis
hes Analogon, essei denn, man formuliert ein Elektron mit Spin bereits klassis
h im Rahmen einer "Superme-
hanik\ und quantisiert diese. Ein derartiges Vorgehen ist dur
haus m�ogli
h.Die Korrespondenz von klassis
hen und quantenme
hanis
hen Observablen soll weiterhin hin-rei
hend explizit sein, damit man die physikalis
he Bedeutung der Algebraelemente in AQMdur
h Verglei
h mit den korrespondierenden Algebraelementen in Aklass erhalten kann. Daletztere als Funktionen auf dem Phasenraum realisiert sind, ist ihre physikalis
he Bedeutungals unmittelbar klar anzunehmen.� Hat man AQM konstruiert, so soll jeder Zustand von Aklass als klassis
her Limes eines Zu-standes von AQM auftreten. Da die quantenme
hanis
he Bes
hreibung die fundamentalere ist,ers
heint diese Konsistenzforderung plausibel und notwendig. Die Natur des klassis
hen Li-mes von Zust�anden gilt es nat�urli
h zu kl�aren, bevor eine derartige Aussage sinnvoll �uberpr�uftwerden kann.� Die quantenme
hanis
hen Observablen AQM sollen in einem zu pr�azisierenden Sinne im klas-sis
hen Limes auf Aklass f�uhren. Insbesondere erwartet man, da� f�ur korrespondierende klas-sis
he und quantenme
hanis
he Observablen im klassis
hen Limes ;Â� ; A�; ÂB̂ ; AB und 1i~ [Â; B̂℄; fA;Bg (2.36)gilt. Die Poisson-Klammer von Aklass wird unter diesem Korrespondenzprinzip als "S
hat-ten\ der quantenme
hanis
hen Ni
htkommutativit�at gesehen. Man bea
hte, da� die Poisson-Klammer in der klassis
hen Me
hanik tats�a
hli
h dimensionsbehaftet ist und die Dimensioneiner inversen Wirkung hat, w�ahrend der Kommutator dimensionslos ist. Deshalb ist das Kor-respondenzprinzip in dieser Form von den physikalis
hen Dimensionen gesehen konsistent.� Die Ni
htkommutativit�at von AQM als Manifestation der Uns
h�arferelationen wird dur
h dieGr�o�e des Plan
ks
hen Wirkungsquantums ~ kontrolliert. Insbesondere ist der klassis
he Li-mes ; in (2.36) so zu verstehen, da� typis
he Wirkungen des Systems gro� gegen ~ sind.Intuitiv wird der klassis
he Limes daher als "~ ! 0\ ges
hrieben. Vor einer zu naiven Ver-wendung von "~ ! 0\ sie hier jedo
h gewarnt: ~ ist eine dimensionsbehaftete universelleNaturkonstante, deren Wert ni
ht ge�andert werden kann und deren "Gr�o�e\ nur relativ zuanderen, systemabh�angigen Wirkungen beurteilt werden kann.� Die Existenz des klassis
hen Limes zeigt, da� die Korrekturen, die man anbringen mu�, umvonAklass na
hAQM zu gelangen, �ubers
haubar und eventuell sogar klein sein sollten: Es bedarf13



dur
haus sorgf�altiger und pr�aziser Messungen, um Quantene�ekte �uberhaupt zu beoba
hten.Dies wird sp�ater im Begri� der Deformation algebrais
her Strukturen umgesetzt.� AQM soll einen physikalis
h vern�unftigen Spektralbegri� zulassen, si
h also beispielsweise ineine C�-Algebra einbetten lassen.� AQM soll m�ogli
hst explizit aus Aklass konstruiert werden, ansonsten ist das eigentli
h Ziel von"Quantisierung\ verfehlt.� Der �Ubergang von Aklass na
h AQM soll konzeptuell klar erfolgen. Es soll eine klare Tren-nung von beispielabh�angigen und unabh�angigen Z�ugen m�ogli
h sein. Die notwendigen ad-ho
Annahmen und ihre Auswirkungen sollen kontrollierbar sein, um die auftretenden Mehrdeu-tigkeiten bei der Konstruktion �ubers
haubar zu ma
hen.3 Von kanonis
her Quantisierung zu Sternprodukten3.1 Kanonis
he Quantisierung und Ordnungsvors
hriftenAls erstes Beispiel untersu
ht man den 
a
hen Phasenraum R2n mit der kanonis
hen Poisson-Klammer (2.25). Der Einfa
hheit wegen sei n = 1, man hat also die kanonis
h konjugierten Koor-dinatenfunktionen q und p mit der Poisson-Klammerfq; pg = 1: (3.1)Kanonis
he Quantisierung, wie man dies in allen Lehrb�u
hern der Quantenme
hanik [18,29℄ �ndenkann, bedeutet nun, die klassis
hen Observablen q und p dur
h quantenme
hanis
he Observablen Qund P zu ersetzen, wobei letztere als Di�erentialoperatoren auf Wellenfunktionen realisiert werden.Um den funktional-analytis
hen Fragen zun�a
hst auszuwei
hen, betra
htet man die glatten Funk-tionen mit kompaktem Tr�ager C10 (R) auf R und de�niert die Operatoren Q;P : C10 (R)! C10 (R)f�ur  2 C10 (R) dur
h (Q )(q) = q (q) und (P )(q) = �i~ � �q (q): (3.2)Dann bilden Q und P die glatten Funktionen mit kompaktem Tr�ager in si
h ab und es gilt dieVertaus
hungsrelation [Q;P ℄ = i~1: (3.3)Da dem allgemeinen Konzept na
h aber die klassis
he Observablenalgebra quantisiert werden sollund ni
ht nur einzelne Observablen, m�ussen au
h die Quantenanaloga zu allgemeineren klassis
henObservablen als q und p angegeben werden. Die kleinste Poisson-�-Algebra von Funktionen aufR2, die q und p enth�alt, ist die Polynomalgebra Pol(R2). Verwendet man diese als klassis
he Ob-servablenalgebra, so mu� man allen Monomen qkpl mit k; l 2 N einen entspre
henden Operatorzuordnen. Um dem Korrespondenzprinzip (2.36) Re
hnung zu tragen, ist es naheliegend, das glei
heMonom in den entspre
henden Q und P zu verwenden. Hier ergibt si
h aber folgendes Ordnungs-problem: w�ahrend in qkpl = plqk die Reihenfolge aufgrund der Kommutativit�at irrelevant ist, spieltdie Reihenfolge in QkP l 6= P lQk eine ents
heidende Rolle. Es gilt hier also, eine Ents
heidung �uberdie Anordnung der Variablen zu tre�en, �uber deren Auswirkung man si
h detailiert Gedanken ma-
hen mu�. Im folgenden werden zwei Ordnungsvors
hriften exemplaris
h vorgestellt und auf ihreEigens
haften untersu
ht. 14



3.1.1 Die StandardordnungDie erste Ordnungsvors
hrift, die i
h vorstellen will, ist die Standardordnung, bei der zuerst alleImpulse na
h re
hts ges
hrieben werden, bevor die Ersetzung q ; Q und p ; P erfolgt. Mande�niert daher die Standarddarstellung %S als Abbildung%S : Pol(R2)! Di�(C10 (R)) (3.4)der Polynome in die Di�erentialoperatoren dur
h%S(qkpl) = QkP l = �~i �l qk �l�ql (3.5)und setzt %S linear auf alle Polynome fort. Eine einfa
he �Uberlegung zeigt, da� %S folgenderma�enges
hrieben werden kann. F�ur ein beliebiges Polynom f 2 Pol(R2) gilt%S(f) = 1Xr=0 1r! �~i �r �rf�pr ����p=0 �r�qr : (3.6)Die Reihe ist nur eine endli
he Summe, wenn f ein Polynom in p ist, da dann alle Ableitungen derOrdnung r vers
hwinden, sobald r gr�o�er als der Grad in p ist. Zur Veri�kation von (3.6) re
hnetman %S(qkpl) direkt aus und erh�alt wie gew�uns
ht%S(qkpl) = 1Xr=0 1r! �~i �r �r(qkpl)�pr ����p=0 �r�qr = 1Xr=0 1r! �~i �r l! Ærl qk �r�qr = �~i �l qk �l�ql : (3.7)Aus Glei
hung (3.6) sieht man, da� die Standarddarstellung %S immer no
h wohlde�niert ist, wenndie Funktion f nur in den Impulsen p polynomial ist und eine beliebige glatte Abh�angigkeit von denOrten q aufweist. Diese nur in p polynomialen glatten Funktionen werden mit Pol(T �R) bezei
hnet6.Man bea
hte, da� Pol(T �R) tats�a
hli
h eine Poisson-�-Algebra ist. Auf diese Weise erh�alt man alsoeine Abbildung %S : Pol(T �R)! Di�(C10 (R)) (3.8)in die Di�erentialoperatoren auf C10 (R) mit glatten KoeÆzienten.Lemma 3.1 Die Standarddarstellung (3.8) ist bijektiv.Der Beweis dieser Behauptung folgt unmittelbar aus der expliziten Form (3.6). Damit erh�alt manalso tats�a
hli
h die gew�uns
hte Korrespondenz von klassis
hen und quantenme
hanis
hen Obser-vablen. In der Mathematik ist dieser Sa
hverhalt unter dem Sti
hwort Symbolkalk�ul f�ur Di�eren-tialoperatoren bekannt.Denno
h ist die Standarddarstellung %S aus einem anderen Grund physikalis
h unbefriedigend.Dazu betra
htet man die �-Involutionen von Pol(T �R) und Di�(C10 (R)). Letztere Algebra besitzteine nat�urli
he �-Involution, wel
he man dur
h Operatoradjunktion erh�alt. Hierf�ur verwendet mandas �ubli
he L2-Skalarprodukt h ; �i = ZR  (q)�(q) dq (3.9)6Diese Notation hat einen di�erentialgeometris
hen Ursprung: Hier fa�t man R2 als Kotangentenb�undel T �R desKon�gurationsraumes R auf, siehe au
h Abs
hnitt 3.2.2 15



f�ur Funktionen  ; � 2 C10 (R). Die glatten Funktionen mit kompaktem Tr�ager werden damit zu ei-nem Pr�a-Hilbert-Raum, dessen Vervollst�andigung der Hilbert-Raum der quadratintegrablen Funk-tionen L2(R; dx) ist. Solange man si
h auf C10 (R) bes
hr�ankt, ist die De�nition des adjungiertenOperators zu %S(f) unproblematis
h: er kann mittels partieller Integration einfa
h ausgere
hnetwerden. Dazu betra
hte i
h zun�a
hst eine Funktion der Form f(q; p) = fr(q)pr mit r 2 N undfr 2 C1(R) beliebig. Es gilth ; %S(f)�i = ZR  (q)�~i �r fr(q)�r��qr (q) dq= ZR�~i �r �r�qr � (q)fr(q)� �(q) dq= ZR�~i �r rXs=0�rs��sfr�qs (q) �r�s �qr�s (q) �(q) dq= ZR %S rXs=0�rs��~i �s �sfr�qs pr�s! ! (q) �(q) dq:
(3.10)

Damit gilt also f�ur den zu %S(frpr) adjungierten Operator%S(fr(q)pr)y = %S rXs=0�rs��~i �s �sfr�qs pr�s! : (3.11)Um diesen Ausdru
k weiter vereinfa
hen zu k�onnen, de�niert man folgenden Operator� = �2�q�p (3.12)und N = e ~2i� = 1Xs=0 1s! � ~2i�s�s (3.13)als Operator auf Pol(T �R). Man bea
hte, da� N tats�a
hli
h wohlde�niert ist, da f�ur jedes f 2Pol(T �R) in N(f) nur endli
h viele Terme in der Summe (3.13) beitragen, weil �sf = 0, sobald sgr�o�er als der Polynomgrad in p wird.Sei nun f(q; p) = fr(q)pr wie in (3.11), dann giltN2f = 1Xs=0 1s! �~i �s�sf= 1Xs=0 1s! �~i �s �sfr�qs �spr�ps= 1Xs=0 1s! �~i �s �sfr�qs r!(r � s)! pr�s; (3.14)
womit man die wi
htige Glei
hung %S(f)y = %S(N2f) (3.15)16



bewiesen hat. Aufgrund der Linearit�at von (3.15) gilt diese Beziehung f�ur alle f 2 Pol(T �R).Damit sieht man insbesondere, da� zu reellwertigem f = f kein Hermites
her Operator geh�ort, daim allgemeinen %S(f) 6= %S(N2f). Die klassis
he und die quantenme
hanis
he �-Involutionen sindalso ni
ht kompatibel.3.1.2 Die Weyl-OrdnungDiese unphysikalis
he Eigens
haft der Standardordnung l�a�t si
h mit Hilfe des Operators N nunlei
ht beheben. Man de�niert dazu die Weyl-Darstellung%Weyl(f) = %S(Nf) (3.16)f�ur f 2 Pol(T �R). Ausges
hrieben gilt also%Weyl(f) = 1Xr=0 1r! �~i �r �r(Nf)�pr ����p=0 �r�qr ; (3.17)aufgefa�t als Di�erentialoperator auf C10 (R). Da N = e ~2i� auf Pol(T �R) invertierbar ist, istau
h %Weyl eine lineare Bijektion von Pol(T �R) na
h Di�(C10 (R)). Mit einigen kombinatoris
hen�Uberlegungen kann man nun zeigen, da� f�ur ein Polynom f(q; p) = qkpl die Weyl-Darstellung%Weyl(f) das entspre
hende vollst�andig symmetrisierte Polynom in den Operatoren Q und P ist,also beispielsweise %Weyl(q2p) = 13(Q2P +QPQ+ PQ2) = �i~q2 ��q � i~q: (3.18)Diese Ordnungsvors
hrift wird au
h als Weyl-Ordnung bezei
hnet. Dar�uberhinaus gilt nun mit(3.15) und (3.16)%Weyl(f)y = %S(Nf)y = %S(N2Nf) = %S(N2N�1f) = %S(Nf) = %Weyl(f); (3.19)womit die klassis
he �-Involution mit der quantenme
hanis
hen �ubereinstimmt.Um nun die anderen Anforderungen an eine Quantisierung zu �uberpr�ufen, m�u�te man insbeson-dere das Korrespondenzprinzip (2.36) genauer untersu
hen. Dies stelle i
h hier als �Ubungsaufgabe,da i
h im folgenden einen anderen Weg eins
hlagen will, der auf die De�nition von Sternproduktenf�uhrt.�Ubungsaufgabe 3.2 Sei f; g 2 Pol(T �R). Bere
hnen Sie dann %S(fg) und %S(f)%S(g) sowie%S(ff; gg) und 1i~ [%S(f); %S(g)℄ und verglei
hen Sie. Was f�allt auf? Sie k�onnen die glei
he Re
h-nung au
h f�ur die Weyl-Ordnung dur
hf�uhren.3.2 Die ersten Sternprodukte3.2.1 Das standardgeordnete Sternprodukt und das Weyl-ProduktDie folgende Idee ist eigentli
h denkbar einfa
h, er�o�net aber ungeahnte M�ogli
hkeiten, den Begri�der Quantisierung pr�aziser zu formulieren. Beide Ordnungsvors
hriften %S und %Weyl sind lineareBijektionen von Aklass = Pol(T �R) na
h AQM = Di�(C10 (R)), insbesondere sind Aklass und AQM alsVektorr�aume isomorph. Da AQM ein ni
htkommutatives Produkt besitzt, kann man diese mit Hilfevon %S oder %Weyl "zur�u
kziehen\ und so Aklass mit einen neuen Produkt versehen. Konkret de�niertman f ?S g = %�1S �%S(f)%S(g)� (3.20)17



und f ?Weyl g = %�1Weyl�%Weyl(f)%Weyl(g)� (3.21)f�ur f; g 2 Pol(T �R). Diese neuen Produkte hei�en standardgeordnetes Sternprodukt7 beziehungswei-se Weyl-geordnetes Sternprodukt oder au
h kurz Weyl-Produkt. Au
h wenn das Weyl-Produkt diephysikalis
h sinnvollere Wahl darstellt, werde i
h zun�a
hst das einfa
here standardgeordnete Pro-dukt diskutieren. Zun�a
hst gilt es, eine m�ogli
hst konkrete Form f�ur ?S zu �nden. Dazu betra
htetman wieder Funktionen f(q; p) = fk(q)pk und g(q; p) = gl(q)pl mit k; l 2 N und fk; gl 2 C1(R).Dann gilt %S(f)%S(g) = �~i �k+l fk �k�qk gl �l�ql= �~i �k+l fk kXs=0�ks��sgl�qs �l+k�s�ql+k�s= %S kXs=0�ks��~i �s fkpk�s �sgl�qs pl!= %S kXs=0 1s! �~i �s �s�ps (fkpk) �s�qs (glpl)!= %S kXs=0 1s! �~i �s �sf�ps �sg�qs! ;
(3.22)

womit gefolgert werden kann, da� allgemeinf ?S g = 1Xs=0 1s! �~i �s �sf�ps �sg�qs (3.23)gilt. Wieder ist zu bemerken, da� die Reihe nur endli
h viele von Null vers
hiedene Terme enth�alt,solange die Funktion f polynomial in p ist. Dar�uberhinaus ist das Resultat o�enbar wieder eine inp polynomiale Funktion, wenn sowohl f als au
h g polynomial in p sind.Bevor i
h die Eigens
haften von ?S diskutiere, sei no
h auf die entspre
hende Formel f�ur ?Weylhingewiesen. Mit den De�nitionen (3.21) und (3.16) erh�alt manf ?Weyl g = %�1Weyl(%Weyl(f)%Weyl(g)) = N�1%�1S (%S(Nf)%S(Ng)) = N�1(Nf ?S Ng); (3.24)womit der Operator N zwis
hen ?S und ?Weyl vermittelt. Explizit erh�alt man na
h einiger Re
hnungdie Formel f ?Weyl g = 1Xr=0 1r! � ~2i�r rXs=0�rs�(�1)r�s �rf�qs�pr�s �rg�qr�s�ps : (3.25)Au
h hier bri
ht die unendli
he Reihe na
h endli
h vielen Termen ab, wenn f; g 2 Pol(T �R).7Der Name Sternprodukt (eng.: "star produ
t\, franz.: "produit etoile\) bezieht si
h tats�a
hli
h nur auf dasSymbol ?. 18



�Ubungsaufgabe 3.3 Beweisen Sie (3.25).Die folgenden Eigens
haften lassen si
h nun lei
ht aus den expliziten Formeln und den De�nitionenherleiten:Satz 3.4 Die Sternprodukte ?S und ?Weyl besitzen folgende Eigens
haften:1. F�ur f; g 2 Pol(T �R) gilt f ?S g, f ?Weyl g 2 Pol(T �R).2. ?S und ?Weyl sind assoziativ f ? (g ? h) = (f ? g) ? h: (3.26)3. ?S und ?Weyl lassen si
h als eine Reihe von Bidi�erentialoperatoren Cr s
hreibenf ? g = 1Xr=0 ~rCr(f; g): (3.27)4. Es gilt f�ur beide Produkte f ? g = fg + � � � also C0(f; g) = fg (3.28)und f ? g � g ? f = i~ff; gg+ � � � also C1(f; g)� C1(g; f) = iff; gg (3.29)sowie 1 ? f = f = f ? 1; (3.30)wobei ff; gg die kanonis
he Poisson-Klammer (2.25) ist.5. F�ur das Weyl-Produkt gilt zudem f ?Weyl g = g ?Weyl f: (3.31)�Ubungsaufgabe 3.5 Beweisen Sie diesen Satz.In Worte gefa�t erh�alt man dadur
h folgendes Resultat. Die neuen Produkte ?S und ?Weylsind assoziative Produkte (Glei
hung (3.26)) f�ur Aklass. Sie deformieren das urspr�ungli
he Produkt(Glei
hung (3.28)) in Ri
htung der Poisson-Klammer (Glei
hung (3.29)). Das Korrespondenzprinzipmanifestiert si
h also in den Glei
hungen (3.28) und (3.29). F�ur das Weyl-Produkt ?Weyl gilt zudem,da� die klassis
he �-Involution, also die komplexe Konjugation, au
h eine �-Involution f�ur ?Weyl ist,eine Eigens
haft, die f�ur ?S ni
ht der Fall ist.Die Abbildungen %S beziehungsweise %Weyl zeigen weiterhin, da� Aklass mit dem Produkt ?Sbeziehungsweise ?Weyl versehen als assoziative Algebra isomorph zu AQM ist. Im Falle von ?Weyl istdies sogar ein �-Isomorphismus.Damit motiviert si
h folgendes Deformationsproblem als konkrete Formulierung des Quantisie-rungsproblems: Anstatt eine v�ollig neue Algebra AQM aus Aklass zu konstruieren, beh�alt man Aklassals zugrundeliegenden Vektorraum und �andert ledigli
h das kommutative Produkt in ein ni
htkom-mutatives Sternprodukt, wel
hes eine Deformation des urspr�ungli
hen sein soll. Es gilt also, dieseIdeen im folgenden weiter zu entwi
keln.�Ubungsaufgabe 3.6 Wie sehen die entspre
henden Formeln f�ur %S, %Weyl, N , ?S und ?Weyl imR2n aus? 19



3.2.2 Erste Verallgemeinerung: Kotangentenb�undel als Phasenr�aumeDie wi
htigste Verallgemeinerung des 
a
hen R2n als Phasenraum f�ur die klassis
he Me
hanik istdie Klasse der Kotangentenb�undel. I
h m�o
hte ni
ht n�aher auf die di�erentialgeometris
hen Detailseingehen, sondern motivieren, an wel
hen Stellen Kotangentenb�undel physikalis
h bedeutsam sind.Dazu betra
htet man beispielsweise ein physikalis
hes System von N Teil
hen, die si
h imR3 bewegen. Damit ist der Kon�gurationsraum ein R3N , eventuell ohne die Koinzidenzpunkte.Der Phasenraum ist entspre
hend R3N � R3N , wobei der zweite R3N der Raum der kanonis
hkonjugierten Impulse ist. Es ist klar, da� si
h f�ur diesen Fall ?S und ?Weyl verallgemeinern lassen,siehe �Ubung 3.6.Nun betra
hte man aber die Situation, da� die m�ogli
hen Lagen der Teil
hen Zwangsbedingungenunterliegen. Gibt es f unabh�angige Zwangsbedingungen, so wird der Kon�gurationsraum eine n =3N � f dimensionale Untermannigfaltigkeit Q des urspr�ungli
hen Kon�gurationsraumes R3N sein.Damit die Teil
hen die Zwangs
�a
he ni
ht verlassen, erhalten au
h ihre Ges
hwindigkeiten eineEins
hr�ankung: Die Tangente an eine Kurve in Q liegt tangential an Q8. Zur Bes
hreibung derzul�assigen Orte und Ges
hwindigkeiten verwendet man daher das Tangentenb�undel TQ von Q. Diedi�erentialgeometris
he Konstruktion von TQ kann man si
h so vorstellen, da� an jedem Punktq 2 Q der Tangentialraum TqQ an Q "angeklebt\ wird und demna
h seine Lage im umgebendenR3N vom Fu�punkt q abh�angt, siehe Abbildung 3. Die Gesamtheit aller TqQ, q 2 Q, ist dann derGes
hwindigkeitsphasenraum TQ der Dimension 2n.
Q Q

T Q
q

qq

Abbildung 3: Eine Untermannigfaltigkeit Q � R3N und der Tangentialraum TqQ bei q 2 Q.Um zum eigentli
hen (Impuls-)Phasenraum zu gelangen, f�uhrt man eine Legendre-Transforma-tion dur
h, was geometris
h dem �Ubergang zum ebenfalls 2n-dimensionalen Kotangentenb�undelT �Q entspri
ht. Dies wird analog zu TQ konstruiert, nur "klebt\ man nun an jedem Punkt q 2 Qden Dualraum T �qQ zum Tangentialraum TqQ an. Es zeigt si
h, da� T �Q eine kanonis
he Poisson-Klammer besitzt und somit C1(T �Q) zur Poisson-�-Algebra wird.Anders als im Rm gibt es auf einer Mannigfaltigkeit M im allgemeinen kein ausgezei
hnetesKoordinatensystem mehr. Damit gibt es au
h keine sinnvolle De�nition von polynomialen Funk-tionen. Im Falle eines Kotangentenb�undels M = T �Q ist die Situation jedo
h etwas g�unstiger. Dazumindest die Impulsri
htungen l�angs der Vektorr�aume T �qQ verlaufen, kann man sinnvoll davonspre
hen, da� eine Funktion auf T �Q polynomial in den Impulsen ist. In "Ortsri
htung\ ist dies imallgemeinen ni
ht m�ogli
h. Die glatten und in Impulsri
htung polynomialen Funktionen auf T �Q8Diese s
heinbar tautologis
he Aussage wird in der Di�erentialgeometrie zur De�nition des Tangentenb�undels�uber Kurven herangezogen. 20



werden nun mit Pol(T �Q) bezei
hnet.F�ur ein derartiges klassis
hes System Aklass = Pol(T �Q) zeigt si
h nun folgendes: Man kann diewesentli
hen S
hritte bei der Konstruktion von %S, N , %Weyl, ?S und ?Weyl nahezu w�ortli
h wieder-holen, mit der einzigen Modi�kation, da� nun eine kovariante Ableitung r ben�otigt wird. Anstelleder kanonis
hen Quantisierung von pk als Pk = �i~�k ersetzt man nun pk dur
h Pk = �i~rk,wobei die kovariante Ableitung r eine zus�atzli
he Wahl darstellt. Auf diese Weise tr�agt man derTatsa
he Re
hnung, da� es keine ausgezei
hneten Koordinatensysteme mehr gibt. Dar�uberhinausgibt es in physikalis
hen Beispielen oft eine dur
h das spezielle Problem bevorzugte Wahl von r,so da� diese Wahl einer zus�atzli
hen Struktur meist lei
ht getro�en werden kann. Dann steht einerQuantisierung dur
h ein Sternprodukt ?Weyl ni
hts mehr im Wege. Die te
hnis
hen Details diesersehr expliziten Konstruktion �nden si
h in der Literatur [6{8℄.4 Deformationsquantisierung4.1 Sternprodukte4.1.1 Allgemeine De�nitionNa
hdem si
h die Deformation der klassis
hen Observablenalgebra als erfolgrei
he Herangehenswei-se bei der Quantisierung herausgestellt hat, soll dieser Begri� nun auf einen soliden mathematis
henBoden gestellt werden. Hier werde i
h zum einen eine geometris
h motivierte Version, die auf glat-ten Funktionen einer Poisson-Mannigfaltigkeit basiert, sowie eine allgemeine algebrais
he De�nitiongeben.F�ur die geometris
he Situation bemerkt man, da� f�ur eine allgemeine Poisson-MannigfaltigkeitM in der Regel keine "polynomialen Funktionen\ innerhalb von C1(M) ausgezei
hnet werdenk�onnen. Als klassis
he Observablenalgebra kommt daher ohne weiteres Detailwissen nur C1(M)in Frage. In konkreteren Beispielen oder gar Beispielklassen wie den Kotangentenb�undeln kann esdagegen sehr wohl "gute\ Unteralgebren von C1(M) geben, wel
he dem Problem der Quantisierungbesser angepa�t sind.Im folgenden soll aber zun�a
hst von C1(M) ausgegangen werden. In diesem Fall jedo
h sindbereits die Formeln (3.23) und (3.25) zu �uberdenken, denn sind f; g beliebige glatte Funktionen, soist beispielsweise die Konvergenz des standardgeordneten Produktesf ?S g = 1Xs=0 1s! �~i �s �sf�ps �sg�qs (4.1)im allgemeinen ni
ht zu garantieren. S
hlimmer no
h, es lassen si
h immer Funktionen f; g �nden,so da� bereits in diesem einfa
hsten Beispiel die Reihe einen Konvergenzradius 0 hat, also nur f�ur~ = 0 konvergiert.Deshalb bedient man si
h folgenden "Tri
ks\: Man su
ht Sternprodukte ? f�ur Aklass = C1(M),wel
he zwar nur formale Potenzreihen in ~ sind, ansonsten aber alle Eigens
haften von ?S oder ?Weylgem�a� Satz 3.4 besitzen. Ans
hlie�end versu
ht man, geeignete Unteralgebren zu �nden, so da� dieformalen Potenzreihen tats�a
hli
h konvergieren. Die Beispiele des R2n und der Kotangentenb�undelzeigen, da� dies hier f�ur die in den Impulsen polynomialen Funktionen m�ogli
h ist. Diese Beispielegeben bere
htigten Anla� zu Ho�nung, da� das Verfahren au
h in allgemeineren Situationen Erfolghat und da� si
h entspre
hende Unteralgebren �nden lassen, sobald man mehr Wissen �uber M zurVerf�ugung hat. Beispielunabh�angig dagegen l�a�t si
h eine sol
he Unteralgebra von C1(M) ni
htauszei
hnen, so da� der formale Charakter der Sternprodukte als eine Folge der no
h fehlenden,beispielabh�angigen Informationen �uber M anzusehen ist.21



Nun sollte folgende De�nition eines Sternprodukts na
h Bayen, Flato, Fr�nsdal, Li
hnerowi
zund Sternheimer dur
h die vorangegangenen �Uberlegungen gut motiviert sein:De�nition 4.1 (Sternprodukte [2℄) Ein Sternprodukt f�ur eine Poisson-Mannigfaltigkeit M istein assoziatives Produkt ? f�ur die formalen Potenzreihen von glatten Funktionen C1(M)[[�℄℄ derForm f ? g = 1Xr=0 �rCr(f; g) (4.2)mit folgenden Eigens
haften:1. f ? g = fg + � � � , also C0(f; g) = fg.2. f ? g � g ? f = i�ff; gg+ � � � , also C1(f; g) � C1(g; f) = iff; gg.3. f ? 1 = f = 1 ? f , also Cr(f; 1) = 0 = Cr(1; f) f�ur r � 1.4. Cr ist ein Bidi�erentialoperator.Das Sternprodukt hei�t Hermites
h, falls zus�atzli
hf ? g = g ? f (4.3)gilt.Der formale Parameter � �ubernimmt also die Rolle von ~ und kann dur
h ~ ersetzt werden, sobalddie Konvergenz von (4.2) si
hergestellt ist.Die Assoziativit�at f ? (g ? h) = (f ? g) ? h wird Ordnung f�ur Ordnung in � ausgewertet. Diesliefert folgende Bedingung an die Cr: f�ur alle k 2 N und alle Funktionen f; g; h 2 C1(M) mu�kXr=0Cr(f;Ck�r(g; h)) = kXr=0Cr(Ck�r(f; g); h) (4.4)gelten. Glei
hung (4.3) ist �aquivalent zur BedingungCr(f; g) = Cr(g; f) (4.5)f�ur alle f; g 2 C1(M).�Ubungsaufgabe 4.2 Leiten Sie (4.4) und (4.5) her.Der algebrais
he Grundgedanke der Deformationsquantisierung ist die Deformationstheorie as-soziativer Algebren na
h Gerstenhaber [17℄. Will man ni
ht Bezug auf die geometris
he Herkunftder klassis
hen Observablenalgebra nehmen, so startet man auf klassis
her Seite direkt mit einerPoisson-�-Algebra Aklass und verwendet folgende naheliegende Formulierung f�ur das Quantisierungs-problem:De�nition 4.3 (Formale Deformationen)� Eine formale Deformation einer beliebigen assoziativen Algebra A ist ein assoziatives Produkt? f�ur die formalen Potenzreihen A[[�℄℄ mit Werten in A der FormA ? B = 1Xr=0 �rCr(A;B) (4.6)mit C0(A;B) = AB f�ur A;B 2 A. 22



� Eine formale Deformationsquantisierung einer Poisson-Algebra Aklass ist eine Deformation ?von Aklass mit C1(f; g)� C1(g; f) = iff; gg f�ur f; g 2 Aklass.� Eine Hermites
he formale Deformation einer �-Algebra A ist eine formale Deformation ? vonA, wel
he (A ? B)� = B� ? A� f�ur A;B 2 A erf�ullt.Damit ist also der Begri� einer Hermites
hen formalen Deformationsquantisierung einer Poisson-�-Algebra erkl�art. Diese De�nition ist insbesondere au
h in F�allen anwendbar, wenn die Geometriedes klassis
hen Phasenraumes s
hwierig zu bes
hreiben ist, aber eine klassis
he Observablenalgebrabekannt ist. Als Beispiel kann man hier einfa
he Feldtheorien nennen [14, 15℄.4.1.2 Existenz und EindeutigkeitEs stellt si
h nun nat�urli
h die Frage, ob es zu einer gegebenen Poisson-Mannigfaltigkeit au
h einSternprodukt gibt. Weiter gilt es zu kl�aren, wieviele M�ogli
hkeiten man bei der Konstruktion vonSternprodukten hat, da ja bereits im R2 mindestens zwei Sternprodukte ?S und ?Weyl bekannt sind.Die Frage der Existenz ist auf sehr zufriedenstellende Weise gel�ost und in voller Allgemeinheitpositiv zu beantworten:Satz 4.4 Auf jeder Poisson-Mannigfaltigkeit existieren Sternprodukte.Der Beweis oder au
h nur eine Beweisidee �ubersteigt den Rahmen dieser Sommers
hule bei wei-tem. Es sei nur gesagt, da� der Fall von symplektis
hen Poisson-Mannigfaltigkeiten eine wesentli
heVereinfa
hung darstellt. Hier wurde die Existenz unabh�angig von DeWilde und Le
omte [13℄, Fe-dosov [16℄ und Omori, Maeda und Yoshioka [24℄ gezeigt. Der allgemeine Poisson-Fall war langeunklar, bis Kontsevi
h 1997 in einer fundamentalen Arbeit der Existenzbeweis gelang [22℄.Die Frage na
h der Eindeutigkeit ist etwas s
hwieriger zu formulieren, hat man do
h bereitsim einfa
hsten Fall des R2n mindestens zwei Sternprodukte ?S und ?Weyl. Hier besteht allerdingsfolgender Zusammenhang mittels des Operators Nf ?Weyl g = N�1(Nf ?S Ng); (4.7)wobei N = e �2i� = 1Xr=0 1r! � �2i�r�r = id+ �2i� + � � � (4.8)jetzt als formale Potenzreihe von Di�erentialoperatoren aufgefa�t wird. Damit kann man N alseinen Algebraisomorphismus von ?Weyl na
h ?S auffassen, was ni
ht weiter verwunderli
h ist, dado
h beide Sternprodukte aus der selben Algebra Di�(C10 (R)) konstruiert wurden. Das besonderean N ist nun, da� N in nullter Ordnung von � mit der Identit�at beginnt: im klassis
hen Limesreduziert si
h dieser Algebraisomorphismus auf die Identit�at. Einen sol
hen Operator nennt man�Aquivalenztransformation, und zwei derart isomorphe Sternprodukte hei�en �aquivalent.De�nition 4.5 Seien ? und ?0 zwei Sternprodukte f�ur C1(M). Dann hei�en ? und ?0 �aquivalent,falls es eine formale Reihe S = id+ 1Xr=0 �rSr (4.9)von Di�erentialoperatoren Sr gibt, so da�S(f ?0 g) = Sf ? Sg und S1 = 1 (4.10)23



gilt. In diesem Falle hei�t S �Aquivalenztransformation. Im Falle Hermites
her Sternprodukte fordertman zudem Sf = Sf und nennt ? und ?0 entspre
hend �-�aquivalent.�Ubungsaufgabe 4.6 Zeigen Sie, da� dies tats�a
hli
h eine �Aquivalenzrelation ist.Man kann nun umgekehrt eine formale Reihe S von Di�erentialoperatoren nehmen, wel
he (4.9)erf�ullt. Ist dann ? ein Sternprodukt, so de�niert man ?0 dur
hf ?0 g = S�1(Sf ? Sg) (4.11)und erh�alt wieder ein Sternprodukt, das Hermites
h ist, falls S reell und ? Hermites
h war.�Ubungsaufgabe 4.7 Veri�zieren Sie, da� ?0 tats�a
hli
h ein Sternprodukt ist.Damit kann man also sehr viele Sternprodukte erzeugen, sobald man eines gefunden hat. Anhandder Konstruktion von ?S und ?Weyl erkennt man, da� dies gerade die Wahl einer Ordnungsvors
hriftist, wel
he ni
ht eindeutig ist und so zu vers
hiedenen Sternprodukten f�uhren kann.Daher kann man den �Aquivalenzbegri� also physikalis
h als eine Verallgemeinerung der Proble-matik der Wahl einer Ordnungsvors
hrift verstehen. Es ergeben si
h also folgende zwei Fragenstel-lungen:1. Gibt es eine Klassi�kation von Sternprodukte bis auf �Aquivalenz, also bis auf die Wahl einerOrdnungsvors
hrift?2. Gibt es eine physikalis
h motivierte Wahl eines Sternproduktes ? innerhalb seiner �Aquivalenz-klasse [?℄?Auf die erste Frage l�a�t si
h eine allgemeine Antwort geben. Die Klassi�kation von Sternproduktenerfolgt dur
h geometris
he Eigens
haften von M :Satz 4.8 (Klassi�kation von Sternprodukten [3, 23℄) Die �Aquivalenzklassen [?℄ von Stern-produkten ? auf M werden dur
h geometris
he Eigens
haften der Poisson-Mannigfaltigkeit Mklassi�ziert9. Insbesondere gibt es f�ur R2n nur eine �Aquivalenzklasse: hier sind alle Sternprodukte�aquivalent.Die Wahl einer �Aquivalenzklasse allein ist aber no
h lange ni
ht physikalis
h hinrei
hend. Um ei-ne Quantenalgebra AQM zu konstruieren, mu� au
h die zweite Frage beantwortet werden. Dies ist inder Regel unglei
h s
hwieriger, da hier beispielabh�angige Ents
heidungen getro�en werden m�ussen.Wesentli
he Hilfen und Eins
hr�ankungen sind die Forderungen na
h Konvergenz und Symmetrie.Auf den letzten Punkt werde i
h in Abs
hnitt 4.3 no
h genauer eingehen.4.2 Zeitentwi
klung in der DeformationsquantisierungZuvor will i
h aber no
h die Zeitentwi
klung im Formalismus der Deformationsquantisierung be-tra
hten. Sei dazu eine klassis
he Hamilton-Funktion H vorgegeben. Die klassis
he Zeitentwi
klungist dann dur
h ddtf(t) = �fH; f(t)g (4.12)9Wer es genauer wissen will: Im Falle symplektis
her Poisson-Klammern ges
hieht die Klassi�kation dur
h diezweite deRham Kohomologie von M : : : 24



gegeben. Da als Vektorraum Aklass mit AQM �ubereinstimmt, ist klar, was das Sternprodukt-Analogonzur Heisenberg-Glei
hung (2.13) sein soll, n�amli
hddtf(t) = i�(H ? f(t)� f(t) ? H): (4.13)Hier ergibt si
h zun�a
hst ein mathematis
hes Problem: Im Rahmen der formalen Potenz reihen kannni
ht dur
h den formalen Parameter � geteilt werden, dazu w�aren formale Laurent-Reihen n�otig.Da aber (H ? f(t)� f(t) ? H) = i�fH; f(t)g+ � � � (4.14)gilt, ist dies in Wirkli
hkeit au
h ni
ht n�otig. Glei
hung (4.13) lautet also ausges
hriebenddtf(t) = i�(H ? f(t)� f(t) ? H) = �fH; f(t)g+ � � � : (4.15)Damit erweist si
h (4.13) also als eine Deformation der Hamiltons
hen Bewegungsglei
hung (4.12),wobei die Quantenkorrekturen in (4.15) von den h�oheren Ordnungen von � des Sternprodukt-Kommutators kommen. Au
h an dieser Stelle ist die klassis
he Situation auf evidente Weise derklassis
he Limes der Situation in der Quantenme
hanik.4.3 Sternprodukte und Symmetrien4.3.1 Klassis
he SymmetrienHier will i
h kurz an die in�nitesimale Version einer Symmetrie in der klassis
hen Me
hanik erin-nern, siehe beispielsweise [27℄ f�ur eine detailierte und lesenswerte Einf�uhrung. Als Beispiel betra
hteman den Drehimpuls ~L(~q; ~p) = ~q� ~p mit den Komponenten L1, L2 und L3 als Funktionen auf demPhasenraum R3 �R3. Da� die L1, L2, L3 Drehungen erzeugen, bedeutet gerade, da� die Hamil-tons
hen Glei
hungen zu Li als Flu�abbildung gerade die Drehung um die i-te A
hse besitzen. DiePoisson-Klammern der drei Generatoren sindfLi; Ljg =Xk �ijkLk: (4.16)Damit bilden die Li also eine Unteralgebra bez�ugli
h der Poisson-Klammern. Dies ist als in�nite-simale Version der Tatsa
he anzusehen, da� die Hintereinanderausf�uhrung von Drehungen wiedereine Drehung ist.Allgemeinere Symmetrien erh�alt man in�nitesimal nun dur
h Generatoren J1; : : : ; JN , wel
heunter Poisson-Klammern wieder eine Unteralgebra bilden. Es gibt also Konstanten, die Struktur-konstanten der Symmetrie 
kij 2 R mit fJi; Jjg = 
kij Jk; (4.17)wobei �uber k summiert wird. Man bea
hte, da� die Ji nur bez�ugli
h der Poisson-Klammer eine Un-teralgebra aufspannen, ni
ht aber bez�ugli
h des punktweisen Produktes. Da die Poisson-Klammerdie Ja
obi-Identit�at erf�ullt, m�ussen die 
kij gewisse Konsistenzbedingungen erf�ullen, n�amli
h
kij = �
kji (4.18)und 
rij
lrk + 
rki
lrj + 
rjk
lri = 0: (4.19)25



Damit wird der Vektorraum g, der von den J1; : : : ; JN aufgespannt wird, eine Lie-Algebra mit derLie-Klammer [Ji; Jj ℄ = 
kij Jk: (4.20)Abstrakter formuliert erh�alt man, da� eine in�nitesimale Symmetrie dur
h eine Lie-Algebra g ge-geben ist, wel
he dur
h Funktionen J1; : : : ; JN aufM realisiert ist, was bedeutet, da� (4.17) erf�ulltist.4.3.2 Quantenme
hanis
he SymmetrienQuantenme
hanis
h werden Symmetrien sehr �ahnli
h bes
hrieben, In�nitesimale Symmetrien sindwieder dur
h eine Lie-Algebra g gegeben, die diesmal dur
h Operatoren auf H realisiert ist. Mannennt dies au
h eine Darstellung von g auf H. Konkret bedeutet dies, da� man f�ur eine Basis vong wieder Operatoren J1; : : : ; JN �ndet, so da� die Lie-Klammer Relationen jetzt dur
h Kommuta-toren anstatt dur
h Poisson-Klammern realisiert werden1i~ [Ji; Jj ℄ = 
kij Jk: (4.21)4.3.3 Symmetrien in der DeformationsquantisierungHat man eine klassis
hen Symmetrie g gegeben, so stellt si
h die Frage, ob diese Symmetrie au
hquantenme
hanis
h realisiert ist oder ob es zu Anomalien kommt. Im Falle von Sternproduktenl�a�t si
h diese Frage wie folgt pr�azisieren. I
h gebe dabei nur die wi
htigste De�nition wieder, inder Literatur �nden si
h weitere, geringf�ugig vers
hiedene Begri�e, siehe beispielsweise [5℄.De�nition 4.9 Ein Sternprodukt ? hei�t kovariant bez�ugli
h einer klassis
hen Symmetrie, die in-�nitesimal dur
h J1; : : : ; JN mit fJi; Jjg = 
kijJk erzeugt wird, wennJi ? Jj � Jj ? Ji = i� 
kij Jk (4.22)f�ur alle i; j = 1; : : : ; N gilt.Man bea
hte, da� na
h De�nition eines Sternprodukts allgemein gilt, da�f ? g � g ? f = i�ff; gg+ � � � : (4.23)Damit ist (4.22) also so zu lesen, da� in (4.23) f�ur die ?-Kommutatoren von den Ji alle h�oheren Ord-nungen vers
hwinden. In der Regel stellt dies eine sehr drastis
he Bedingung an das Sternproduktdar.�Ubungsaufgabe 4.10 Zeigen Sie, da� das Weyl-Produkt ?Weyl im R3 � R3 kovariant unter denDrehungen Li ist.Die Frage na
h der Existenz sol
her kovarianter Sternprodukte f�ur eine gegebene klassis
he Sym-metrie ist no
h ni
ht allgemein beantwortet. Es gibt jedo
h einen wi
htigen Spezialfall:Satz 4.11 Sei M eine symplektis
he Mannigfaltigkeit und g die Lie-Algebra einer kompakten Lie-Gruppe. Dann existiert ein g-kovariantes Sternprodukt.4.4 Der Zustandsbegri� in der DeformationsquantisierungIn den folgenden beiden Abs
hnitten seien die Sternprodukte immer Hermites
h.26



4.4.1 Positive Funktionale und positive DeformationenEs gilt nun, das Zustandskonzept von Abs
hnitt 2.2.1 auf die Deformationsquantisierung anzuwen-den. Dabei ergibt si
h jedo
h folgendes Problem: C-lineare Funktionale ! : C1(M)[[�℄℄ ! C derformalen Potenzreihen in die komplexen Zahlen sind wenig geeignet und ni
ht allgemein genug.Entweder s
hneiden sie alle h�oheren Potenzen von � jenseits einer bestimmten ab, oder man istsofort mit Konvergenzfragen konfrontiert. Es zeigt si
h, da� es besser ist, den formalen Charakterernst zu nehmen und C[[�℄℄-lineare Funktionale! : C1(M)[[�℄℄ ! C[[�℄℄ (4.24)zu betra
hten. Die Werte sind also au
h formale Potenzreihen. Da ~ dur
h den formalen Parame-ter � ersetzt wurde, ist diese Vorgehen nur konsequent. Es stellt si
h aber sofort die Frage, wiedie Positivit�atsforderung (2.7) interpretiert werden soll. Folgende De�nition erweist si
h dabei alsgrundlegend:De�nition 4.12 Eine reelle formale Potenzreihe a = P1r=r0 �rar 2 R[[�℄℄ hei�t positiv, falls dieunterste Ordnung ar0 positiv ist.Damit ist also eine reelle formale Potenzreihe a 2 R[[�℄℄ entweder positiv, negativ oder 0. Weitergilt, da� die Summe und das Produkt zweier formaler Potenzreihen wieder positiv ist. Es l�a�tsi
h daher mit diesem Positivit�atsbegri� genauso re
hnen wie in R. Mathematis
h gespro
henhandelt es si
h bei R[[�℄℄ um einen geordneten Ring. Allerdings ist diese Ringordnung ni
ht mehrAr
himedis
h, da beispielsweise n� < 1 f�ur alle n 2 N. Dies l�a�t si
h physikalis
h so interpretieren,da� die formale Deformation zwar in die ri
htige Ri
htung erfolgt ist, aber ihre ri
htige "Gr�o�e\ ~no
h ni
ht errei
ht hat. Dazu mu� erst die Konvergenz si
hergestellt werden. Hier handelt es si
hdaher vielmehr um eine asymptotis
he Form der Positivit�at.Trotzdem l�a�t si
h hiermit der Begri� von positiven Funktionalen auf die Deformationsquanti-sierung anwenden:De�nition 4.13 Sei (M;?) eine Poisson-Mannigfaltigkeit mit Hermites
hem Sternprodukt. EinZustand von AQM = (C1(M)[[�℄℄; ?) ist ein C[[�℄℄-lineares Funktional! : C1(M)[[�℄℄ ! C[[�℄℄ (4.25)mit !(f ? f) � 0 und !(1) = 1: (4.26)Im Hinbli
k auf die Bemerkung in Abs
hnitt 2.3, da� bei einer physikalis
h sinnvollen Quanti-sierung alle klassis
hen Zust�ande als klassis
her Limes von Quantenzust�anden auftreten, stellt si
hdie Frage, ob dies mit dem obigen Zustandsbegri� f�ur die Deformationsquantisierung zu errei
henist. Hat man einen klassis
hen Zustand !0 : C1(M) ! C, also ein positives Borel-Ma�, so l�a�t si
h!0 o�enbar auf C[[�℄℄-lineare Weise zu einem Funktional!0 : C1(M)[[�℄℄ ! C[[�℄℄ (4.27)fortsetzen, indem man !0 Ordnung f�ur Ordnung anwendet, also!0 1Xr=0 �rfr! = 1Xr=0 �r!0(fr): (4.28)27



Es stellt si
h also die Frage, ob !0 ni
ht nur positiv f�ur das punktweise Produkt ist, also !0(ff) � 0,sondern au
h positiv bez�ugli
h des Sternprodukts ? im Sinne von De�nition 4.13. Ausges
hriebenbedeutet die Bedingung (4.26) f�ur f 2 C1(M)0 � !0(f ? f) = 1Xr=0 �r!0(Cr(f; f)) = !0(ff) + �!0(C1(f; f)) + � � � : (4.29)Nun kann es passieren, da� !0(ff) = 0 ist, was ja kein Widerspru
h zur Positivit�at !0(ff) � 0darstellt. In diesem Fall ents
heidet also das Vorzei
hen der n�a
hst h�oheren Ordnung �uber diePositivit�at von !0(f ? f). Da dieser Term !0(C1(f; f)) aber Ableitungen von f enth�alt, kann espassieren, da� er negativ wird und somit die Positivit�at von !0 bez�ugli
h ? ni
ht gew�ahrleistet ist.Als Beispiel kann man den harmonis
hen Oszillator H = 12p2+ 12q2 mit dem Weyl-Produkt ?Weylund !0 = Æ0 betra
hten. Man �ndet, da�H ? H = H2 +� i�2 �2 ; (4.30)so da� die Auswertung bei 0 Æ0(H ? H) = ��24 < 0 (4.31)ergibt. Damit kann das klassis
he positive Æ-Funktional ni
ht positiv f�ur ?Weyl sein. Physikalis
hl�a�t si
h das so interpretieren, da� ein Punkt im Phasenraum aufh�ort, quantenme
hanis
h sinnvollzu sein. Die Uns
h�arferelation verbietet eine gemeinsame punktgenaue Lokalisierung in Ort undImpuls.�Ubungsaufgabe 4.14 Veri�zieren Sie (4.30) und (4.31).Wie l�a�t si
h dies nun mit der Forderung na
h einer "Quantisierbarkeit\ der klassis
hen Zu-st�ande in Einklang bringen? Der Ausweg ist der, da� man ni
ht nur zu den Observablen Quan-tenkorrekturen zul�a�t sondern au
h zu den Zust�anden. Man betra
htet daher ein Funktional ! :C1(M)[[�℄℄ ! C[[�℄℄ der Form ! = 1Xr=0 �r!r; (4.32)wobei jedes !r : C1(M) ! C ein C-lineares Funktional ist. Die Anwendung von ! auf f erfolgtwieder Ordnung f�ur Ordnung in �, also!(f) = 1Xr=0 �r!r 1Xs=0 �sfs! = 1Xr=0 �r rXs=0 !r�s(fs): (4.33)Die Positivit�atsbedingung lautet jetzt in den ersten Ordnungen0 � !(f ? f) = !0(ff) + � �!0(C1(f; f)) + !1(ff)�+ � � � : (4.34)Damit mu� man !1 nun so w�ahlen, da� im Falle von !0(ff) = 0 ein m�ogli
her negativer Beitragvon !0(C1(f; f)) in Ordnung � kompensiert wird. Entspre
hend sind die h�oheren Ordnungen !2,!3, : : : so zu w�ahlen, da� sie die Positivit�at si
herstellen, falls die vorangehenden Ordnungen allevers
hwinden. Zun�a
hst ist ni
ht klar, ob das Verfahren tats�a
hli
h dur
hf�uhrbar ist, weshalb manfolgenden Begri� einf�uhrt: 28



De�nition 4.15 Sei !0 ein klassis
her Zustand und ? ein Hermites
hes Sternprodukt.1. Ein C[[�℄℄-lineares Funktional ! =P1r=0 �r!r : C1(M)[[�℄℄ ! C[[�℄℄ hei�t Deformation von!0, falls ! positiv bez�ugli
h ? ist.2. Das Sternprodukt ? hei�t positive Deformation, wenn si
h alle klassis
hen Zust�ande defor-mieren lassen.Der folgende, mathematis
h viellei
ht �uberras
hende aber physikalis
h plausible Satz besagt,da� Sternprodukte automatis
h positive Deformationen sind:Satz 4.16 (Positive Deformationen [11℄) Auf jeder symplektis
hen Mannigfaltigkeit sind alleHermites
hen Sternprodukte positive Deformationen.Damit ist also tats�a
hli
h jeder klassis
he Zustand der klassis
he Limes eines Quantenzustandes.Man bea
hte, da� si
h aufgrund der Identi�kation der Vektorr�aume von Aklass und AQM diese Frage�uberhaupt erst in obiger Weise sinnvoll stellen l�a�t.4.4.2 Die GNS KonstruktionZum Abs
hlu� und quasi als Ausbli
k auf aktuelle Fors
hung m�o
hte i
h hier kurz die GNS Kon-struktion einer Darstellung erl�autern. Diese Konstruktion ist urspr�ungli
h f�ur C�-Algebren ent-wi
kelt worden [10℄, es zeigt si
h aber, da� sie von sehr viel allgemeinerer Natur ist.Im folgenden nehme i
h an, eine Quantenalgebra AQM konstruiert zu haben, beispielsweise alsSternproduktalgebra (C1(M)[[�℄℄; ?). Wi
htig ist nur, da� AQM eine �-Algebra ist und �uber C oderC[[�℄℄ de�niert ist. Um beide F�alle10 simultan abzude
ken, setze i
h im folgenden C = C oder C[[�℄℄und genauso R = R oder R[[�℄℄.Ein Pr�a-Hilbert-Raum �uber C ist dann ein C-Modul Hmit einem positiv de�niten Skalarprodukt.Wi
htig ist hier nur, da� in R positive Elemente erkl�art sind. Weiter hei�t A : H! H adjungierbar,falls es ein A� : H! H gibt, so da� f�ur alle �;  2 HhA� ; �i = h ;A�i (4.35)gilt. Die Menge der adjungierbaren Operatoren auf H bezei
hne i
h mit B(H). Ist H sogar einkomplexer Hilbert-Raum, so stimmt diese De�nition mit der �ubli
hen De�nition vonB(H) als stetigeOperatoren �uberein (Hellinger-Toeplitz-Theorem [25, S. 84℄). Ganz allgemein zeigt man, da� B(H)eine �-Algebra �uber C ist. Dies ges
hieht v�ollig algebrais
h und ist daher als �Ubungsaufgabe gestellt:�Ubungsaufgabe 4.17 Zeigen Sie, da� B(H) eine �-Algebra ist.Der Begri� der �-Darstellung pr�azisiert die Vorstellung, da� man die Elemente von AQM alsOperatoren auf H realisiert haben will:De�nition 4.18 Eine �-Darstellung von AQM auf H ist ein �-Homomorphismus� : AQM ! B(H): (4.36)Die Abbildung � ist also C-linear und erf�ullt die Identit�aten�(AB) = �(A)�(B) und �(A�) = �(A)� (4.37)10Tats�a
hli
h gen�ugt ein geordneter Ring R und C = R� iR.29



f�ur alle A;B 2 AQM. Damit ist AQM die abstrakt und a priori gegebene Observablenalgebra, die mandur
h Angaben einer �-Darstellung auf einem Pr�a-Hilbert-Raum realisieren kann. Die vers
hiede-nen "Darstellungen\ der Quantenme
hanik, wie die Orts-, Impuls-, und Energiedarstellung, sindalso tats�a
hli
h vers
hiedene �-Darstellungen von ein und der selben Observablenalgebra. Wirkli
hvers
hieden sind diese Darstellungen aber ni
ht, denn in der �ubli
hen Quantenme
hanik erweisensie si
h als unit�ar �aquivalent. Allgemein hei�en zwei �-Darstellungen �1 und �2 von AQM auf H1beziehungsweise H2 unit�ar �aquivalent, wenn es eine unit�are Abbildung U : H1 ! H2 gibt, so da�U�1(A) = �2(A)U (4.38)f�ur alle A 2 AQM erf�ullt ist. In diesem Fall hei�t U au
h (unit�arer) Vers
hr�ankungsoperator (eng.:intertwiner).F�ur eine gegebene Observablenalgebra AQM stellt si
h nun also die Frage, ob und gegebenenfallswieviele �-Darstellungen AQM besitzt. Die GNS Konstruktion11 erlaubt es, auf konstruktivem Wegeeine �-Darstellung zu einem Zustand ! von AQM anzugeben.Sei also ! : AQM ! C ein Zustand. Da dieser die Cau
hy-S
hwarz-Unglei
hung (2.11)erf�ullt,kann man zeigen, da� J! = fA 2 AQM j !(A�A) = 0g (4.39)ein Linksideal, das sogenannte Gel'fand-Ideal ist12. Man de�niert nun den QuotientenraumH! = AQMÆJ!: (4.40)Elemente in H! werden mit  A bezei
hnet, wobei  A die �Aquivalenzklasse von A 2 AQM ist, alsoA � A0, falls A�A0 2 J!. Auf H! hat man nun zwei weitere Strukturen: eine Darstellung von AQMund ein Skalarprodukt. Die Darstellung �! von AQM ist als�!(A) B =  AB (4.41)de�niert, also die �ubli
he Darstellung einer assoziativen Algebra auf si
h selbst modulo eines Links-ideals. Das Skalarprodukt ist h A;  Bi! = !(A�B): (4.42)Da J! aus AQM "herausgeteilt\ wurde, ist h�; �i! tats�a
hli
h positiv de�nit. S
hlie�li
h zeigt man,da� �! eine �-Darstellung ist, weilh C ; �!(A) Bi = !(C�AB) = !((A�C)�B) = h�!(A�) C ;  Bi: (4.43)Damit hat man also eine �-Darstellung �! von AQM auf H! aus einem Zustand ! : AQM ! H!konstruiert, wel
he nun die GNS Darstellung zu ! genannt wird.Als bemerkenswerte und zuglei
h au
h 
harakterisierende Eigens
haft gilt weiter, da� alle Vek-toren  A 2 H! dur
h Anwendung eines Erzeugungsoperators �!(A) aus dem Vakuumsvektor  1erhalten werden, denn  A =  A1 = �!(A) 1: (4.44)11Na
h Gel'fand, Naimark und Segal.12Zur Erinnerung: Ein Linksideal J � A einer assoziativen Algebra A ist ein Untervektorraum mit der Eigens
haft,da� f�ur alle I 2 J und A 2 A au
h AI 2 J gilt. 30



Man nennt eine sol
he Darstellung au
h zyklis
h mit zyklis
hem Vektor  1. S
hlie�li
h l�a�t si
hdas Funktional ! als Vakuumserwartungswert rekonstruieren, denn es gilt!(A) = h 1; �!(A) 1i: (4.45)Diese Begri�sbildung stammt aus der Quantenfeldtheorie, wo die GNS Konstruktion urspr�ungli
hverwendet wurde, siehe au
h [20℄.�Ubungsaufgabe 4.19 Beweisen Sie die behaupteten Eigens
haften der GNS Darstellung. ZeigenSie insbesondere, da� alle De�nitionen wohlde�niert sind, also unabh�angig von den jeweiligen Re-pr�asentanten in einer �Aquivalenzklasse.Als Bemerkung m�o
hte i
h no
h erw�ahnen, da� im Falle einer C�-Algebra AQM die Darstellung�! automatis
h zu bes
hr�ankten Operatoren auf dem Pr�a-Hilbert-Raum H! f�uhrt. Daher l�a�t si
hdie Darstellung auf die Vervollst�andigung Ĥ! fortsetzen und liefert eine �-Darstellung von AQM aufeinem Hilbert-Raum.Zum Abs
hlu� und als Ausbli
k gebe i
h nun folgendes Beispiel aus der Deformationsquantisie-rung an. Sei das S
hr�odinger-Funktional ! : C10 (R2n)[[�℄℄ ! C[[�℄℄ dur
h!(f) = ZRn f(q; 0) dnq (4.46)de�niert. Mit einigen elementaren partiellen Integrationen zeigt man, da�!(f ?Weyl f) = ZRn (Nf)(q; 0)(Nf)(q; 0) dnq � 0 (4.47)gilt, womit ! zu einem positiven Funktional wird. Die zugeh�orige GNS Darstellung erweist si
hdabei gerade als die Weyl-Darstellung %Weyl auf C10 (Rn) mit dem �ubli
hen L2-Skalarprodukt (3.9).Eine v�ollig analoge Konstruktion ist allgemein auf Kotangentenb�undeln m�ogli
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